
Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

Óðàçîâà Èííà Âëàäèìèðîâíà

ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß ÅÄÈÍÈ×ÍÛÕ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÌÈ

ÏÐÈÁÎÐÀÌÈ

01.01.09 � Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà

À Â Ò Î Ð Å Ô Å Ð À Ò

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íîâîñèáèðñê � 2011



Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ãîñóäàðñòâåííîì îáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè

âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ "Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-

ñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî"

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
äîöåíò Ð. Þ. Ñèìàí÷åâ

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð Â. Ê. Ïîïêîâ

êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
È. Ä. ×åðíûõ

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 15 èþíÿ 2011 ãîäà â 16 ÷àñ. 00 ìèí. íà çàñåäàíèè äèññåð-

òàöèîííîãî ñîâåòà Ä.003.015.01 ïðè Ó÷ðåæäåíèè Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè íàóê

Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ ïî àäðåñó: 630090, ã. Íî-

âîñèáèðñê, ïð. Àêàäåìèêà Êîïòþãà, 4.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå Ó÷ðåæäåíèÿ Ðîññèé-

ñêîé Àêàäåìèè íàóê Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ 2011 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà Ä.003.015.01,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Þ.Â. Øàìàðäèí



Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé
èìåþò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå òåõíèêè è ñâÿ-
çè, ïîÿâëåíèå íîâûõ òåõíîëîãèé âñå ÷àùå âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîå-
íèÿ ðàñïèñàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì ïðîìûøëåííûõ ïðåäïðèÿ-
òèé è ñôåðû îáñëóæèâàíèÿ, îáðàçîâàíèåì, òðàíñïîðòíîé ðàçâÿçêîé, ðàñïðå-
äåëåíèåì ðåñóðñîâ, èíâåñòèöèîííîé ïîëèòèêîé è ìíîãèìè äðóãèìè îáëàñòÿ-
ìè.

Ñâîå ðàçâèòèå òåîðèÿ ðàñïèñàíèé ïîëó÷èëà â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà.
Ãëåáîâ Í.È., Ìèõàëåâè÷ Â.Ñ., Òàíàåâ Â.Ñ., Øêóðáà Â.Â., Áåëëìàí Ð., Áðóê-
êåð Ï., Äæîíñîí Ä., Äæîíñîí Ñ. è äðóãèå ïðåâðàòèëè òåîðèþ ðàñïèñàíèé â
îòäåëüíîå íàïðàâëåíèèå â îáëàñòè îïòèìèçàöèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ
ðàñïèñàíèé àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ðàáîòàõ Ãèìàäè Ý.Õ., Ãîðäîíà Â.Ñ., Êîâà-
ëåâà Ì.ß., Êîíîíîâà À.Â., Ëàçàðåâà À.À., Ñåâàñòüÿíîâà Ñ.Â., Ñåðâàõà Â.Â.
è ìíîãèõ äðóãèõ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ.

Ïîìèìî ïðèêëàäíîãî çíà÷åíèÿ, çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé ïðåäñòàâëÿ-
þò çíà÷èòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ïðîáëåìàòèêà òåîðèè ðàñïèñàíèé
îõâàòûâàåò èññëåäîâàíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷, ðàçðàáîòêó òî÷-
íûõ, ïðèáëèæåííûõ, ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ è äð. Ïðè ýòîì
ïîäàâëÿþùåå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî ðàçâèòèþ êîìáèíàòîðíûõ ïîäõî-
äîâ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, âîçìîæíîñòè êîìáèíàòîðíûõ àëãî-
ðèòìîâ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíû ðàçìåðíîñòüþ ðåøàåìûõ çàäà÷. Ýòî âïîëíå
ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè � áîëüøèíñòâî
çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè ðàñïèñàíèé, ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçà-
öèè è, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ðàñïèñàíèé, ê çàäà÷àì öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Â ðÿäå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÖËÏ
èñõîäíàÿ çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ íåïðåðûâíîé îïòè-
ìèçàöèè. Íà ýòîì îñíîâàíû àëãîðèòìû îòñå÷åíèÿ, âåòâåé è ãðàíèö, ïåðåáîðà
L-êëàññîâ è äð.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ â êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ïîëèýäðàëüíîé ñòðóêòóðû çàäà÷ è, êàê ñëåä-
ñòâèå, ïðèìåíåíèå äëÿ èõ ðåøåíèÿ àïïàðàòà âûïóêëîãî àíàëèçà, âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ïîëè-
ýäðàëüíûõ ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, à èìåííî: îïèñàíèå öåëî÷èñëåííî-
ãî ìíîãîãðàííèêà (âûïóêëîé îáîëî÷êè), ñîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å, ïîñòðîåíèå
îöåíîê ÷èñëà åãî âåðøèí, àíàëèç ñìåæíîñòè âåðøèí, ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ,
îïîðíûõ è ôàñåòíûõ íåðàâåíñòâ, ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøå-
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íèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷, îñíîâàííûõ íà ïîëèýäðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ýòèõ çàäà÷
� âñå ýòè ìåòîäû àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ â ðàáîòàõ Øåâ÷åíêî Â.Í., Ñèìàí÷åâà
Ð.Þ., Âàñèëüåâà È.Ë., Pulleyblank W.R., Reinert K. è äð. Êîëè÷åñòâî ðàáîò,
ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ïîëèýäðàëüíîãî ïîäõîäà ê çàäà÷àì òåîðèè ðàñïè-
ñàíèé íåâåëèêî. Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Balas E., Mokotof E., Shulz A.S.,
Queyranne M. [1-4], â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ïîëèýäðàëüíûå ñâîéñòâà íåêîòî-
ðûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí PMS (Parallel
Machine Scheduling) ÿâëÿåòñÿ NP - òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Â 1978ã.
Lenstra J.K. è Rinnooy Kan [5] ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ýòîé çàäà÷è íåâîçìîæíî
ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, îòíîñèòåëü-
íàÿ ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî áóäåò ìåíüøå 4

3 .
Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è PMS.

Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òðåáîâàíèé. Âñå òðåáîâàíèÿ èìåþò åäèíè÷íûå äëè-
òåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Ìåæäó òðåáîâàíèÿìè çàäàíû îòíîøåíèÿ ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ. Òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ íà m ïàðàëëåëüíûõ ìàøèíàõ (ïðèáî-
ðàõ, ñòàíêàõ, ïðîöåññîðàõ). Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ìîìåíò îêîí÷àíèÿ
îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé.

Â îáîçíà÷åíèÿõ, ïðèíÿòûõ â òåîðèè ðàñïèñàíèé, ýòà çàäà÷à èìååò âèä
Pm|prec; pj = 1|Cmax. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî ïàðàëëåëüíûõ ïðèáîðîâ m
áîëüøå òðåõ äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé â ñìûñëå òåîðèè ñëîæíîñòè.
Â ðàáîòå [6] ïðåäëîæåí òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-
÷àÿ çàäà÷è Pm|tree; pj = 1|Cmax, êîãäà ãðàô ïðåäøåñòâîâàíèÿ � äåðåâî. Â
ðàáîòàõ [7,8] àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ äâóõ ìàøèí ðåøåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì àíàëèç ñòðóêòóðû è ðàçðàáîòêà íîâûõ ïîäõî-
äîâ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè.

Öåëü ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ è ðåøåíèå çàäà÷è
îáñëóæèâàíèÿ åäèíè÷íûõ òðåáîâàíèé ñ ïðåäøåñòâîâàíèÿìè ïàðàëëåëüíû-
ìè ïðèáîðàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèýäðàëüíîãî ïîäõîäà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è: ïîñòðîåíèå ïîëèýäðàëüíîé
ðåëàêñàöèè è ÖËÏ-ìîäåëè çàäà÷è; ïîñòðîåíèå êëàññîâ íåðàâåíñòâ, ïðàâèëü-
íûõ îòíîñèòåëüíî âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàñïèñàíèé; ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïîëèýäðàëüíûõ ñâîéñòâ;
àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòî-

äû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, òåîðèè ãðàôîâ, öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå ñîâðåìåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è êîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ
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ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ. Ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è Pm|prec; pj = 1|Cmax. Ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îáùåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ãàðàíòèðóþ-
ùèå ñóùåñòâîâàíèå ðàñïèñàíèé. Ïîñòðîåíû òðè êëàññà íåðàâåíñòâ, ïðàâèëü-
íûõ îòíîñèòåëüíî âûïóêëîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ èíöèäåíöèé ðàñïèñàíèé, íàé-
äåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ îïîðíîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ
âíóòðè êàæäîãî êëàññà, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñëó÷àåâ èõ "íåñðàâíèìîñòè".
Ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè
äëÿ äâóõ èç ïîñòðîåííûõ êëàññîâ, äëÿ òðåòüåãî � ýâðèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäó-
ðà. Â òåðìèíàõ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè íà
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ åäèíè÷íûõ òðåáîâàíèé, ïîçâîëÿþùèå ñó-
ùåñòâåííî îãðàíè÷èòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ïðàâèëü-
íûõ íåðàâåíñòâ ðàçðàáîòàíû äâà àëãîðèòìà îòñå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Pm|prec; pj = 1|Cmax è àíàëèçà âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàñïèñàíèé.
Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü Èññëåäîâàíèå ïîëèýäðàëüíîé ñòðóêòóðû ìíî-

ãîãðàííèêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàäà÷å îáñëóæèâàíèÿ åäèíè÷íûõ òðåáîâàíèé
ñ ïðåäøåñòâîâàíèÿìè ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü òî÷íûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþ-
ùèå íàõîäèòü ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è, äîñòàòî÷íî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ïî-
ëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè
ñìåæíûõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà

XIV Áàéêàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-ñåìèíàðå "Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è
èõ ïðèëîæåíèÿ" (Ñåâåðîáàéêàëüñê, 2008), IV Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè
"Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ" (Îìñê, 2009), Ðîñ-
ñèéñêîé êîíôåðåíöèè "Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé"
(Íîâîñèáèðñê, 2010), íà XIV Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ" (Åêàòåðèíáóðã, 2011), íà XXXI íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå â Þæíîì íàó÷íîì
öåíòðå ÍÀÍ Óêðàèíû (Îäåññà, 2009), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ â Èíñòèòóòå
ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎÐÀÍ è åãî Îìñêîì ôèëèàëå, Îìñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî, Íèæåãîðîäñêîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 8 ðàáîò, òðè èç íèõ â

ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 131 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé îáúåì ðàáîòû
� 101 ñòðàíèöà, âêëþ÷àÿ 9 ðèñóíêîâ è 13 òàáëèö.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ öåëü è çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâû-
âàåòñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû, ïðèâîäèòñÿ îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòà-
òîâ, ïîñâÿùåííûõ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å è êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ ïîñòàíîâêà çà-
äà÷è, ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ïîëèýäðàëüíîé òåîðèè,
ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ââåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ïîëèýäðàëüíîé òåîðèè. Ìíî-
ãîãðàííèêîì áóäåì íàçûâàòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî-
÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîëèýäðîì � ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, åñëè îíî îãðàíè÷åíî. Ïîëèýäð,
ñîäåðæàùèé ìíîãîãðàííèê, áóäåì íàçûâàòü ïîëèýäðàëüíîé ðåëàêñàöèåé ïî-
ñëåäíåãî. Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì äëÿ ìíîãîãðàííèêà,
åñëè îí öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, èíäóöèðîâàííîì
ýòèì íåðàâåíñòâîì.

Ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè, èìåþò ñëåäóþ-
ùóþ ñîäåðæàòåëüíóþ ïîñòàíîâêó. Òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà V , |V | = n, îáñëó-
æèâàþòñÿ m ïàðàëëåëüíûìè èäåíòè÷íûìè ïðèáîðàìè. Âñå òðåáîâàíèÿ ïî-
ñòóïàþò â î÷åðåäü íà îáñëóæèâàíèå îäíîâðåìåííî (â ìîìåíò âðåìåíè k = 0) è
èìåþò îäèíàêîâûå (ðàâíûå 1) äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ. Çàïðåùåíû ïðå-
ðûâàíèÿ â îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé. Íà ìíîæåñòâå V çàäàíî îòíîøåíèå
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà l, îïðåäåëÿþùåå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ â îáñëóæè-
âàíèè òðåáîâàíèé. Âñÿêèé ïîðÿäîê îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé íà ìíîæåñòâå
V , äîïóñòèìûé îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà l, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì
ðàñïèñàíèåì èëè, ïðîñòî, ðàñïèñàíèåì. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñïèñàíèÿ, â êî-
òîðûõ âñå ðàáîòû äîëæíû áûòü çàâåðøåíû ê ìîìåíòó âðåìåíè d. Ïðè ýòîì
î÷åâèäíî, ÷òî åñëè d áóäåò ñëèøêîì ìàëî, òî ìíîæåñòâî îïðåäåëåííûõ âûøå
ðàñïèñàíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì.

Ýòî ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ôîðìàëèçàöèþ. Ðàñïè-
ñàíèåì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ σ : V → D = {1, 2, . . . d}, òàêàÿ, ÷òî

• ñîîòíîøåíèå il j âëå÷åò íåðàâåíñòâî σ(i) < σ(j);

• äëÿ ëþáîãî k ∈ D èìååòñÿ íå áîëåå m òðåáîâàíèé i ∈ V, òàêèõ, ÷òî
σ (i) = k.

Ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé, îïðåäåëåííûõ äàííûìè óñëîâèÿìè, îáîçíà÷èì
÷åðåç Σd. Çàìåòèì, ÷òî åñëè d < d′, òî Σd ⊂ Σd′ (ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî
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ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà). Çàäà÷à çà-
êëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé,
òî åñòü

max
i∈V

σ(i)→ min
σ∈Σd

. (1)

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïîñòðîåíà ïîëèýäðàëüíàÿ ðåëàêñàöèÿ Md ⊂ Rnd ìíîãî-
ãðàííèêà MZ , ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâó Σd.

Ïóñòü G = (V ;E(G)) � àöèêëè÷åñêèé îðãðàô, çàäàþùèé ïîðÿäîê ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé V .

Ðàñïèñàíèþ σ ∈ Σd ñîïîñòàâèì åãî âåêòîð èíöèäåíöèé xσ = (xσik, i ∈ V ,
k ∈ D) ∈ Rnd ïî ïðàâèëó:

xσik =

{
1, σ(i) = k,
0, èíà÷å.

(2)

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i ∈ V îïðåäåëèì äâå êîíñòàíòû:
pi = max{|Pi|+ 1, d |U i|

m + 1e}, ãäå Pi � ìàêñèìàëüíûé ïóòü èç âåðøèííîé áàçû
ãðàôà G â âåðøèíó i, Ui � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäêîâ âåðøèíû i;
qi = max{|Qi| + 1, d |Wi|

m e}, ãäå Qi � ìàêñèìàëüíûé ïóòü èç âåðøèíû i â
âåðøèííóþ àíòèáàçó ãðàôà G, Wi � ìíîæåñòâî âñåõ ïîòîìêîâ âåðøèíû i.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Di = {pi, pi + 1, pi + 2, . . ., d− qi} äëÿ êàæäîé i ∈ V
è Vk = {i ∈ V |k ∈ Di} äëÿ êàæäîãî k ∈ D. Çàäàäèì ïîëèýäð Md ⊂ Rnd êàê
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ:∑

k∈Di

xik = 1, i ∈ V ; (3)

∑
i∈Vk

xik ≤ m, k ∈ D; (4)

xik ≤
∑

l∈Dj , l>k

xjl, (i, j) ∈ E(G), k ∈ Di; (5)

0 ≤ xik ≤ 1, i ∈ V, k ∈ Di; (6)

xik = 0, i ∈ V, k ∈ D \Di. (7)

Îãðàíè÷åíèÿ (3) îçíà÷àþò, ÷òî êàæäîå òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ ðîâíî
îäíèì ïðèáîðîì. Îãðàíè÷åíèÿ (4) ãàðàíòèðóþò, ÷òî îäíîâðåìåííî ìîãóò îá-
ñëóæèâàòüñÿ íå áîëåå m òðåáîâàíèé. Âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ
îáåñïå÷èâàåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè (5). Îãðàíè÷åíèÿ (7) îòáðàñûâàþò çàâåäîìî
íåäîïóñòèìóþ îáëàñòü îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ i.
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Òåîðåìà 1.1. Öåëî÷èñëåííûå òî÷êè ïîëèýäðà (3)�(7) è òîëüêî îíè
ÿâëÿþòñÿ ðàñïèñàíèÿìè â ñìûñëå ñîîòíîøåíèÿ (2).

Òàêèì îáðàçîì,

MZ = conv{xσ|σ ∈ Σd} = conv(Md ∩ Znd).

Âàæíûì ñâîéñòâîì ðåëàêñàöèè Md ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò
"ëèøíèõ" öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, íå ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðàìè èíöèäåíöèé ðàñ-
ïèñàíèé èëè, ÷òî òî æå, ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èíöèäåíöèé ðàñïèñàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3)�(7).

Â ïàðàãðàôå 1.3 çàäà÷à (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ïîëèýäðå Md ñ öåëåâîé ôóíêöèåé âèäà

h(x) =
d∑

k=1

λk
∑
i∈Vk

xik → min
x∈Md

, (8)

ïðè ýòîì, λ1 � λ2 � . . .� λd.
Óñëîâèÿ íà λk, ïðè êîòîðûõ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (8) ñîîòâåòñòâóåò
îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1) (âîçìîæíî, íå îäíîçíà÷íî), îïðåäåëÿþòñÿ
òåîðåìàìè 1.2 è 1.3.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü m
k∑̀
=1

λ` ≤ λk+1, k = 1, 2, . . . , d − 1, σ∗ ∈ Σd � îï-

òèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), σ ∈ Σd. Òîãäà, åñëè h(xσ) < h(xσ∗), òî
max
i∈V

σ(i) = max
i∈V

σ∗(i).

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü m
k∑̀
=1

λ` ≤ λk+1, k = 1, 2, . . . , d − 1, xσ∗ ∈ MZ

� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (8). Òîãäà äëÿ ëþáîãî xσ ∈ MZ èìååì
max
i∈V

σ(i) ≥ max
i∈V

σ∗(i).

Òåîðåìà 1.3 ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ìåòîäàìè öåëî-
÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî, â ñèëó òåîðåìû 1.2,
ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ïîñòàíîâêå (8) ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå
òðóäîåìêèì, ÷åì â ïîñòàíîâêå (1).

Â ïàðàãðàôå 1.4 ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåïóñòîòû ìíîæåñòâà Σd.

Òåîðåìà 1.4.Ïóñòü B1, B2, . . . , Bt � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí

îðãðàôà G íà áàçû. Åñëè d ≥
t∑

p=1
d |Bp|
m e, òî ìíîæåñòâî Σd íå ïóñòî.
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Êðîìå òîãî, â ïàðàãðàôå 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
íàéòè òàêèå âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè ϕ(G,m) è ψ(G,m),
÷òî ϕ(G,m) ≤ dmin ≤ ψ(G,m). Íàëè÷èå ýòèõ îöåíîê ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
ïåðåáîð ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà äèõîòîìèè (ñì. äàëåå ïàðàãðàô 3.2).
Íàëè÷èå âåðõíåé îöåíêè, ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è â ñìûñëå
ïîñòàíîâêè (8). Îïðåäåëèì äëÿ îðãðàôà G ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:
|Bmax| � ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîé áàçû îðãðàôà G;
|Pmax| � äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïî ÷èñëó äóã ïóòè â îðãðàôå G;

pm =
t∑

s=1
d |Bs|
m e � ïëîòíîñòü îðãðàôà G îòíîñèòåëüíî m (m-ïëîòíîñòü îðãðàôà

G).

Óòâåðæäåíèå 1.1.

a) Åñëè |Bmax| ≤ m, òî dmin = |Pmax|+ 1.
b) Åñëè |Bmax| > m, òî |Pmax|+ 1 < dmin < pm.

Â öåëîì ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ òåîðåòè÷åñêîé áàçîé
äëÿ àíàëèçà ïîëèýäðàëüíîé ñòðóêòóðû çàäà÷è.

Âî âòîðîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ êëàññû íåðàâåíñòâ, ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî
ìíîãîãðàííèêà MZ è èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà. Â ïàðàãðàôå 2.1 äàíî îïèñà-
íèå òðåõ êëàññîâ íåðàâåíñòâ è äîêàçàòåëüñòâî èõ ïðàâèëüíîñòè. Íåðàâåíñòâà
ýòèõ êëàññîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, óñèëèâàþò îãðàíè÷åíèÿ ïîëèýäðà Md â òîì
ñìûñëå, ÷òî â Md ñóùåñòâóþò òî÷êè, "îòñåêàåìûå" ýòèìè íåðàâåíñòâàìè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò êëàññ ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî MZ

íåðàâåíñòâ, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç I.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü P ⊂ G � ïóòü, {i1, i2, . . . , it} ⊆ V (P ) è k ∈ D.
Òîãäà íåðàâåíñòâî

t∑
s=1

xisk ≤ 1 (9)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ê ìíîãîãðàííèêó MZ.

Âòîðîé êëàññ ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ, îïèñàííûé â òåîðåìå 2.2, îáîçíà-
÷èì IZ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü P ⊂ G � ïóòü, k ∈ D, 1 < k < d, i ∈ V (P ) �
âåðøèíà, ïðåäøåñòâóþùàÿ âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì ïóòè P , z ∈ V (P )
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� ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà â ïóòè P . Òîãäà íåðàâåíñòâî

k−1∑
l=1

xzl +
∑

j∈V (P )

xjk +
d∑

l=k+1

xil ≤ 1 (10)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì îòíîñèòåëüíî ìíîãîãðàííèêà MZ.

Äëÿ îïèñàíèÿ òðåòüåãî êëàññà íåðàâåíñòâ, ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëü-
íî ìíîãîãðàííèêà MZ , ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Îðãðàô H íàçûâàåòñÿ t-äîëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà åãî âåðøèí íà t âåðøèííî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ V1, V2,. . .,
Vt, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2, . . . , t− 1} ìíîæåñòâî Vj ∪ Vj+1 èíäóöèðóåò â H
äâóäîëüíûé îðãðàô ñ íà÷àëàìè äóã â Vj è êîíöàìè â Vj+1. Åñëè â äàííîì
îïðåäåëåíèè äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, 2, . . . , t− 1} ìíîæåñòâî Vj ∪Vj+1 èíäóöèðóåò
ïîëíûé äâóäîëüíûé îðãðàô, òî ãðàô H íàçûâàåòñÿ ïîëíûì t-äîëüíûì.
×åðåç H(V1, V2, . . . , Vt;E(H)) áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûé t-äîëüíûé îðãðàô.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò òðåòèé êëàññ ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî MZ

íåðàâåíñòâ.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü H(V1, V2, . . . , Vt;E(H)) � ïîëíûé t-äîëüíûé àöèê-
ëè÷åñêèé îðãðàô â G, k ∈ D. Òîãäà íåðàâåíñòâî∑

i∈V1

d∑
l=k

xil +
t−1∑
j=2

∑
i∈Vj

xik +
∑
i∈Vt

k∑
l=1

xil ≤ max
j=1,t

(|Vj|) (11)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì îòíîñèòåëüíî MZ.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå íåðàâåíñòâà ìîãóò ñëóæèòü îò-
ñå÷åíèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìàõ.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñòðî-
åííûå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè ê ìíîãîãðàííèêó MZ , òî åñòü
ñóùåñòâóþò âåðøèíû â MZ , íà êîòîðûõ íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê
ðàâåíñòâà.

Â ïàðàãðàôå 2.3 â êàæäîì èç ïîñòðîåííûõ êëàññîâ âûäåëåí ïîäêëàññ
íàèáîëåå "ñèëüíûõ" íåðàâåíñòâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî ax ≤ a0 íå ñèëüíåå íåðàâåíñòâà bx ≤ b0

îòíîñèòåëüíî Md, åñëè {x ∈Md | ax > a0} ⊆ {x ∈Md | bx > b0}.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü P1, P2 ⊂ G � ïóòè è V (P1) ⊂ V (P2). Òî-
ãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ D íåðàâåíñòâî

∑
j∈V (P1)

xjk ≤ 1 íå ñèëüíåå íåðàâåíñòâà
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∑
j∈V (P2)

xjk ≤ 1.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü P ⊂ G � ïóòü, k ∈ D. Íåðàâåíñòâî∑
j∈V (P )

xjk ≤ 1 íå ñèëüíåå íåðàâåíñòâ

a)
∑

j∈V (P )

xjk +
d∑

l=k+1

xil ≤ 1, ãäå i ∈ V (P ) � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïóòè P ;

b)
∑

j∈V (P )

xjk +
d∑
l=1

xzl ≤ 1, ãäå z ∈ V (P ) � ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà ïóòè P .

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü P ⊂ G � ïóòü, k ∈ D. Íåðàâåíñòâî∑
j∈V (P )

xjk +
d∑

l=k+1

xil ≤ 1 è íåðàâåíñòâî
∑

j∈V (P )

xjk +
d∑
l=1

xzl ≤ 1 íå ñèëü-

íåå íåðàâåíñòâà
k−1∑
l=1

xzl +
∑

j∈V (P )

xjk +
d∑

l=k+1

xil ≤ 1, ãäå i ∈ V (P ) � íà÷àëüíàÿ

âåðøèíà ïóòè P , z ∈ V (P ) � ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà ïóòè P .

Â ïàðàãðàôå 2.4 îïèñàíû ïîëèýäðàëüíûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííûõ íåðà-
âåíñòâ, à èìåííî: óñëîâèÿ èõ ýêâèâàëåíòíîñòè è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
ïîëèýäð Md öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2.4. Ïóñòü P ⊂ G � ïóòü ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé i è
êîíå÷íîé âåðøèíîé z, k ∈ D.

Åñëè k < pi, òî ïîëèýäð Md öåëèêîì ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ãèïåðïëîñ-
êîñòåé

k−1∑
l=1

xzl = 0,
∑

j∈V (P )

xjk = 0,
d∑

l=k+1

xil = 1.

Åñëè k > d − qz, òî ïîëèýäð Md öåëèêîì ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè ãèïåð-
ïëîñêîñòåé

k−1∑
l=1

xzl = 1,
∑

j∈V (P )

xjk = 0,
d∑

l=k+1

xil = 0.

Óòâåðæäåíèå 2.5. Ïóñòü P ⊂ G � ïóòü ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé i è
êîíå÷íîé âåðøèíîé z, d− qi ≤ k ≤ pz. Òîãäà íåðàâåíñòâà

k−1∑
l=1

xzl +
∑

j∈V (P )

xjk +
d∑

l=k+1

xil ≤ 1
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è ∑
j∈V (P )

xjk ≤ 1

ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî Md.

Â ïàðàãðàôå 2.5 âòîðîé ãëàâû ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè (Separation problem), êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: â
äàííîì êëàññå íåðàâåíñòâ íàéòè òàêîå, êîòîðîå îòäåëÿåò çàäàííóþ òî÷êó
x ∈Md \MZ îò MZ , ëèáî äîêàçàòü, ÷òî òàêîãî íåðàâåíñòâà íåò. Äëÿ ïåðâûõ
äâóõ êëàññîâ íåðàâåíñòâ ðàçðàáîòàíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè òðóäîåìêîñòè O(n3) (òåîðåìû 2.6 è 2.7), äëÿ òðåòüåãî
� ïðåäëîæåíà ýâðèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ
åäèíè÷íûõ òðåáîâàíèé ñ ïðåäøåñòâîâàíèÿìè ïàðàëëåëüíûìè ïðèáîðàìè.

Â ïàðàãðàôå 3.1 îïèñàíû òî÷íûå àëãîðèòìû IPI è SHP ðåøåíèÿ èññëå-
äóåìîé çàäà÷è, îñíîâàííûå íà ïðîöåäóðå îòñå÷åíèÿ. Â êà÷åñòâå îòñå÷åíèé
èñïîëüçóþòñÿ ïðàâèëüíûå íåðàâåíñòâà, ïîñòðîåííûå â ãëàâå 2. Êàæäûé èç
àëãîðèòìîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîöåäóðó èäåíòèôèêàöèè íåðàâåíñòâ.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ïðåäëîæåí àëãîðèòì DMN ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî d èç
ìíîæåñòâà òàêèõ, ÷òî Σd íåïóñòî. Â îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ëåæàò ìåòîä
äèõîòîìèè è âêëþ÷åíèå Σd′ ⊂ Σd ïðè d′ < d. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ãèáðèä ìåòîäà äèõîòîìèè è ìåòîäà îòñå÷åíèé.

Ïàðàãðàô 3.3 ïîñâÿùåí àíàëèçó öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ çàäà÷è
Pm|prec; pj = 1|Cmax, ïîñòðîåííîé â ïàðàãðàôå 1.3. Äåëî â òîì, ÷òî
êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò, ÷òî äåëàåò
çàòðóäíèòåëüíûì åå èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äîñòàòî÷íî âûñîêîé
ðàçìåðíîñòè. Áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âûðàáîòàíû
ðåêîìåíäàöèè ïî óìåíüøåíèþ õàðàêòåðà âîçðàñòàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñ
ñîõðàíåíèåì îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Êðîìå òîãî, â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàãðàôàõ òðåòüåé ãëàâû ïðîâåäåíà
àïðîáàöèÿ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðè àïðîáàöèè ðàññìàòðèâàëèñü
ñëåäóþùèå âîïðîñû.

1) Cðàâíåíèå àëãîðèòìîâ îòñå÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèõ ïîñòðîåííûå êëàññû
íåðàâåíñòâ, ñ ïàêåòîì CPLEX ïî êîëè÷åñòâó îòñå÷åíèé è âðåìåíè ðàáîòû.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïàêåò CPLEX óñòóïàåò àëãîðèòìó SHP ïî êîëè÷åñòâó îòñå-
÷åíèé è âðåìåíè ðàáîòû íà âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ. Òàêèì îáðàçîì,
ðàçðàáîòàííûé â äèññåðòàöèè àëãîðèòì SHP ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó è ïî-
ëèýäðàëüíóþ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ðàñïèñàíèé îáñëóæèâàíèÿ åäèíè÷íûõ
òðåáîâàíèé ñ ïðåäøåñòâîâàíèÿìè ïàðàëëåëüíûìè ïðèáîðàìè è ïðåäïî÷òè-
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òåëåí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷.

2) Cðàâíåíèå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ìåæäó ñîáîé; âûäåëåíèå õà-
ðàêòåðèñòèê çàäà÷, âëèÿþùèõ íà âðåìÿ ðàáîòû è êîëè÷åñòâî ïîñòðîåííûõ
àëãîðèòìàìè îòñå÷åíèé. Ñàìûìè ëåãêèìè äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ îêàçàëèñü
ñåðèè çàäà÷, â êîòîðûõ ãðàô ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó òðåáîâàíèÿìè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåñâÿçíûå ïóòè èëè íåñâÿçíûå îðãðàôû. Íà ýòèõ çàäà÷àõ
àëãîðèòìó IPI ïîíàäîáèëîñü ìåíüøå âðåìåíè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äîëüøå
âñåõ ðåøàëèñü çàäà÷è, îðãðàôû êîòîðûõ ñîäåðæàëè ïîëíûé äâóäîëüíûé
ïîäãðàô. Íà òàêèõ çàäà÷àõ àëãîðèòì IPI çíà÷èòåëüíî óñòóïàåò àëãîðèòìó
SHP ïî êîëè÷åñòâó îòñå÷åíèé è âðåìåíè ðåøåíèÿ. Íà ñåðèÿõ çàäà÷ ñ îð-
ãðàôàìè âèäà "âõîäÿùåå äåðåâî", "âûõîäÿùåå äåðåâî" è "äåðåâî" òàêæå
áûñòðåå îêàçàëñÿ àëãîðèòì SHP.

3) Ðàçðàáîòêà ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè
äëÿ çàäà÷è Pm|prec; pj = 1|Cmax, ïðåäëîæåííîé â ïàðàãðàôå 1.3.

Íàðÿäó ñ öåëåâîé ôóíêöèåé h(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

m

k∑
l=1

λk ≤ λk+1, k = 1, 2, . . . , d− 1, (12)

áûëè ðàññìîòðåíû ôóíêöèè âèäà (8) ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîñòðîåííûìè ïî
çàêîíàì

λk = flin(k) = nk,

λk = fsq(k) = nk2.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
dh, dsq, dlin � îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè λk
âèäà (12), fsq(k) è flin(k) ñîîòâåòñòâåííî;
dmin � çíà÷åíèå, íàéäåííîå àëãîðèòìîì DMN.

Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷, íåîáõîäèìûå äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòåé flin è fsq,
áûëè íàéäåíû ñ ïîìîùüþ äèõîòîìèè (àëãîðèòì DMN, ïàðàãðàô 3.2). Ïðè
ýòîì â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1 â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ãðàíèö îòðåçêà ðàçáèå-
íèÿ áûëè âçÿòû A = |Pmax| + 1 è B = pm. Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ
ôóíêöèé ñ çàâèñèìîñòÿìè (3.3), flin è fsq áûëè íàéäåíû àëãîðèòìîì SHP. Âî
âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ dmin è dsq ñîâïàäàþò. Çíà÷åíèå dlin ñîâïàëî ñ
dmin ëèøü äî n < 20. Áîëåå òîãî, ïðè n ≥ 90 çíà÷åíèå dh íå áûëî íàéäåíî,
â òî âðåìÿ êàê dsq = dmin. Òàêèì îáðàçîì, íà çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ λk ôóíêöèè h(x) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü λk = nkt,
ïðè t ≥ 2.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
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ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ, ÂÛÍÎÑÈÌÛÅ ÍÀ ÇÀÙÈÒÓ

1. Ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà-
÷è Pm|prec; pj = 1|Cmax. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îáùåå âðåìÿ îá-
ñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå ðàñïèñàíèé. Â òåð-
ìèíàõ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ïîëó÷åíû íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè íà ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ åäèíè÷íûõ òðåáîâàíèé, ïîçâîëÿþùèå ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷èòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è.
2. Ïîñòðîåíû òðè êëàññà íåðàâåíñòâ, ïðàâèëüíûõ îòíîñèòåëüíî âûïóêëîé

îáîëî÷êè âåêòîðîâ èíöèäåíöèé ðàñïèñàíèé, íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ
îïîðíîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå íåðàâåíñòâ ïî âíóòðè êàæäîãî êëàññà, ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû ñëó÷àåâ èõ "íåñðàâíèìîñòè". Ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè äëÿ äâóõ èç ïîñòðîåííûõ êëàñ-
ñîâ, äëÿ òðåòüåãî � ýâðèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà.
3. Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ ðàçðàáîòàíû äâà àëãî-

ðèòìà îòñå÷åíèÿ äëÿ àíàëèçà ïîëèýäðàëüíîé ñòðóêòóðû è ðåøåíèÿ çàäà÷è
Pm|prec; pj = 1|Cmax. Ïðîâåäåíà àïðîáàöèÿ, ïîäòâåðäèâøàÿ ýôôåêòèâíîñòü
ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Â ïðîöåññå àïðîáàöèè ñôîðìèðîâàí ñïèñîê
òåñòîâûõ çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè.
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