
1 

 

 
На правах рукописи 

 

    Трофимов Александр Викторович 

 

Теоретико-модельные свойства обогащенных булевых 

алгебр и алгебр Ершова  

01.01.06 – математическая логика, алгебра и теория чисел 

 

Автореферат 

диссертации на соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук 

 

 

 

 

 

 

 

 

Новосибирск -2011 



2 

 

Работа выполнена в Государственном образовательном учреждении высшего 

профессионального образования "Новосибирский государственный 

университет".  

 

Научный руководитель:  

Доктор физико-математических наук Пальчунов Дмитрий Евгеньевич. 

 

Официальные оппоненты: 

Доктор физико-математических наук, профессор Морозов Андрей Сергеевич 

Доктор физико-математических наук, профессор Хисамиев Назиф 

Гарифуллинович 

 

Ведущая организация: 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение 

высшего профессионального образования “Новосибирский государственный 

технический университет” 

 

Защита диссертации состоится 26 января 2012 г. в 15 часов на заседании 

диссертационного совета Д 003.015.02 при Институте математики им. 

С.Л.Соболева Сибирского отделения Российской академии наук по адресу: 

630090, Новосибирск, пр. Акад.Коптюга, 4.  

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Института математики 

им. С.Л.Соболева Сибирского отделения Российской академии наук. 

 

Автореферат разослан  23 декабря 2011 г. 

 

 

 

Ученый секретарь диссертационного совета 

Кандидат физико-математических наук                                                  А.Н.Ряскин 



3 

 

Общая характеристика работы.  

Тематика диссертации.  

Диссертация посвящена изучению обогащенных булевых алгебр и алгебр 

Ершова. Исследование теоретико-модельных свойств булевых алгебр было 

начато в работах Тарского [22] и Ершова [6]. Они предложили элементарную 

классификацию булевых алгебр. В основополагающей работе Ершова [7] 

предложен алгебраический метод, с помощью которого удалось описать 

широкий класс типов изоморфизма счетных дистрибутивных решеток с 

относительными дополнениями, которые после этого были названы алгебрами 

Ершова [3]. В частности из этой работы Ершова [7] следует характеризация 

Кетонена [17]. Гончаровым [2] предложена классификация типов изоморфизма 

счетных суператомных булевых алгебр.  

Исследованию теоретико-модельных свойств булевых алгебр и их 

обогащений посвящено достаточно много работ. Впервые булевы алгебры с 

выделенными идеалами были рассмотрены Ершовым [6]. В частности, в [6] 

было доказано, что теория булевой алгебры с выделенным идеалом разрешима 

по крайней мере в следующих случаях: 1) IA  конечна и 2) существует 

 Ixx sup  и A  – атомная. Рабин доказал, что теория класса булевых алгебр с 

выделенным идеалом разрешима [19], Рубин доказал, что теория класса 

булевых алгебр с выделенной подалгеброй неразрешима [20]. Из работ Воота 

[25] и Рылль-Нардзевского [21] следует, что элементарная теория булевой 

алгебры имеет счетно-категоричную теорию тогда и только тогда, когда она 

содержит не более конечного числа атомов. Морозовым [10] построены 

примеры булевых алгебр с одним выделенным идеалом и неразрешимой 

теорией для любой ненулевой первой характеристики Ершова-Тарского. В 

работах Пальчунова [11-15, 18] было доказано, что в булевой алгебре можно 

выделить идеал с неразрешимой элементарной теорией тогда и только тогда 

когда она не суператомная; получены критерии элементарной эквивалентности 

булевых алгебр с выделенными идеалами и разрешимости их элементарных 
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теорий; дано описание счетно-категоричных и конечно-аксиоматизируемых 

элементарных теорий; описана алгебра Лиденбаума-Тарского класса булевых 

алгебр с выделенными идеалами; доказано, что элементарные теории 

достаточно широкого класса булевых алгебр с выделенными идеалами не 

имеют простой модели, изучены теории, имеющие простые и счетно-

насыщенные модели. Тураем [23, 24] предложено обогащение языка булевых 

алгебр с выделенными идеалами, допускающие элиминацию кванторов, 

изучались различные теоретико-модельные свойства булевых алгебр с 

выделенными идеалами. Мартьянов [9] исследовал разрешимость теорий 

булевых алгебр с выделенным автоморфизмом. Винокуров и Дулатова [1]  

доказали, что элементарная теория решеток подалгебр булевых алгебр 

неразрешима. Дулатова [4, 5]  исследовала булевы алгебры с выделенной 

группой автоморфизмов, доказала неразрешимость теорий атомных булевых 

алгебр с выделенной атомной подалгеброй такой, что для каждого элемента 

алгебры существует наименьший элемент выделенной подалгебры, лежащий 

над ним.   

Цель работы.  

     Целью настоящей работы является  изучение теоретико-модельных свойств 

булевых алгебр с выделенной подалгеброй, выделенным автоморфизмом, а 

также исследование изоморфных типов алгебр Ершова с выделенными 

идеалами. 

Основные результаты 

1. С точностью до изоморфизма описаны счетные суператомные алгебры 

Ершова с выделенными идеалами, имеющие конечный ранг Фреше. 

2. Получена элементарная классификация локальных суператомных 

булевых алгебр с выделенной плотной подалгеброй конечной ширины. 

3. Показано, что автоморфизмы булевых алгебр, определяемые 

неподвижными элементами, – это в точности инволюции. Получено 

описание подалгебр булевых алгебр, которые являются множеством 

неподвижных элементов  автоморфизма.  
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Новизна и научная значимость работы.   

     Все результаты диссертации являются новыми и носят теоретический 

характер. Результаты и методы работы могут быть использованы для 

дальнейших исследований теоретико-модельных свойств алгебр Ершова, 

булевых алгебр и их обогащений. 

Апробация работы.  

     Результаты работы докладывались на Международной конференции 

«Мальцевские чтения» в 2000 году, международной конференции 

«Мальцевские чтения» в 2001 году, Международной конференции 

«Мальцевские чтения» в 2010 году. Результаты докладывались на семинарах 

«Конструктивные модели», «Теория вычислимости», «Алгебра и логика» и 

«Прикладная логика» Новосибирского государственного университета.  

Публикации. 

     Основные результаты диссертации опубликованы в журналах, входящих в 

перечень ВАК, ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, где 

должны быть опубликованы основные научные результаты диссертации на 

соискание ученой степени кандидата физико-математических наук [27–30]. 

Структура и объем диссертации. 

     Диссертация состоит из введения, трех глав и списка литературы, который 

содержит 30 наименований. Объем диссертации составляет  92 страницы.  

Содержание диссертации. 

Введение.  

     Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, изложены 

основные результаты диссертационной работы. 

Первая глава.  

     Первая глава диссертации посвящена описанию типов изоморфизма счетных 

суператомных алгебр Ершова с выделенными идеалами. Первый параграф 

первой главы  содержит основные определения, обозначения и 

предварительные результаты по алгебрам Ершова и их обогащением конечным 

числом идеалов. 
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     В этой главе обогащенные идеалами алгебры Ершова рассматриваются в 

сигнатуре ),...,,0,\,,( 1

*

 II , где 
II ,...,1
 – символы унарных предикатов, 

выделяющие идеалы. Число   считаем фиксированным. Алгебру Ершова с 

выделенными идеалами, имеющую наибольший элемент, принято называть I-

алгеброй.  

Определение 1.1.1. Пусть дано семейство I-алгебр .}{ Nii A  Тогда следующая 

I-алгебра  называется  -смешиванием I-алгебр Nii }{A : 
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где операции ,\,  и предикаты III ,...,, 21  определяются покомпонентно: 

)(\)())(\(),()())((),()())(( igifigfigifigfigifigf  , 

)))0)()(((&))()(((  jfkjIifkikIf ss
iA

. 

 -степенью алгебры A  называется  -смешивание счетного числа I-алгебр, 

изоморфных A . 

Определение 1.1.2. Алгебру Ершова с выделенными идеалами A  назовем 

неразложимой, если из NMA   следует MA   или NA  .   

Для целей настоящей главы обозначим, MA  , если  NAM   и MA  .  

     Во втором параграфе  первой главы изучаются суператомные алгебры 

Ершова с выделенными идеалами, имеющими конечный ранг Фреше. 

Получены следующие результаты. 

Теорема 1.2.1. Справедливы следующие утверждения: 

(1) Алгебра Ершова с выделенными идеалами, имеющая конечный ранг 

Фреше, однозначно (с точностью до изоморфизма) представима в виде 

прямого произведения конечного числа неразложимых алгебр Ершова, 

несравнимых по отношению <. 

(2) Для любого натурального числа n существует конечное число счетных 

неразложимых алгебр Ершова с выделенными идеалами, имеющих 

ординальный тип n. 
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(3)  Любая неразложимая алгебра Ершова с выделенными идеалами, 

имеющая конечный ранг Фреше, является  -степенью некоторой I-

алгебры или является прямой суммой изоморфных копий некоторой 

неразложимой алгебры.  

     В третьем параграфе первой главы изучаются суператомные алгебры 

Ершова с выделенными идеалами, имеющие счетный ранг Фреше.  

Теорема 1.3.8. Для алгебры Ершова с выделенными идеалами A  и   – 

счетного ординала следующие условия эквивалентны: 

(1) Любая алгебра Ершова с выделенными идеалами, элементарно 

эквивалентная A ,  ординального типа   представима в виде прямого 

произведения конечного числа неразложимых алгебр. 

(2) Найдется не более счетного числа попарно неизоморфных алгебр Ершова 

с выделенными идеалами, элементарно эквивалентных A , имеющих 

ординальный тип  .  

     В работе также получено описание всех элементарных теорий, для которых 

выполнено одно из условий выше сформулированной теоремы.  

     В четвертом параграфе дано определение характеристической функции  , 

при помощи которой получено описание типов изоморфизма счетных Алгебр 

Ершова с выделенными идеалами, которые в факторе по идеалу Фреше F  

содержат не более одного атома. 

Теорема 1.3.10. Пусть A  и B  – произвольные счетные суператомные алгебры 

Ершова с выделенными идеалами, ординальный тип которых равен  . 

Предположим, что 
)(A

A
F

  и 
)(B

B
F

 содержат не более одного атома. 

Тогда  если A  и B  являются одновременно булевыми алгебрами или 

специальными алгебрами Ершова, то BA   тогда и только тогда, когда 

совпадают характеристические функции  BA   . 
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Вторая глава.   

     Глава вторая  посвящена изучению элементарных теорий  суператомных 

булевых алгебр с выделенной плотной подалгеброй. Первый параграф второй  

главы содержит предварительные результаты. 

     Булевы алгебры будем рассматривать в сигнатуре 1,0,,, C . Пусть 

 P
def

  *
,  где P символ унарного предиката. Алгебраическую систему A  

сигнатуры 
*  будем называть булевой алгеброй с выделенной подалгеброй, если 

множество  )(| aPaP
def

 AAA
 определяет подалгебру в булевой алгебре 

.A  

Определение 2.1.4. Подалгебру B  булевой алгебры A  назовем плотной, если 

))(,( ABA A Fsub  –  наименьшая подалгебра алгебры A , содержащая в себе 

подалгебру B  и идеал Фреше )(AF .  

Определение 2.1.5. Подалгебру B  булевой алгебры A  назовем подалгеброй 

ширины n , если под любым атомом подалгебры B  найдется не более n  атомов 

алгебры A , лежащих под ним, и  любой атом алгебры A  лежит под некоторым 

атомом  подалгебры  B . 

Определение 2.1.8. Алгебраическую систему A  назовем неисчезающей, если 

из NMA   следует MA   или NA  . Обозначим BA  , если найдется  

C  такая, что CAB  . 

Определение 2.1.9. Алгебраическую систему A  назовем локальной, если 

существует не более конечного числа элементарно неэквивалентных 

неисчезающих алгебраических систем AB , т.е. найдутся kBB ,...,1  такие, 

что если AB   и B  – неисчезающая, то iBB   для некоторого ki  . 

Для каждого Nn  определим следующий класс: 

 nшириныйподалгеброплотнойвыделеннойсалгебрабулевааясуператомнK
def

n  AA

     Далее зафиксируем число Nn  и будем рассматривать булевы алгебры с 

выделенной подалгеброй только из nK .  
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     Во втором параграфе второй главы построена последовательность формул 

)(xTk  Nk , языка 
*  с одной свободной переменной и при ее помощи для 

каждой алгебры nKA  определена характеристическая функция 

 NNw :A . Значение функции )(kwA  есть количество 

непересекающихся элементов алгебры A , на которых истина формула )(xTk
. 

Сформулирован и доказан ряд свойств построенной последовательности 

формул и характеристической функции. В четвертом параграфе дано 

синтаксическое описание всех реализуемых  характеристических функций.  

    Первый результат настоящий главы определяет необходимое и достаточное 

условие локальности алгебры в классе nK . 

Теорема 2.3.14. Для того чтобы булева алгебра с выделенной подалгеброй 

nKA  была локальной необходимо и достаточно, чтобы множество 

 0)()(  nwnM AA  было конечным.  

    Следующий результат дает описание элементарной эквивалентности 

локальных алгебр. 

Теорема 2.3.15. Пусть A  и B  произвольные локальные булевы алгебры с 

выделенными подалгебрами, принадлежащими классу nK . Тогда,  для того 

чтобы BA   необходимо и достаточно, чтобы BA ww  . 

     Булеву алгебру с выделенной подалгеброй A  назовем k-простой, если 

)(| xxTkA  и для любого натурального числа  l  из )(| xxTlA  следует, что 

на классе nK  истинно предложение  )()()( yTxyxT lk  .  

     Завершает параграф следующая теорема. 

Теорема 2.3.17. Пусть A  – локальная булева алгебра с выделенной 

подалгеброй, принадлежащая классу nK . Тогда A  – неисчезающая тогда и 

только тогда, когда A  – k-простая и  либо )1(| kTA , либо )(kwA . 

     Четвертый параграф третей главы дает описание всех характеристических 

функций. Для этой цели синтаксически определяется естественная функция и 

доказывается следующая 
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Теорема 2.4.1. Функция  NNw:  – естественна тогда и только тогда, 

когда найдется алгебраическая система nKM  такая, что Mww  . 

Третья глава. 

     Третья глава диссертации посвящена изучению автоморфизмов, 

определяемых неподвижными элементами, и подалгебр, которые являются 

множеством неподвижных элементов некоторого автоморфизма.  

     Первый параграф третьей главы содержит постановку задачи.   

Определение 3.1.1. Пусть A  – булева алгебра и AA:f  – ее автоморфизм. 

Обозначим:  aafaX f  )(A  – множество неподвижных элементов 

автоморфизма f. Подалгебру булевой алгебры A , основным множеством 

которой является множество неподвижных элементов fХ , будем называть 

неподвижной подалгеброй автоморфизма f ; для простоты эту подалгебру 

также будем обозначать через fХ . Будем говорить, что автоморфизм f 

определяется неподвижными элементами, если для любого автоморфизма 

AA:g  из gf XX   следует gf  .  

     Очевидно, что автоморфизм однозначно определяет подалгебру своих 

неподвижных элементов. Естественным образом возникает обратный вопрос: 

Вопрос 1. В каком случае по подалгебре однозначно восстанавливается 

автоморфизм, множеством неподвижных элементов которого она является. 

Иными словами, какие подалгебры булевых алгебр являются неподвижными 

подалгебрами автоморфизмов, определяемых неподвижными элементами.  

Этот вопрос был поставлен С.С.Гончаровым. 

Вопрос 2. Какие автоморфизмы булевых алгебр определяются своими 

неподвижными элементами.  

 

 

 

 



11 

 

Следующая теорема дает полный ответ на первый вопрос. 

Теорема 3.1.2. Подалгебра B  булевой алгебры A  является неподвижной 

подалгеброй некоторого автоморфизма, определяемого неподвижными 

элементами, тогда и только тогда, когда выполнено следующее условие: 




























))(()(.5

))()((.4

)0)((.3

)0)((.2

),(&)0(&)0(&)(.1

:,,,

(*)

BрebedpР

BрedpbeР

BpрdpР

BeebeР

BdbcdacbcbaР

чтотакиеdcbнайдутсяaлюбогодля AA

 

Следствие 3.1.3.  мимиэлементанеподвижнысяопределяетfXK f |),(A  –     

конечно-аксиоматизируемый класс. 

     Следующая теорема дает описание всех автоморфизмов булевых алгебр, 

определяемых своими неподвижными элементами, тем самым дает ответ на 

второй вопрос. 

Теорема 3.1.4. Автоморфизм f  алгебры определяется неподвижными 

элементами тогда и только тогда, когда 1 ff  (или, что то же самое, когда

idf 2 ). 

     Второй параграф третьей главы содержит доказательство результатов, 

сформулированных в первом параграфе третьей главы. Третий параграф 

содержит следствия результатов, сформулированных в первом параграфе 

настоящей главы.  

Следствие 3.3.1. Каждая булева алгебра изоморфна неподвижной подалгебре 

некоторого автоморфизма, определяемого неподвижными элементами.  
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Теорема 3.3.2. Для атомной булевой алгебры A  и автоморфизма f  следующие 

условия эквивалентны:  

1) f определяется неподвижными элементами; 

2) 
1 ff ; 

3) fХ  является подалгеброй ширины 2. 

Предложение 3.3.3. Существует счѐтная суператомная булева алгебра A  с 

выделенной подалгеброй B ширины 2 такая, что fХВ   для любого 

автоморфизма f  булевой алгебрыA .  

Предложение 3.3.4. Каждая плотная подалгебра конечной ширины атомной 

булевой алгебры является неподвижной подалгеброй некоторого 

автоморфизма. В частности, выделенная подалгебра любой алгебры из nK  

является неподвижной подалгеброй некоторого автоморфизма. 

Следствие 3.3.5. Выделенная подалгебра алгебры nKA  является 

неподвижной подалгеброй некоторого автоморфизма, определяемого 

неподвижными элементами, тогда и только тогда, когда 2KA . 
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