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кандидата физико-математических наук

Владивосток 2011



Работа выполнена в Дальневосточном федеральном университете.

Научный руководитель

доктор физико-математических наук, доцент

Степанова Алёна Андреевна
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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.

Тема диссертации относится к теоретико-модельной алгебре. Пред-

метом исследования являются группоиды, а именно, полугруппы, груп-

поиды с единицей и квазигруппы. С помощью современного арсенала

теории моделей и методов универсальной алгебры изучаются такие свой-

ства этих группоидов, как абелевость, гамильтоновость, примитивная

нормальность и аддитивность.

Понятие абелевости для алгебр было введено R. McKenzie [11] как

обобщение понятия абелевой группы. Легко понять, что группа является

абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда она коммутативна. Также

нетрудно показать, что унарные алгебры и модули являются абелевыми

алгебрами. Абелевы алгебры изучались в работах H. Werner, W. Lampe,

D. Hobby, R. McKenzie, M. Valeriot, R. Freese и др. (см.[21, 10, 4, 18, 6]).

Абелевы алгебры сыграли важную роль в развитии теории коммутато-

ров [6], в исследованиях, связанных с функционально полными алгебрами

[21]. Абелевы группоиды исследовались в работах W. Taylor, R. McKenzie,

R. Warne, Е.В. Овчинниковой (см.[17, 12, 19, 20, 2]). В [2] Е.В. Овчин-

никовой приводится описание абелевых группоидов 〈A, ·〉 , для которых

|A ·A| ≤ 3 . В [12] R. McKenzie дается характеризация конечных абеле-

вых полугрупп. R. Warne в [19, 20] приводит полное описание структуры

абелевых полугрупп, в частности, описывает полупростые, квазирегуляр-

ные, периодические абелевы полугруппы.

Понятие сильной абелевости появилось в работе R. McKenzie [13]

при описании конечных алгебр с определенным типом решеток конгру-

энций. Примером сильно абелевых алгебр являются унарные алгебры.

Результаты R. McKenzie, связанные с понятиями абелевой и сильно абе-

левой алгебры, явились толчком для развития теории ручных конгру-

энций, являющейся основным инструментом исследования конечных ал-

гебр.

Понятие гамильтоновости для алгебр было введено B. Csakany [5]
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и K. Shoda [16]. Оно является обобщением понятия гамильтоновой груп-

пы. Гамильтоновы алгебры изучались в работах R. McKenzie, E. Kiss, M.

Valeriote (см.[7, 8, 14]). В работе [7] E. Kiss и M. Valeriote показали, что

если декартов квадрат алгебры гамильтонов, то сама алгебра абелева.

В данной работе описаны абелевы, сильно абелевы и гамильтоновы

конечные квазигруппы и группоиды с единицей. Охарактеризованы абе-

левы полугруппы с условием минимальности всех односторонних глав-

ных идеалов, сильно абелевы полугруппы и гамильтоновы полугруппы с

условием абелевости.

Абелевы, сильно абелевы и гамильтоновы многообразия алгебр изу-

чались в работах таких математиков, как D. Hobby, R. McKenzie, E. Kiss,

M. Valeriot, L. Klukovits (см.[4, 7, 8, 14, 9]). В [8] E. Kiss и M. Valeriot

показали, что если конечная алгебра порождает сильно абелевое много-

образие, то она гамильтонова. В [7] эти же авторы доказали, что если

многообразие гамильтоново, то оно абелево. В [18] M. Valeriot показал,

что если конечная простая алгебра абелева, то она гамильтонова. В [7] E.

Kiss и M. Valeriot показали, что для локально конечного многообразия

свойства абелевости и гамильтоновости эквивалентны.

Нами дана характеризация конечных квазигрупп, группоидов с еди-

ницей и полугрупп, порождающих абелевы, сильно абелевы и гамильто-

новы многообразия.

Примитивно нормальные и аддитивные теории изучались Е.А. Па-

лютиным в [3, 15]. Эти теории являются обобщением теории модулей. Как

и теория модулей, данные теории допускают элиминацию кванторов до

примитивных формул. Легко понять, что алгебры, теория которых при-

митивно нормальна, являются абелевыми. В аддитивных теориях, явля-

ющихся по определению примитивно нормальными, на факторах любых

примитивных копий моделей этих теорий по некоторой примитивной эк-

вивалентности можно определить с помощью примитивной формулы изо-

морфные абелевы группы. Это свойство аддитивных теорий обобщает из-

вестное свойство модулей: в любом модуле примитивные копии являются

классами смежности некоторой абелевой группы.
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В данной работе описаны квазигруппы, группоиды с единицей и

полугруппы с примитивно нормальными и аддитивными теориями.

Основное содержание диссертации.

В работе получены следующие основные результаты:

– описаны абелевы группоиды с единицей, абелевы конечные квази-

группы и абелевы полугруппы с условием минимальности всех односто-

ронних главных идеалов (теоремы 2.1, 2.8, 2.18);

– дана характеризация гамильтоновых группоидов с единицей и по-

лугрупп при условии абелевости этих алгебр; доказано, что конечная абе-

лева квазигруппа является гамильтоновой алгеброй. (теоремы 2.5, 2.23,

2.11);

– описаны полугруппы, группоиды с единицей и квазигруппы, по-

рождающие абелевы, сильно абелевы и гамильтоновы многообразия (тео-

ремы 3.1, 3.2, 3.3, 3.6, следствия 3.4, 3.7);

– дана характеризация полугрупп, группоидов с единицей и квазиг-

рупп с примитивно нормальными и аддитивными теориями (теоремы 4.2,

4.5, 4.6, 4.7)

Новизна и научная значимость работы. Результаты диссерта-

ции являются новыми и носят теоретический характер. Они могут быть

использованы в теоретико–модельной алгебре, в универсальной алгебре,

при чтении спецкурсов по теории моделей и универсальной алгебре, на-

писании учебных пособий и монографий.

Апробация работы. Результаты диссертации излагались автором

на семинарах Института математики СО РАН (г. Новосибирск), Инсти-

тута прикладной математики ДВО РАН (г. Владивосток), Дальневосточ-

ного федерального университета, а также на следующих международных

конференциях и школах–семинарах: Российская школа-семинар “Син-

таксис и семантика логических систем” (Владивосток, 2008), Междуна-

родная конференция “Мальцевские чтения” (Новосибирск, 2009), Меж-

дународная конференция “Мальцевские чтения” (Новосибирск, 2010),

Российская школа-семинар “Синтаксис и семантика логических систем”

(Иркутск, 2010), Международный алгебраический симпозиум (Москва,
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2010), Международная конференция “Мальцевские чтения” (Новоси-

бирск, 2011), Дальневосточная конференция студентов, аспирантов и мо-

лодых ученых по теоретической и прикладной математике (Владивосток,

2011).

Публикации. Результаты диссертации опубликованы 1) в работах

[27, 28] из журналов, входящих в перечень ВАК ведущих рецензируемых

научных журналов и изданий, 2) в работах [23, 30]. Три работы [23, 27, 30]

выполнены в соавторстве, где А.А. Степановой принадлежит постановка

задач и общее руководство.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,

четырех глав и списка литературы. Компьютерный набор выполнен с ис-

пользованием пакета LATEX. Общий объем диссертации 69 страниц. Биб-

лиография включает 47 наименований.
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Содержание работы

В первой главе приводятся необходимые для дальнейшего сведения

из универсальной алгебры и теории моделей.

В первом параграфе второй главы дается описание абелевых, сильно

абелевых и гамильтоновых квазигрупп и группоидов с единицей.

Алгебра называется абелевой, если для любой полиномиальной опе-

рации t(x, y1, . . . , yn) и любых элементов u, v, c1, . . . , cn, d1, . . . , dn алгеб-

ры из равенства t(u, c1, . . . , cn) = t(u, d1, . . . , dn) следует t(v, c1, . . . , cn) =

t(v, d1, . . . , dn). Алгебра называется сильно абелевой, если для лю-

бой полиномиальной операции t(x, y1, . . . , yn) и любых элементов

a, b, e, c1, . . . , cn, d1, . . . , dn алгебры из равенства t(a, c1, . . . , cn) =

t(b, d1, . . . , dn) следует t(e, c1, . . . , cn) = t(e, d1, . . . , dn). Алгебра называ-

ется гамильтоновой, если любая ее подалгебра является классом неко-

торой конгруэнции алгебры.

Теорема 2.1. Пусть 〈A; ·〉 – группоид с единицей. Группоид 〈A; ·〉

является абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда 〈A; ·〉 – комму-

тативная полугруппа, такая что для любых a, b ∈ A уравнение a·x = b

имеет не более одного решения в 〈A; ·〉 .

Утверждение 2.3. Группоид с единицей 〈A, ·〉 сильно абелев тогда

и только тогда, когда |A| = 1 .

Теорема 2.5. Пусть 〈A; ·〉 – абелев группоид с единицей. Группоид

〈A; ·〉 является гамильтоновой алгеброй тогда и только тогда, когда

〈A; ·〉 – периодическая абелева группа.

Пусть 〈A; ·〉 – квазигруппа, a ∈ A . Введем обозначения (см. [1]):

Ra(x) = x · a, La(x) = a · x, x+ y = R−1

a (x) · L−1

a (y).

Ясно, что Ra(x) и La(x) – перестановки множества A , 〈A; +〉 – квази-

группа с нейтральным элементом a · a и равенства ra(x) + a = R−1
a (x) ,

la(x) + a = L−1
a (x) определяют перестановки ra(x) и la(x) множества

A .

Теорема 2.8. Пусть 〈A; ·〉 – конечная квазигруппа, a ∈ A . Квази-
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группа 〈A; ·〉 является абелевой алгеброй тогда и только тогда, когда

(1) 〈A; +〉 – абелева группа,

(2) перестановки ra(x) и la(x) являются автоморфизмами

〈A; +〉 .

Утверждение 2.9. Квазигруппа 〈A, ·〉 сильно абелева тогда и

только тогда, когда |A| = 1 .

Теорема 2.11. Любая конечная абелева квазигруппа является га-

мильтоновой алгеброй.

Во втором параграфе второй главы изучаются абелевы, сильно абе-

левы и гамильтоновы полугруппы с условием минимальности всех од-

носторонних главных идеалов. В работах Warne R.J. [19, 20] описаны

абелевы полугруппы. Для доказательства теорем 2.21 и 2.23, дающих ха-

рактеризацию сильно абелевых и гамильтоновых полугрупп, достаточно

описать абелевы полугруппы с условием минимальности всех односто-

ронних главных идеалов.

Полугруппа 〈A; ·〉 называется прямоугольной связкой полугрупп,

если существует семейство {Aiλ | i ∈ I, λ ∈ Λ} , являющееся разбие-

нием множества A , причем 〈Aiλ; ·〉 – подполугруппы полугруппы 〈A; ·〉

и для любых i ∈ I, λ, µ ∈ Λ выполняется включение Aiλ · Ajµ ⊆ Aiµ .

Полугруппа 〈A; ·〉 называется раздуванием полугруппы 〈B; ·〉 , если су-

ществует разбиение {Xa | a ∈ B} множества A такое, что a ∈ Xa и

xy = ab для любых a, b ∈ B, x ∈ Xa, y ∈ Xb . Полугруппа 〈A; ·〉 называ-

ется периодической, если для любого a ∈ A существуют n,m ∈ ω, n > m ,

такие что an = am .

Теорема 2.18. Пусть все односторонние главные идеалы полугруп-

пы 〈A, ·〉 минимальны. Тогда полугруппа 〈A, ·〉 является абелевой ал-

геброй в том и только в том случае, когда 〈A, ·〉 – раздувание пря-

моугольной связки абелевых групп и произведение идемпотентов из A

является идемпотентом из A .

Теорема 2.21. Полугруппа 〈A, ·〉 является сильно абелевой алгеб-

рой тогда и только тогда, когда 〈A, ·〉 – раздувание прямоугольной связ-

ки идемпотентов.
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Теорема 2.23. Абелева полугруппа 〈A, ·〉 является гамильтоновой

алгеброй тогда и только тогда, когда 〈A, ·〉 – раздувание прямоугольной

связки периодических абелевых групп и произведение идемпотентов из

A является идемпотентом из A .

В первом параграфе третьей главы описываются полугруппы, по-

рождающие абелевы, сильно абелевы и гамильтоновы многообразия.

Многообразие называется абелевым (сильно абелевым, гамильтоно-

вым), если все алгебры этого класса абелевы (сильно абелевы, гамильто-

новы).

Пусть 〈A, ·〉 – группоид. Обозначим через V (A) многообразие, по-

рожденное группоидом 〈A, ·〉 .

Теорема 3.1. Пусть 〈A, ·〉 – полугруппа. Следующие условия экви-

валентны:

(1) многообразие V (A) абелево;

(2) многообразие V (A) гамильтоново;

(3) полугруппа 〈A, ·〉 – раздувание прямоугольной связки абелевых

групп конечного периода и произведение идемпотентов из A является

идемпотентом из A .

Теорема 3.2. Пусть 〈A, ·〉 – полугруппа. Многообразие V (A) силь-

но абелево тогда и только тогда, когда 〈A, ·〉 – раздувание прямоуголь-

ной связки идемпотентов.

Во втором параграфе третьей главы дается характеризация группо-

идов с единицей и квазигрупп, порождающих абелевы, сильно абелевы и

гамильтоновы многообразия.

Теорема 3.3. Пусть 〈A, ·〉 – группоид с единицей. Следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) многообразие V (A) абелево;

(2) многообразие V (A) гамильтоново;

(3) группоид 〈A, ·〉 является абелевой группой конечного периода.

Следствие 3.4. Пусть 〈A, ·〉 – группоид с единицей. Многообразие

V (A) сильно абелево тогда и только тогда, когда |A| = 1 .
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Теорема 3.6. Пусть 〈A, ·〉 – конечная квазигруппа. Следующие

условия эквивалентны:

(1) многообразие V (A) абелево;

(2) многообразие V (A) гамильтоново;

(3) квазигруппа 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй;

(4) 〈A; +〉 – абелева группа и перестановки ra(x) и la(x) являют-

ся автоморфизмами 〈A; +〉 .

Следствие 3.7. Пусть 〈A, ·〉 – квазигруппа. Многообразие V (A)

сильно абелево тогда и только тогда, когда |A| = 1 .

В четвертой главе дается описание полугрупп, группоидов с едини-

цей и квазигрупп с примитивно нормальными и аддитивными теориями.

В первом параграфе четвертой главы описываютс полугруппы с

примитивно нормальными и аддитивными теориями.

Пусть T – полная теория языка L . Зафиксируем некоторую доста-

точно большую и достаточно насыщенную модель C теории T , которая

называется монстр–моделью, так как предполагается, что все рассмат-

риваемые модели теории T являются ее элементарными подмоделями.

Все элементы, кортежи элементов и множества будут браться из монстр-

модели C . Пусть s̄ = 〈s1, . . . , sn〉 – кортеж элементов или переменных,

A – некоторое множество. Через l(s̄) обозначим длину кортежа s̄ , т.е.

l(s̄) = n . Если Φ(x̄, ȳ) – формула языка L , A – модель теории T , ā –

кортеж элементов из A и l(ā) = l(ȳ) , то через Φ(A, ā) будем обозначать

множество {b̄ | A |= Φ(b̄, ā)} .

Формула вида

∃x1 . . . ∃xn(Φ0 ∧ . . . ∧ Φk),

где Φi (i ≤ k) — атомарные формулы, называется примитивной.

Пусть Φ(x̄, ȳ) – примитивная формула языка L , ā – кортеж эле-

ментов и l(ā) = l(ȳ) . Множество вида Φ(C, ā) называется примитивным

множеством. Если b̄ – кортеж элементов и l(b̄) = l(ȳ) , то множества

Φ(C, ā) и Φ(C, b̄) называются примитивными копиями.

Эквивалентность α на некотором множестве X n -ок элементов
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из C , определенная в C c помощью некоторой примитивной формулы

Φ(x̄1, x̄2) , называется примитивной эквивалентностью. Область опре-

деления X такой эквивалентности α определяется в C примитивной

формулой Φ(x̄, x̄) и обозначается через dom(α) . Если ā ∈ X , то через

ā/α будем обозначать класс эквивалентности α с представителем ā .

Теория T называется примитивно нормальной, если для любых

примитивных копий X,Y выполнено X = Y или X ∩ Y = ∅ .

Алгебру A назовем примитивно нормальной, если теория Th(A)

примитивно нормальна.

Теорема 4.2. Пусть 〈A, ·〉 – полугруппа. Следующие условия экви-

валентны:

(1) полугруппа 〈A, ·〉 примитивно нормальна;

(2) полугруппа 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй и все односторон-

ние главные идеалы полугруппы минимальны;

(3) полугруппа 〈A, ·〉 является раздуванием прямоугольной связки

абелевых групп и произведение идемпотентов из A является идемпо-

тентом из A .

Множество X называется ∆ -примитивным, если существует та-

кое семейство S примитивных множеств, что

X =
⋂

{Y | Y ∈ S}.

Эквивалентность α называется ∆ -примитивной, если существует такое

множество E примитивных эквивалентностей, что

α =
⋂

{β | β ∈ E}.

Классы X и Y одной ∆ -примитивной эквивалентности α называют-

ся ∆ -примитивными копиями. Множество вида X = X∗/α = {a/α |

a ∈ X∗} , где X∗ – ∆ -примитивное множество, α – примитивная эк-

вивалентность и X∗ ⊆ dom(α) , называется обобщенно примитивным

множеством. При этом X∗ называется основой, а α – образующей эк-

вивалентностью обобщенно примитивного множества X . Обобщенно

примитивные множества X0 и X1 называются обобщенно примитив-
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ными копиями, если у них есть общая образующая эквивалентность, а

их основы X∗

0 и X∗

1 являются ∆ -примитивными копиями.

Пусть обобщенно примитивные множества X0 и X1 являются обоб-

щенно примитивными копиями и α – их образующая эквивалентность.

Говорят, что X0 аддитивно связано с X1 , если существуют примитив-

ные формулы Φ(x̄, ȳ, z̄, ū) , Ψ(x̄, ȳ, d̄) (с параметрами d̄ ), примитивная

эквивалентность β и кортежи элементов b̄0, b̄1 такие, что

(a) (α ∩ (X∗

i )
2) ⊆ β , i ≤ 1 ;

(b) для любого i ≤ 1 формула Φ(x̄, ȳ, z̄, b̄i) задает в C на X∗

i /β

абелеву группу, причем эта группа нетривиальна, если множество X0

или X1 более, чем одноэлементно;

(c) формула Ψ(x̄, ȳ, d̄) задает изоморфизм групп, определенных в

(b).

Теория T называется аддитивной, если она примитивно нормальна

и любые обобщенно примитивные копии аддитивно связаны. Алгебру A

назовем аддитивной, если теория Th(A) аддитивна.

Теорема 4.5. Полугруппа 〈A; ·〉 аддитивна тогда и только тогда,

когда 〈A; ·〉 является абелевой группой.

Во втором параграфе четвертой главы дается харатеризация груп-

поидов с единицей и квазигрупп с примитивно нормальными и аддитив-

ными теориями.

Теорема 4.6. Пусть 〈A; ·〉 – группоид с единицей. Следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) группоид 〈A, ·〉 примитивно нормален;

(2) группоид 〈A, ·〉 аддитивен;

(3) группоид 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй и для любых a, b ∈ A

уравнение a · x = b имеет решение в 〈A; ·〉 ;

(4) группоид 〈A, ·〉 является абелевой группой.

Теорема 4.7. Пусть 〈A, ·〉 – квазигруппа, a ∈ A . Следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) квазигруппа 〈A, ·〉 примитивно нормальна;

(2) квазигруппа 〈A, ·〉 аддитивна;
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(3) 〈A,+〉 – абелева группа и перестановки ra(x) и la(x) являют-

ся автоморфизмами 〈A,+〉 .

Теорема 4.8. Пусть 〈A, ·〉 – конечная квазигруппа, a ∈ A . Следу-

ющие условия эквивалентны:

(1) квазигруппа 〈A, ·〉 примитивно нормальна;

(2) квазигруппа 〈A, ·〉 аддитивна;

(3) квазигруппа 〈A, ·〉 является абелевой алгеброй;

(4) 〈A,+〉 – абелева группа и перестановки ra(x) и la(x) являют-

ся автоморфизмами 〈A,+〉 .

Автор выражает глубокую благодарность научному руководителю
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