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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Êîíå÷íûå ãðóïïû îáëàäàþò ðàçëè÷íûìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè, ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ïîðÿäîê ãðóïïû, ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ,
ðàçìåðû öåíòðàëèçàòîðîâ ýëåìåíòîâ. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ãðóïï
ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîýòîìó
åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî çíàíèå òåõ èëè èíûõ ÷èñëîâûõ âåëè÷èí ãðóï-
ïû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î íåé. Â ÷àñòíî-
ñòè, íåäàâíî À.Â.Âàñèëüåâ, Ì.À. Ãðå÷êîñååâà, Â.Ä.Ìàçóðîâ ïîêàçàëè,
÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû â ñîâîêóïíîñòè ñ ìíîæåñòâîì ïîðÿäêîâ ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îïðåäåëÿåò ëþáóþ êîíå÷íóþ
ïðîñòóþ ãðóïïó â êëàññå âñåõ êîíå÷íûõ ãðóïï [9].

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñïåêòðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, îáîçíà÷àåòñÿ ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç
ω(G). Äâå ãðóïïû, èìåþùèå îäèíàêîâûé ñïåêòð, íàçûâàþòñÿ èçîñïåê-

òðàëüíûìè. Ïóñòü h(G) � ýòî ÷èñëî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ êîíå÷-
íûõ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ ãðóïïå G. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ
ðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåêòðó (êðàòêî ðàñïîçíàâàåìîé), åñëè h(G) = 1.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóïïà G ðàñïîçíàâàåìà, åñëè äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé
ãðóïïû H ðàâåíñòâî ω(H) = ω(G) âëå÷åò èçîìîðôèçì H ' G. Åñëè
h(G) < ∞, òî G íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåêòðó. Íàêî-
íåö, ãðóïïàG íàçûâàåòñÿ íåðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåêòðó, åñëè h(G) =∞.
Ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ãðóïïûG ðåøåíà ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ, åñëè íàéäå-
íî çíà÷åíèå ÷èñëà h(G) è â ñëó÷àå êîíå÷íîñòè h(G) óêàçàíû âñå ãðóïïû,
èçîñïåêòðàëüíûå ãðóïïå G.

Ê ïåðâûì ðàáîòàì, ïîñâÿùåííûì èçó÷åíèþ ñïåêòðà êàê îïðåäåëÿþ-
ùåãî ìíîæåñòâà äëÿ òåõ èëè èíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï, ìîæíî îòíåñòè ðàáî-
òû Ã.Õèãìàíà [24], Ì.Ñóçóêè [30] è Ð.Áðàíäëà [18], îïèñàâøèå ãðóïïû,
â ñïåêòðå êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë (òàêèå
ãðóïïû íàçûâàþòñÿ EPPO-ãðóïïàìè), à òàêæå ðàáîòû Â.Øè, ïîñâÿ-
ùåííûå ðàñïîçíàâàåìîñòè ïî ñïåêòðó çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû ñòåïåíè
5 è ãðóïïû PSL2(7) [27], [28]. ÏîçæåØè ñôîðìóëèðîâàë îáùóþ ïðîáëå-
ìó ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ñïåêòðó äëÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï, êîòîðàÿ íà
ïðîòÿæåíèè 30 ëåò ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé, íî äî ñèõ ïîð
ïîëíîñòüþ íå ðåøåíà (ñì. îáçîðû [15], [26], [23]). Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòûå
ãðóïïû íåñëó÷àéíî ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðî-
áëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ñïåêòðó, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â [29] Øè
ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ðàçðåøè-
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ìîé ïîäãðóïïîé, îáÿçàòåëüíî íåðàñïîçíàâàåìà (ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îïóáëèêîâàíî Ìàçóðîâûì â [14]), â ÷àñòíîñòè, âñå
ðàçðåøèìûå ãðóïïû íåðàñïîçíàâàåìû.

Äàëåå äëÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï áóäóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç Altn, cïîðàäè÷åñêèå ïðîñòûå ãðóïïû è ïðîñòûå èñêëþ÷è-
òåëüíûå ãðóïïû ëèåâà òèïà îáîçíà÷àþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ¾Àòëàñîì
êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï¿ [21]. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï â ñëó÷àå îðòî-
ãîíàëüíûõ è ñèìëåêòè÷åñêèõ èñïîëüçóåòñÿ ëèåâà íîòàöèÿ, â òî âðåìÿ
êàê äëÿ ëèíåéíûõ è óíèòàðíûõ ãðóïï èñïîëüçóþòñÿ èõ ìàòðè÷íûå îáî-
çíà÷åíèÿ, à èìåííî ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà PSLn(q) îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç Ln(q), ïðîñòàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà PSUn(q) ÷åðåç Un(q). Êðîìå òîãî,
ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Symn.

Âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ ãðóïïû G
èãðàåò òàê íàçûâàåìûé ãðàô ïðîñòûõ ÷èñåë GK(G). Äðóãîå åãî íàçâà-
íèå � ãðàô Ãðþíáðåãà�Êåãåëÿ. Ìíîæåñòâî âåðøèí ýòîãî ãðàôà ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû G, äâå âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ðàçëè÷íûì ïðîñòûì ÷èñëàì p è q, ñîåäèíåíû
ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà pq ∈ ω(G). Çàìåòèì, ÷òî ïî àíà-
ëîãèè ñ çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïïû ïî ñïåêòðó ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïïû ïî ãðàôó ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïîñêîëü-
êó ãðàô ïðîñòûõ ÷èñåë ãðóïïû G ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïåêòðó,
òî ðàñïîçíàâàåìàÿ ïî ãðàôó ãðóïïà áóäåò ðàñïîçíàâàåìîé è ïî ñïåê-
òðó. Îáðàòíîå íåâåðíî, ãðàôû ïðîñòûõ ÷èñåë Alt5 è Alt6 ñîâïàäàþò, íî
h(Alt5) = 1 [27].

Ãðàô ïðîñòûõ ÷èñåë áûë âïåðâûå îïðåäåëåí â ðàáîòàõ Ãðþíáåðãà è
Êåãåëÿ, èìè æå áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðîåíèè ãðóïï ñ íåñâÿçíûì
ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë, âïåðâûå îïóáëèêîâàííàÿ â ñòàòüå Äæ. Âèëüÿì-
ñà [31], îïèñàâøåãî â íåé ïðîñòûå êîíå÷íûå ãðóïïû ñ íåñâÿçíûì ãðà-
ôîì ïðîñòûõ ÷èñåë, çà èñêëþ÷åíèåì ãðóïï ëèåâà òèïà õàðàêòåðèñòèêè
2. Ñïèñîê ãðóïï ñ íåñâÿçàííûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë ñðåäè îñòàâøèõ-
ñÿ ïðîñòûõ ãðóïï áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå À.Ñ.Êîíäðàòüåâà [13]. Òåîðåìà
Ãðþíáåðãà�Êåãåëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ãðóïïà G íåðàçðåøèìà è ãðàô
GK(G) íåñâÿçåí, òî ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà S òàêàÿ, ÷òî
S ≤ G/K ≤ AutS äëÿ ìàêñèìàëüíîé íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîé ïîäãðóï-
ïû K â G, áîëåå òîãî s(S) ≥ s(G). Èç ðàáîòû Ì.Ð. Çèíîâüåâîé (Àëåå-
âîé) [1] è ñîâìåñòíîé ðàáîòû Ì.Ëó÷èäî è À.Ìîãõàääàìôàðà [25] ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè êîíå÷íàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà L èçîñïåêòðàëüíà
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ðàçðåøèìîé ãðóïïå, òî L ' L3(3), U3(3), C2(3) èëè Alt10. Â [1] ïî-
ñòðîåíû ïðèìåðû ðàçðåøèìûõ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ L3(3), U3(3).
Ïðèìåð ðàçðåøèìîé ãðóïïû ñ òåì æå ñïåêòðîì, ÷òî è ó C2(3), áûë
ïîëó÷åí À.Â. Çàâàðíèöèíûì [12]. Â äèññåðòàöèè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþ-
áàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ Alt10, íåðàçðåøèìà. Ñóììèðóÿ
ýòè ðåçóëüòàòû, ìîæíî îïèñàòü ïëàí èçó÷åíèÿ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ
ïðîñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïå L ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë, êî-
òîðîìó ñëåäóþò ïðàêòè÷åñêè âñå àâòîðû, ðàáîòàþùèå â ýòîé îáëàñòè.
Ïóñòü L � êîíå÷íàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò L3(3), U3(3)
è C2(3), ãðàô ïðîñòûõ ÷èñåë êîòîðîé íåñâÿçåí. Åñëè ãðóïïà G èçîñïåê-
òðàëüíà L, òîãäà ñóùåñòâóåò íåàáåëåâàÿ ïðîñòàÿ ãðóïïà S, òàêàÿ ÷òî
S ≤ G/K ≤ AutS, ãäå K � ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìàÿ
ïîäãðóïïà â G, ïðè÷åì s(S) ≥ s(L) ≥ 2. Çíà÷èò, S îäíà èç ãðóïï èç
óïîìÿíóòûõ âûøå òàáëèö Âèëüÿìñà è Êîíäðàòüåâà. Äàëåå, ïåðåáèðàÿ
âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ S, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî S ' L. Â ýòîì ñëó-
÷àå ãðóïïà L íàçûâàåòñÿ êâàçèðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåêòðó. Ñëåäóþùèì
øàãîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî K = 1. Çàêëþ÷èòåëüíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ
èçó÷åíèå ïîäãðóïï ãðóïïû AutL íà ïðåäìåò ðàâåíñòâà èõ ñïåêòðà ñ
ñïåêòðîì ãðóïïû L. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ýòîãî ïëàíà ìîæíî íàéòè, íà-
ïðèìåð, â [2].

Â 2000 ã. Çàâàðíèöèí îïóáëèêîâàë ðàáîòó, îäíèì èç îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ðàñïîçíàâàåìîñòè ïî ñïåê-
òðó ãðóïïû Alt16 [11]. Ýòà ãðóïïà ñòàëà ïåðâîé ðàñïîçíàâàåìîé ïî ñïåê-
òðó ñî ñâÿçíûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî íàèìåíüøåé ïðî-
ñòîé íåàáåëåâîé ãðóïïîé ñî ñâÿçíûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïà Alt10, ïðè ýòîì Ìàçóðîâ äîêàçàë, ÷òî îíà íåðàñïîçíàâàåìà [14].
Ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ Alt10, ïîëó-
÷åíî â äèññåðòàöèè. Îáùèé èíñòðóìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû ðàñïî-
çíàâàíèÿ íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï ñî ñâÿçíûì ãðàôîì ïðîñòûõ ÷èñåë
ïîÿâèëñÿ â 2005 ã. â ðàáîòå Âàñèëüåâà [3]. Îñíîâíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ
çàìåíà ñâîéñòâà íåñâÿçíîñòè ãðàôà íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå. Ìíîæå-
ñòâî âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû
ýòîãî ìíîæåñòâà íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G ÷åðåç
t(G) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåð-
øèí â GK(G). Êðîìå òîãî, êàê ñëåäóåò èç ïîñëåäíåé óïîìÿíóòîé âûøå
ðàáîòû, âàæíóþ ðîëü èãðàþò íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà ãðàôà ïðîñòûõ
÷èñåë, êîòîðûå ñîäåðæàò âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîñòîìó ÷èñëó
2. Ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî âåðøè-
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íó 2, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç t(2, G). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [3] äàåò
ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï G c t(2, G) ≥ 2 è t(G) ≥ 3, â
÷àñòíîñòè äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ãðóïïà G èìååò åäèíñòâåííûé íåàáå-
ëåâ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð S, ïðè÷åì ëèáî ýòîò ôàêòîð óêàçàí ÿâ-
íî, ëèáî t(2, S) > t(2, G). Â 2009 ã. â ñîâìåñòíîé ðàáîòå Âàñèëüåâà è
È.Á. Ãîðøêîâà [5] áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, óñèëèâøàÿ ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ
ãðóïï G ñ òåìè æå óñëîâèÿìè t(G) ≥ 3, t(2, G) ≥ 2 è îäíèì äîïîëíèòåëü-
íûì: ãðóïïà G äîëæíà áûòü èçîñïåêòðàëüíà íåêîòîðîé ïðîñòîé íåàáå-
ëåâîé ãðóïïå. Èõ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå G èìååò ðîâ-
íî îäèí íåàáåëåâ êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð S, ïðè÷åì t(2, S) ≥ t(2, G).
Êàê âèäíî, ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Ãðþíáåðãà-Êåãåëÿ,
ïîýòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â îïèñàííîì âûøå àëãîðèòìå èçó-
÷åíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïï. Ïðè ýòîì âîçìîæíûå âàðèàíòû
äëÿ S âïîëíå ìîãóò íå ñîäåðæàòüñÿ â òàáëèöàõ Âèëüÿìñà�Êîíäðàòüåâà.
Íåîáõîäèìûå òàáëèöû, ñîäåðæàùèå çíà÷åíèÿ t(G) è t(2, G) äëÿ ãðàôîâ
ïðîñòûõ ÷èñåë âñåõ êîíå÷íûõ íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï G, ìîæíî íàé-
òè â ðàáîòå Âàñèëüåâà è Å.Ï.Âäîâèíà [4]. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòèõ òàáëèö
ñëåäóåò, ÷òî ïîä óñëîâèå òåîðåìû Âàñèëüåâà�Ãîðøêîâà [5] ïîïàäàþò âñå
íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû, çà èñêëþ÷åíèåì ãðóïï L3(3), U3(3), C2(3) è
çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï.

Òåêóùèå ðåçóëüòàòû î ðàñïîçíàâàåìîñòè ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï
ïîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïû ñ íåáîëüøèìè ïàðàìåòðàìè òðåáóþò îòäåëü-
íîãî âíèìàíèÿ. Ïîä ïàðàìåòðàìè çäåñü ïîíèìàåòñÿ ðàíã è/èëè ïîðÿ-
äîê ïîëÿ äëÿ ãðóïï ëèåâà òèïà, à òàêæå ñòåïåíü äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ
ãðóïï. Çàìåòèì, ÷òî íà íà÷àëüíîì ýòàïå èññëåäîâàíèé ïðîáëåìû ðàñïî-
çíàâàåìîñòè ðàññìàòðèâàëèñü â îñíîâíîì îòäåëüíûå ïðîñòûå ãðóïïû, ó
êîòîðûõ ïàðàìåòðû ïðèíèìàþò íåáîëüøèå çíà÷åíèÿ. Ðàçâèòèå ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ñåðèè ìîùíûõ ðåçóëüòàòîâ î
ðàñïîçíàâàíèè ñåðèé ïðîñòûõ ãðóïï, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íåîãðàíè÷åí-
íî âîçðàñòàþò. Ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ìàëî
ïðèìåíèìû äëÿ ãðóïï ñ íåáîëüøèìè ïàðàìåòðàìè, ïîýòîìó òàêèå ãðóï-
ïû ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü èñ-
òîðèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàåìîñòè ïðîñòûõ ëèíåéíûõ ãðóïï
Ln(2k). Â êîíöå 80-õ ãîäîâ Øè äîêàçàë ðàñïîçíàâàåìîñòü ïî ñïåêòðó
ãðóïï L2(2k). Â 2000 ã. â ðàáîòå Ìàçóðîâà, Ì.Ñó è ×.×àî [16] áûëî
ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè n = 3. Â 2005 ã. ãîäó
Âàñèëüåâ è Ãðå÷êîñååâà äîêàçàëè ðàñïîçíàâàåìîñòü ýòèõ ãðóïï â ñëó-
÷àå, êîãäà n = 2m > 32 [6] . Â 2008 ã. ãîäó Ãðå÷êîñååâà ðåøèëà ïðîáëåìó
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ðàñïîçíàâàíèÿ òàêèõ ãðóïï äëÿ âñåõ n > 27 [10]. Îñòàâøèéñÿ ïðîìåæó-
òîê áûë çàïîëíåí â ðàáîòàõ Ìàçóðîâà, Ã. ×åíà (n = 4) [17] è Âàñèëüåâà,
Ãðå÷êîñååâîé ïðè 5 ≤ n ≤ 26 [7].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàåìîñòè
ïðîñòûõ ãðóïï ïî ñïåêòðó ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìåþò èññëåäîâàíèÿ
ýòîãî âîïðîñà äëÿ ãðóïï ñ íåáîëüøèìè ïàðàìåòðàìè. Â äèññåðòàöèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàåìîñòè ïðîñòûõ îðòîãîíàëüíûõ è
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï B3(q), C3(q) è D4(q), â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ýòè ãðóïïû ðàñïîçíàâàåìû â ñëó÷àå ÷åòíîãî q > 2. Êðîìå òîãî, îïè-
ñàíû âñå êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû, äëÿ êîòîðûõ èçîñïåêòðàëüíûå èì
ãðóïïû ñðåäè ñâîèõ êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ ìîãóò ñîäåðæàòü ñïî-
ðàäè÷åñêèå ãðóïïû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òîëüêî
ñïîðàäè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïà U5(2). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ïîç-
âîëÿåò íà ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà êâàçèðàñïîçíàâàåìîñòè ïðîñòîé êîíå÷-
íîé ãðóïïû L ïðè ïåðåáîðå âîçìîæíîñòè äëÿ åäèíñòâåííîãî íåàáåëåâà
êîìïîçèöèîííîãî ôàêòîðà S ãðóïïû, èçîñïåêòðàëüíîé L, íå ðàññìàòðè-
âàòü ñïîðàäè÷åñêèå ãðóïïû. Ïîñêîëüêó â òåîðåìå Âàñèëüåâà�Ãîðøêîâà
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî t(S) ≥ t(L)− 1, òî, èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòûå âûøå òàá-
ëèöû íåïëîòíîñòè ãðàôîâ ïðîñòûõ ÷èñåë íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï,
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå îòíîñèòñÿ ê ïðîñòûì ãðóï-
ïàì ñ îãðàíè÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Òàêèì îáðàçîì, öåíòðàëüíîé òå-

ìîé èññëåäîâàíèé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîìïî-

çèöèîííîãî ñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ ïðîñòûì íåà-

áåëåâûì ãðóïïàì, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèíèìàþò íåáîëüøèå çíà÷å-

íèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Îïèñàíî êîìïîçèöèîííîå ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ
çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå Alt10. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà íåðàçðåøèìîñòü
òàêèõ ãðóïï.
2. Îïèñàíû êîíå÷íûå ïðîñòûå ãðóïïû, èçîñïåêòðàëüíûå êîíå÷íûì
ãðóïïàì, êîìïîçèöèîííûé ðÿä êîòîðûõ ñîäåðæèò ñïîðàäè÷åñêóþ ãðóï-
ïó.
3. Äîêàçàíà ðàñïîçíàâàåìîñòü ïðîñòûõ ãðóïï C3(q), D4(q) ïðè ÷åò-
íîì q > 2.
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Íîâèçíà è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Âñå îñíîâíûå ðåçóëü-
òàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì ðåøåíèè âîïðîñà ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïï
ïî ñïåêòðó. Òàêæå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñïåöêóðñû äëÿ
ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè àëãåáðû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ òåîðèÿ êîíå÷íûõ
ïðîñòûõ ãðóïï, ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåðáû è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, â
÷àñòíîñòè, òàáëèöû áðàóýðîâûõ õàðàêòåðîâ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ãðóïï,
ïîëó÷åííûå â ñðåäå GAP [22].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëå-
íû íà ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Ã. Êóðîøà, Ìîñêâà, 2008; ìîëîäåæíîé øêîëå-
êîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ¿, Êàçàíü, 2009; ìåæäóíàðîäíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ À. Â. ßêîâëåâà,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2010; ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àëãåáðà è ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè Â. Â. Ìîðîçîâà, Êàçàíü,
2011. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ãðóïï¿
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ Íîâîñèáèðñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí-
÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå ïðîãðåññ¿.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâà-
íû â ðàáîòàõ [32�46], ïðè ýòîì ðàáîòû [34], [35], [37] îïóáëèêîâàíû â
èçäàíèÿõ, êîòîðûå âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ
íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷¼íûõ ñòåïåíåé äîêòîðà è êàí-
äèäàòà íàóê. Ðåçóëüòàò [35, òåîðåìà 2] ïîëó÷åí â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ
À.Â. Âàñèëüåâûì è Ì.À. Ãðå÷êîñååâîé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, 4 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îíà èçëîæåíà íà 63 ñòðàíèöàõ,
áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 72 íàèìåíîâàíèÿ.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ðàáîòû.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû,
êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðàôû. Òî÷íûå ôîðìó-
ëèðîâêè âñåõ òåîðåì ïðèâåäåíû âî ââåäåíèè. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåð-
æäåíèÿ � ëåììû � èìåþò òðîéíóþ íóìåðàöèþ: ïåðâîå ÷èñëî � íîìåð
ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ïàðàãðàôà â òåêóùåé ãëàâå, òðåòüå � íîìåð
óòâåðæäåíèÿ â òåêóùåì ïàðàãðàôå. Èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçó-
åìûå â ðàáîòå, ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ïðåäëîæåíèé è èìåþò äâîéíóþ
íóìåðàöèþ, óêàçûâàþùóþ íà íîìåð ãëàâû è ïðåäëîæåíèÿ â ýòîé ãëàâå.

Ãëàâà 1. Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì è ïðåäâà-
ðèòåëüíûì ðåçóëüòàòàì. Âî-ïåðâûõ, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå îïðåäå-
ëåíèÿ, èñïîëüçóþùèåñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé äèññåðòàöèè. Âî-âòîðûõ,
ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ î ãðóïïàõ Ôðîáåíèóñà: ñòðîåíèå ýòèõ ãðóïï, èõ
äåéñòâèÿ íà ãðóïïû è ìîäóëè. Â-òðåòüèõ, èçëàãàþòñÿ îáùèå àñïåêòû
ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ïî ñïåêòðó.

Ãëàâà 2. Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû, èçîñïåêòðàëüíûå
çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå ñòåïåíè 10. Èçâåñòíî, ÷òî ýòà ãðóïïà ÿâëÿåò-
ñÿ íåðàñïîçíàâàåìîé [14], îäíàêî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàçðåøèìîé
ãðóïïû ñ òåì æå ñïåêòðîì, ÷òî è ó Alt10, áûë ñôîðìóëèðîâàí â [15] êàê
îòêðûòûé. Ïåðâûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû îòâå÷àåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 2.1. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ Alt10, íåðàçðåøè-
ìà.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíî ïîëíîå ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ãðóïï,
èçîñïåêòðàëüíûõ Alt10.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ Alt10
è íå èçîìîðôíàÿ Alt10. Òîãäà G � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àáåëåâîé

{3, 7}-ãðóïïû A, ñîäåðæàùåé ýëåìåíò ïîðÿäêà 21, íà öåíòðàëèçàòîð
C â G íåêîòîðîé èíâîëþöèè t ∈ G, èíâåðòèðóþùåé A. Ïðè ýòîì

C � ðàñøèðåíèå 〈t〉 ïîñðåäñòâîì Sym5 è ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èç C �

îáîáùåííàÿ ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 16.
Òåîðåìû 2.1 è 2.2 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî, îïóáëèêîâàíû â [32,34].

Ãëàâà 3. Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîíå÷íûõ íåàáåëåâûõ ïðî-
ñòûõ ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èçîñïåêòðàëüíàÿ ãðóïïà, ñðåäè
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êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ êîòîðîé åñòü ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà. Äîêà-
çàíî, ÷òî ñðåäè ïðîñòûõ ëèíåéíûõ è óíèòàðíûõ ãðóïï òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ
òîëüêî ãðóïïà U5(2).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü L = Ln(q) èëè L = Un(q), ãäå n ≥ 4 è

L � U5(2). Òîãäà ñðåäè íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ ôàêòîðîâ êîíå÷íûõ
ãðóïï, èçîñïåêòðàëüíûõ L, íåò ñïîðàäè÷åñêèõ ãðóïï è ãðóïïû Òèòñà
2F4(2)′.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ U5(2) â [14] áûë ïîñòðîåí ïðèìåð èçîñïåêòðàëüíîé
åé ãðóïïû ñ åäèíñòâåííûì íåàáåëåâûì êîìïîçèöèîííûì ôàêòîðîì, êî-
òîðûé èçîìîðôåí ñïîðàäè÷åñêîé ãðóïïå Ìàòüå M11. Âòîðîé ðåçóëüòàò
çàâåðøàåò èññëåäîâàíèå íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ ñó-
ùåñòâóåò èçîñïåêòðàëüíàÿ ãðóïïà, ñðåäè íåàáåëåâûõ êîìïîçèöèîííûõ
ôàêòîðîâ êîòîðîé åñòü ñïîðàäè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü L � îäíà èç ïðîñòûõ ãðóïï J2, L2(q), L3(q),
U3(q), C2(q), G2(q), E7(q), è ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëü-

íàÿ L. Åñëè G ñîäåðæèò êîìïîçèöèîííûé ôàêòîð S, èçîìîðôíûé ñïî-
ðàäè÷åñêîé ãðóïïå, òîãäà L ' S.

Ýòè äâå òåîðåìû ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè î ðàñïîçíàâà-
íèè êîíå÷íûõ íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü
ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå. Åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà, èçîñïåêòðàëüíàÿ êîíå÷íîé ïðî-

ñòîé ãðóïïå L, ñîäåðæèò ñïîðàäè÷åñêóþ ãðóïïó S ñðåäè ñâîèõ êîìïî-

çèöèîííûõ ôàêòîðîâ, è L íåèçîìîðôíà Altn äëÿ n ≥ 22, òîãäà ëèáî

L ' U5(2) è S 'M11, ëèáî L ' S.
Òåîðåìà 3.1 ïîëó÷åíà àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíà â ñîâìåñòíîé

ðàáîòå ñ Âàñèëüåâûì è Ãðå÷êîñååâîé [35, òåîðåìà 2]. Òåîðåìà 3.2 ïîëó-
÷åíà àâòîðîì ëè÷íî, îïóáëèêîâàíà â [36].

Ãëàâà 4. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòûå îðòîãîíàëüíûå
è ñèìïëåêòè÷åñêèå ãðóïïû ìàëîé ðàçìåðíîñòè, à èìåííî, B3(q), C3(q) è
D4(q). Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8], ãäå ïî-
ëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ íà êîìïîçèöèîííîå ñòðîåíèå ãðóïï, èçîñïåêòðàëü-
íûõ ïðîñòûì îðòîãîíàëüíûì è ñèìïëåêòè÷åñêèì ãðóïïàì. Ðåçóëüòàòû
ýòîé ãëàâû ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ ãðóïï â ÷åòíîé è íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêå
îñíîâíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü L � îäíà èç ïðîñòûõ ãðóïï B3(q), C3(q) èëè
D4(q), ãäå q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p, q ≥ 5. Åñëè S � êîìïîçèöèîí-

íûé ôàêòîð êîíå÷íîé ãðóïïû, èçîñïåêòðàëüíîé L, èçîìîðôíûé ãðóïïå
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ëèåâà òèïà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p, òî S ∈ {B3(q), C3(q), D4(q)}.
Â ñëó÷àå ÷åòíîãî q äëÿ ýòèõ ãðóïï ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ óäàëîñü

ðåøèòü ïîëíîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïû B3(q) è C3(q) èçîìîðôíû ïðè
÷åòíîì q.

Òåîðåìà 4.2. Ãðóïïû C3(q) è D4(q) ðàñïîçíàâàåìû ïî ñïåêòðó ïðè

÷åòíîì q > 2. Ïðè q = 2 ãðóïïû C3(2) è D4(2) èçîñïåêòðàëüíû, ïðè÷åì
h(C3(2)) = 2.

Òåîðåìû 4.1 è 4.2 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî, îïóáëèêîâàíû â [37].

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîèì íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëÿì ïðî-
ôåññîðó Àíäðåþ Âèêòîðîâè÷ó Âàñèëüåâó è ÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó ÐÀÍ
Âèêòîðó Äàíèëîâè÷ó Ìàçóðîâó çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü è ïîääåðæêó
â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé. Àâòîð ïðèçíàòåëåí âñåì ñîòðóä-
íèêàì ëàáîðàòîðèè òåîðèè ãðóïï ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ è êàôåäðû àëãåáðû è
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ÍÃÓ çà òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó è ïîëó÷åííûå
çíàíèÿ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ â àñïèðàíòóðå.
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