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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé àääèòèâíûõ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî âûáîð-
êàì òàê íàçûâàåìûõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ. Â ðàáîòå èçó÷à-
þòñÿ ôîðìû çàâèñèìîñòè òàêèõ íàáëþäåíèé, äîêàçàíà öåí-
òðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ è èññëåäóþòñÿ ïðåäåëüíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ U - è V -ñòàòèñòèê.

Ñêîëüçÿùèå ñðåäíèå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåñüìà ïîïóëÿð-
íóþ ìîäåëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Çàâèñèìîñòü ìåæäó ýëåìåíòàìè òàêîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñèëüíîé. Â ÷àñò-
íîñòè, êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ α- èëè ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ, èñ-
ïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ ñóìì
ñëàáî çàâèñèìûõ âåëè÷èí ([1], [5]), çäåñü óæå ìîãóò íå âû-
ïîëíÿòüñÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû
ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ íàëè÷èå òåõ èëè èíûõ óñëîâèé ïåðåìå-
øèâàíèÿ äëÿ íèõ èññëåäîâàëîñü â [4], [11], [21]. Äëÿ íåêîòî-
ðûõ êëàññîâ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ îòñóòñòâèå ïåðåìåøèâàíèÿ
óñòàíîâëåíî â ðàáîòàõ [4], [5], [8], [21].

Èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñóìì íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüçÿùèõ
ñðåäíèõ íà÷àëîñü ñ êîíöà 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà. Íàè-
áîëåå ïðîñòàÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ýòèõ îáúåêòîâ ñâîäèëàñü ê
àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ àíàëîãè÷íû-
ìè ñðåäíèìè, ïîñòðîåííûìè ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó ïîðîæäà-
þùèõ êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿëî ñâîäèòü çàäà÷ó ê àíà-
ëèçó ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñóìì m-çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ([1], [5]). Èíûå ïîäõîäû, ïðèâîäÿùèå â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ê áîëåå òîíêèì ðåçóëüòàòàì, îñíîâàíû íà ïðèìå-
íåíèè òåõíèêè òåîðèè ìàðòèíãàëîâ (ñì, íàïðèìåð, [13]). Â
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1996�2006 ãîäàõ áûëè ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû òðåáîâàíèÿ íà
êîýôôèöèåíòû òàê íàçûâàåìûõ îäíîñòîðîííèõ ñêîëüçÿùèõ
ñðåäíèõ ([14], [16], [19]), ïðè ýòîì, ïîìèìî ìàðòèíãàëüíûõ,
èñïîëüçîâàëîñü åù¼ è èõ ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî, êîòîðîå îò-
ñóòñòâóåò â áîëåå îáùåé ìîäåëè ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè. Â ðàáîòå [9] â 2007 ã. áûëè ïî-
ëó÷åíû öåíòðàëüíàÿ è ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíûå òåîðåìû
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé äâóñòîðîííèõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ òàê-
æå ñ îñëàáëåííûìè óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû; ïðè÷¼ì â
îòëè÷èå îò ðàáîò [1], [5] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî íåçàâèñè-
ìûå ïîðîæäàþùèå âåëè÷èíû.

Èññëåäîâàíèå U - è V - ñòàòèñòèê íà÷èíàåòñÿ ñ ðàáîò Ìè-
çåñà [18] è Õ¼ôäèíãà [15]. Èíòåðåñ ê òàêèì ñòàòèñòèêàì îáó-
ñëîâëåí ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè. Â äèññåðòàöèè èñ-
ñëåäóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèå U - è V -ñòàòèñòèêè.

Â ðàáîòàõ [6], [7], [12], [15], [17], [18] äîñòàòî÷íî ïîëíî èñ-
ñëåäîâàíû U - è V -ñòàòèñòèêè, ïîñòðîåííûå ïî íåçàâèñèìûì
íàáëþäåíèÿì. Ðÿä ðàáîò ([10] è äð.) ïîñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ
íàáëþäåíèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèëüíî çàâèñèìûõ (áåç óñëîâèé ïåðåìåøèâàíèÿ)
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñëàáî çàâèñèìûå íàáëþäå-
íèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [2] (óñëîâèå ψ-ïåðåìåøèâà-
íèÿ), [3] (óñëîâèÿ α-, ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ).
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Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî ïðåäåëüíûõ òåîðåì äëÿ àääèòèâíûõ ñòàòèñòèê,
ïîñòðîåííûõ ïî âûáîðêàì ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, à òàêæå èñ-
ñëåäîâàíèå ôîðì çàâèñèìîñòè òàêèõ âûáîðîê.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ

ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, îáåñïå÷èâàþùèå ϕ-ïåðåìåøèâàíèå; äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ äîêàçàíî îòñóòñòâèå ïåðåìåøèâàíèÿ. Äî-
êàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
(öåëûõ) ïðåîáðàçîâàíèé ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, ïîðîæä¼ííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòàöèîíàðíî ñâçàííûõ âåëè÷èí ñ óñëî-
âèåì α-ïåðåìåøèâàíèÿ. Íàéäåíî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
êàíîíè÷åñêèõ U - è V -ñòàòèñòèê ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè
îò íàáëþäåíèé, èìåþùèõ ñòðóêòóðó ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà

îáúåäèí¼ííîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÍÃÓ è ëàáîðàòîðèè òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè Èíñòèòóòà ìàòåìà-
òèêè ÑÎ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà À. À. Áîðîâêîâà.
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà 44-îé Ìåæäó-
íàðîäíîé Íàó÷íîé Ñòóäåí÷åñêîé Êîíôåðåíöèè (ã. Íîâîñè-
áèðñê, 2006 ã.), íà 4-îé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðå-
äåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (ã.
Íîâîñèáèðñê, 2006 ã.), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìà-
òåìàòèêà â ñîâðåìåííîì ìèðå¿, (ã. Íîâîñèáèðñê, 2007 ã.), íà
2-ì ¾Ñåâåðíîì òðîéñòâåííîì ñåìèíàðå¿ (ã. Ñòîêãîëüì, Øâå-
öèÿ, 2010 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-

êîâàíû â ðàáîòàõ [20]�[22].
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòî-

èò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáú¼ì äèñ-
ñåðòàöèè � 44 ñòðàíèöû.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè äà¼òñÿ îáçîð ðàáîò ïî òåìå èññëåäîâàíèé è
îáñóæäàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ôîðì çàâèñèìî-

ñòè ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ.
Ïóñòü {ξj; j ∈ Z} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí, çàäàííûõ íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå,
{aj; j ∈ Z} � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ãäå Z � ìíî-
æåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñêîëüçÿùèå ñðåäíèå {Xk; k ∈ Z}, ïî-
ðîæä¼ííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {ξj}, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

Xk :=
∑
j∈Z

ak−jξj. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðÿä â (1) ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè∑

j∈Z

|ak−j|E|ξj| <∞, (2)

à â ñëó÷àå, êîãäà {ξj; j ∈ Z} íåçàâèñèìû è öåíòðèðîâàíû,
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû∑

j

a2
k−jEξ

2
j <∞. (3)

Ïóñòü Ak
−∞ = σ{Xj, j ≤ k} è A∞

k+m = σ{Xj, j ≥ k +m} �
σ-àëãåáðû, ïîðîæä¼ííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè íàáîðàìè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xk} óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ α-ïåðåìåøèâàíèÿ, åñëè ïðè m→∞

α(m) := sup
k∈Z,A∈Ak

−∞,B∈A∞k+m

|P(B ∩ A)−P(B)P(A)| → 0.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xk} óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ, åñëè ïðè m→∞

ϕ(m) := sup
k∈Z,A∈Ak

−∞,B∈A∞k+m,P(A) 6=0

|P(B ∩ A)−P(B)P(A)|
P(A)

→ 0.

Ñëåäóþùèå ÷åòûðå òåîðåìû ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåð-
æàíèå ïåðâîé ãëàâû. Â òåîðåìàõ 1�3 îïèñûâàþòñÿ êëàññû
ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíî òî èëè èíîå
óñëîâèå ïåðåìåøèâàíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {ξj, j ∈ Z} � íåçàâèñèìûå äèñêðåòíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà íåâûðîæ-
äåííàÿ. Êðîìå òîãî, ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû
0 < δ ≤ ∆ <∞, íå çàâèñÿùèå îò j, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ àòîìàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ξj íå ìåíüøå δ è íå
ïðåâîñõîäèò ∆. Íàêîíåö, ïóñòü äëÿ âñåõ k èìååò ìåñòî (2)
ñõîäèòñÿ è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1) aj =

{
a0q

|j|, j < 0,
a0a

j, j ≥ 0,
a0 6= 0, 0 < q < 1, 0 < a ≤ δ

∆+δ
;

2) 0 < |akj+1
| 6 |akj

| δ
∆+δ

äëÿ âñåõ j ≥ 0, ãäå {akj
; j ≥ 0} �

óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí íåíóëåâûå
êîýôôèöèåíòû aj.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xk} íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ α-ïåðåìåøèâàíèÿ.
Åñëè â óñëîâèÿõ 1) è 2) íåðàâåíñòâà äëÿ a è akj

ñòðîãèå,
òî óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ âåðíûì è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíî
çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξj.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü {ξj, j ∈ Z} � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, aj > 0 ïðè âñåõ j, ðÿä â (2) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ k,
è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) cóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû x0, c0, c1, c2,
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òàêèå ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî j0 è íåêîòîðîãî j1 > 0

sup
x≥x0

P(ξj0 ≥ x+ y)

P(ξj0 ≥ x)
≤ c1e

−c2y äëÿ âñåõ y ≥ 0,

P(ξj ≥ x) ≤ c1e
−c2x äëÿ âñåõ x ≥ x0, åñëè |j| < j1,

P(ξj ≥ x) ≤ c0P(ξj0 ≥ x) äëÿ âñåõ x ≥ x0, åñëè |j| ≥ j1;

2)

inf
j∈Z

aj

aj+1

> 0;

à òàêæå âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
3) ∑

j 6=0

aj ln |j| <∞ è inf
j∈Z

aj+1

aj

> 0;

3′) äëÿ íåêîòîðûõ δ > 0, c3 > 0∑
j∈Z

aj|j|δ <∞ è
aj+1

aj

≥ c3
ln|j|

ïðè |j| → ∞.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xk} íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü {ξj, j ∈ Z} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðà-
íè÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà
íåâûðîæäåííàÿ è íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ, ìíîæåñòâî
A− := {j < 0 : aj 6= 0} áåñêîíå÷íî, è äëÿ ëþáîãî k ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Xk îãðàíè÷åíà. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xk} íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ.

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 íå òðåáîâàòü áåñêîíå÷íîñòü
ìíîæåñòâà A−, òî ϕ-ïåðåìåøèâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Xk} âîçìîæíî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî âñåõ íåíó-
ëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ aj áåñêîíå÷íî.
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Ââåä¼ì äëÿ íåêîòîðîãî p ≥ 1 (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé p = ∞)
äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà êîýôôèöèåíòû {aj}:∑

k≥0

( ∑
j≥k

|aj|p
)1/p

<∞, åñëè p <∞,∑
k≥0

sup
j≥k

|aj| <∞, åñëè p = ∞.
(4)

Î÷åâèäíî, èç (4) ñëåäóåò, ÷òî
∑
|ak| < ∞. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç L ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé îòîáðàæàåò ïðîñòðàí-
ñòâî ñóììèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l1 â ñåáÿ ïî ñëåäó-
þùåìó ïðàâèëó: îáðàç Ly := ((Ly)k; k ∈ Z) ëþáîãî ýëåìåíòà
y := (yj; j ∈ Z) ∈ l1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(Ly)k =
∑
j∈Z

ak−jyj, k ∈ Z.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü {ξj, j ∈ Z} � íåçàâèñèìûå îãðàíè÷åííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèé pj(x), ìíîæåñòâî A− êîíå÷íî, è ñóùåñòâóåò
òàêîå C1 > 0, ÷òî∫

|pj(y + x)− pj(y)|dy ≤ C1|x| ïðè âñåõ j è x.

Ïóñòü òàêæå äëÿ íåêîòîðîãî p ≥ 1 âûïîëíåíî (4) è ñóùå-
ñòâóåò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð L−1 â ïðîñòðàí-
ñòâå l1. Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî C > 0

P
(

sup
j
|ξj| ≤ C

)
= 1, åñëè p = 1,

P
(( ∑

j

|ξj|q
)1/q ≤ C

)
= 1, åñëè p > 1,

ãäå 1/p + 1/q = 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xk} óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ϕ-ïåðåìåøèâàíèÿ.
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Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ïðåäåëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ àääèòèâíûõ ñòàòèñòèê, ïîñòðîåííûõ ïî íà-
áëþäåíèÿì, èìåþùèì ñòðóêòóðó ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ, ïî-
ðîæä¼ííûõ ñòàöèîíàðíîé (â óçêîì ñìûñëå) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ {ξj; j ∈ Z}.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ
òåîðåìà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ íà íîñèòåëå ðàñïðåäåëåíèÿ X1

ïðåîáðàçîâàíèé äâóñòîðîííèõ ñêîëüçÿùèõ ñðåäíèõ. Ðàññìîò-
ðåí ñëó÷àé ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûõ ïîðîæäàþùèõ {ξj} ñ α-
ïåðåìåøèâàíèåì ïðè óñëîâèè àácîëþòíîé ñóììèðóåìîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ {ai}; à òàêæå ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ ïîðîæäàþ-
ùèõ {ξj}, ïðè ýòîì ðÿä

∑
i∈Z ai ìîæåò áûòü ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðå-
ìàõ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü α(n) � êîýôôèöèåíò α-ïåðåìåøèâàíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξj},

g(Xk) :=
∑
l≥0

βlX
l
k,

A =
∑
i∈Z

|ai| <∞,

è âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (α) èëè (α0):

(α)


∑
l≥0

|βl| · l · Al ·
(
E|ξ0|(2+δ)l

) 1
2+δ <∞,

∞∑
n=0

α(n)
δ

2+δ <∞

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0, èëè

(α0)


‖ξ0‖∞ := ess sup|ξ0| <∞,∑
l≥0

|βl| · l · C l <∞,

∞∑
n=0

α(n) <∞.
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Òîãäà îïðåäåëåíà âåëè÷èíà

σ2 := Dg(X0) + 2
∞∑

k=1

cov(g(X0), g(Xk)).

Åñëè σ2 6= 0, òî 1√
n

n∑
k=1

(
g(Xk)− Eg(X0)

) d→N0,σ2.

Åñëè σ2 = 0, òî 1√
n

n∑
k=1

(
g(Xk)− Eg(X0)

)
→
p

0.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü {ξj}j∈Z � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-
ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, Eξ2

0 <
∞; βl = 0 è Eξl

0 = 0 äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ l,∑
k>0

( ∑
i∈Z

|aiai+k|
)2

<∞,

∑
l,m>2

|βlβm|
( ∑

i

a2
i

) l+m
2

(l +m− 1)!! E|ξ|l+m <∞. (5)

Òîãäà ðÿä

g(Xk) :=
∑
l>0

βlX
l
k

ñõîäèòñÿ â ñðåäíå êâàäðàòè÷íîì, è äëÿ {g(Xk)}k≥1 âûïîëíå-
íà öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ãëàâû èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâå-
äåíèå åù¼ îäíîãî òèïà ñòàòèñòèê � êàíîíè÷åñêèõ U - è V -
ñòàòèñòèê ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííûõ ïî íàáëþäå-
íèÿì {Xk}k≥1.

Îïðåäåëåíèå 4. V -ñòàòèñòèêè (èëè ñòàòèñòèêè Ìèçå-
ñà) ðàçìåðíîñòè d ≥ 2 ñ ÿäðîì f(t1, . . . , td) : Rd → R îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

Vn =
1

nd/2

∑
1≤k1,...,kd≤n

f(Xk1 , . . . , Xkd
), n = 1, 2, . . . (6)
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Îïðåäåëåíèå 5. U-ñòàòèñòèêè ðàçìåðíîñòè d ≥ 2 ñ ÿä-
ðîì f(t1, . . . , td) : Rd → R îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

Un =
1

nd/2

∑
1≤k1,...,kd≤n

ki 6=kj ïðè i6=j

f(Xk1 , . . . , Xkd
), n = 1, 2, . . . (7)

Îïðåäåëåíèå 6. Ñòàòèñòèêà è å¼ ÿäðî f(t1, . . . , td) íàçû-
âàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè (èëè âûðîæäåííûìè), åñëè

Ef(t1, . . . , tj−1, Xj, tj+1, . . . , td) = 0

äëÿ ëþáûõ j = 1, . . . , d è tj1 , . . . , tjd
∈ R.

Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê ïðî-
âîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ÿäðà f ïî áàçèñíûì ôóíê-
öèÿì â ðÿä âèäà

f(t1, . . . , td) =
∑

i1,...,id

fi1,...,idei1(t1) . . . eid(td). (8)

Ïóñòü ôóíêöèè {ei(t) : i ≥ 0} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

L2(R, F ) := {g : Eg2(X1) <∞},

e0(t) ≡ 1. Òîãäà Eei(X0) = 0 äëÿ âñåõ i ≥ 1, Ee2i (X0) = 1 äëÿ
âñåõ i. Ôóíêöèè {ei1(t1) . . . eid(td) : i1, . . . , id ≥ 0} îáðàçóþò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå

L2(Rd, F d) := {g : Eg2(X∗
1 , . . . , X

∗
d) <∞},

ãäåX∗
1 , . . . , X

∗
d � íåçàâèñèìûå êîïèèX1. Åñëè ÿäðî f êàíîíè-

÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç L2(Rd, F d), òî îíî
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ðÿäà

f(t1, . . . , td) =
∑

i1,...,id≥1

fi1,...,idei1(t1) . . . eid(td) (9)
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ñõîäÿùåãîñÿ â íîðìå L2(Rd, F d).
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíî

ñâÿçàííûõ ïîðîæäàþùèõ {ξj}j∈Z ñ óñëîâèåì α-ïåðåìåøèâà-
íèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü

γd =
∑
i≥0

(i+ 1)d+/2−1α(i) <∞,

B(ei) :=
∑
l≥1

|βi,l|ld
+/2Al‖ξ0‖l

∞ <∞, (10)

åñëè ‖ξ0‖∞ <∞, èëè

γd =
∑
i≥0

(i+ 1)d+/2−1α(i)
δ

d++δ <∞,

∑
l≥1

|βi,l|lAl‖ξ0‖l
4+2δ <∞ äëÿ âñåõ i ≥ 1, (11)

B(ei) :=
∑
l≥1

|βi,l|ld
+/2Al‖ξ0‖l

d++δ,

åñëè ‖ξ0‖∞ = ∞, ãäå d+ � öåëîå ÷¼òíîå ÷èñëî, d+ ≥
d, ‖ξ0‖p = (E|ξ0|p

)1/p
. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ f(t1, . . . , td)

íåïðåðûâíà, âûðîæäåíà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ X1, è∑
i1,...,id≥1

|fi1,...,id |(1 +B(ei1)) . . . (1 +B(eid)) <∞. (12)

Òîãäà

Un
d→ η :=

∑
i1,...,id≥1

fi1,...,id

∞∏
j=1

H#{is:is=j}(τj),
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Vn
d→ η :=

∑
i1,...,id≥1

fi1,...,idτi1 . . . τid ,

ãäå {τj}j≥1 � ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàí-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîâàðèàöèÿìè

σi,j = cov(τi, τj) =
∞∑

k=−∞

cov(ei(X0), ej(Xk)),

#{is : is = j} � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ is, ðàâíûõ j, 1 ≤
s ≤ d, Hk(t) � ïîëèíîì Ýðìèòà ñòåïåíè k, îïðåäåëÿåìûé
ðàâåíñòâîì

Hk(x) = (−1)kex2/2 d
k

dxk
e−x2/2.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò (äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà ÿäåð f) â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé {Xk; k ≥ 1}
áûë ïîëó÷åí â [17] è äëÿ íàáëþäåíèé ñ α- è ϕ-ïåðåìåøèâà-
íèåì � â ðàáîòå [3].

Â çàêëþ÷èòåëüíîé òåîðåìå ðàññìîòðåíû ñòàòèñòèêè ïî-
ðÿäêà 2, ïîñòðîåííûå ïî ñêîëüçÿùèì ñðåäíèì ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïîðîæäàþùèìè âåëè÷èíàìè, ïðè ýòîì òðåáîâàíèÿ íà
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ÿäðà ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû.

Îïðåäåëèì ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè g êàê

ωg(h,M) = sup
|t|≤h, |x|≤M, |x+t|≤M

|g(x+ t)− g(x)|

è ââåä¼ì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

ωei
(h,M) ≤ LihM

αi äëÿ âñåõ i ≥ 1, E|ξ0|k <∞ ∀k, (13)

ωei
(h,M) ≤ LihM

α äëÿ âñåõ i ≥ 1, E|ξ0|4(α+1) <∞, (14)

ωei
(h, ‖ξ0‖∞

∑
|aj|) ≤ Lih äëÿ âñåõ i ≥ 1, ‖ξ0‖∞ <∞; (15)
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çäåñü âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
∑

i∈Z |ai| <∞;∑
i,j≥1

|fi,j|LiLjK
αi+αj+2 <∞ ∀K > 0, (16)

∑
i,j≥1

|fi,j|LiLj <∞. (17)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, âûðîæäåíà îò-
íîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ X1,∑

i∈Z

|ai| <∞,
∑
i,j≥1

|fi,j| <∞

è âûïîëíåí îäèí èç íàáîðîâ óñëîâèé: (13) è (16), èëè (14) è
(17), èëè (15) è (17).
Òîãäà

Un
d→ η :=

∑
i,j≥1

fi,jHi,j(τi, τj),

ãäå {τi}i≥1 � ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàí-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîâàðèàöèÿìè

σi,j = cov(τi, τj) =
∞∑

k=−∞

cov(ei(X0), ej(Xk)),

Hi,j(τi, τj) = τiτj ïðè i 6= j, è Hi,i(τi, τi) = τ 2
i − 1.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷-
íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Èãîðþ Ñåì¼íîâè÷ó Áîðèñî-
âó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, öåííûå ñîâåòû è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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