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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.
Теория моделей как раздел математики находится на стыке мате-

матической логики и алгебры и сформировалась как самостоятельная
область в 1950-х годах. Одним из объектов изучения этого раздела мате-
матики является классификация элементарных теорий. Одним из спо-
собов получения этой классификации является классификация по ко-
личеству типов в этих теориях (то есть совместных с теорией множеств
формул со свободными переменными и с фиксированным множеством
параметров, являющихся элементами модели данной теории). Иссле-
дования в этом направлении начались с работ Р. Вота [1], К. Рыль-
Нардзевского [2] и М. Морли [3]. Р. Вот доказал, что любой неглавный
тип можно опустить в некоторой модели. К. Рыль-Нардзевский дока-
зал, что если число n-типов над пустым множеством конечно для лю-
бого n, то теория счетно категорична. М. Морли глубоко исследовал
тотально трансцендентные теории, то есть теории, в которых имеется
лишь счетное число типов над любым счетным множеством парамет-
ров. Как результат этих исследований М. Морли доказал гипотезу Ло-
ся о несчетной категоричности полных теорий. В дальнейшем понятие
тотально трансцендентной теории было обобщено С.Шелахом до поня-
тия стабильной теории [4] — теории в которой для некоторой бесконеч-
ной мощности κ мощность множества полных 1-типов над множеством
параметров мощности κ не превосходит этой мощности κ. Одним из
ключевых свойств стабильных теорий является свойство определимо-
сти типов, состоящее в том, что для любых моделей M 4 N и любой
формулы ϕ с параметрами из N существует формула ψ с параметра-
ми из M, такая что ϕ(N) ∩ M = ψ(M). Другим важным свойством
стабильных теорий является существование неответвляющихся расши-
рений типов над множеством, которое позволяет определить полезное
для развития теории понятие независимости множеств.

Далее эта область исследований, которую называют теорией ста-
бильности, развивалось в нескольких направлениях. Одно из направле-
ний — изучение подклассов стабильных теорий, обладающих теми или
иными интересными свойствами. С точки зрения спектра стабильно-
сти (класса мощностей, в которых теория стабильна) среди стабильных
теорий можно выделить подкласс суперстабильных теорий (теории, ста-
бильные во всех мощностях, начиная с 2|T |), в котором являются под-
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классом ω-стабильные, часть из которых являются несчетно категорич-
ными. Так же интересными подклассами стабильных теорий являются
сильно минимальные [5] и однобазируемые теории [6], [7].

С другой стороны развиваются направления, целью которых явля-
ется обобщить понятие стабильности, сохраняя при этом те или иные
полезные свойства и методы исследования. В развитие методов, осно-
ванных на исследовании свойств отношения ответвляемости типов изу-
чаются простые теории [8], розовые теории [9].

Теория стабильности бурно развивалась во второй половине 20 века
и продолжает развиваться. Вопросам стабильности посвящены множе-
ство публикаций и монографий [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17],
[18], [19], [20], [21] (список далеко не полный).

Стабильные теории не содержат формульно определимого поряд-
ка. Однако теории упорядоченных структур так же могут обладать
хорошими свойствами. Развитию этой идеи посвящены исследования
o-минимальных и слабо o-минимальных теорий [22], [23], [24], [25], [26],
[27], [28], [29], [30].

Следует отдельно отметить исследования теорий пар моделей [31],
[32], [33], [34] — теорий, в которых одноместный предикат выделяет
подмодель. Основным вопросом здесь является, какие условия нужно
наложить на предикат для того, чтобы хорошие свойства теории без
предиката сохранялись и для теории пары моделей. Одним из резуль-
татов этих исследований является определимость типов над любыми
P -множествами для типов над P -моделями которая была установлена
Т.Нурмагамбетовым и Б.Пуаза [35].

Интересное обобщение понятия стабильности было предложено Му-
стафиным [36], которое было в последствии уточнено до понятия E∗-
стабильности Палютиным [37]. Палютин так же доказал для этого уточ-
нения теорему об определимости типов, обобщающую как определи-
мость типов для стабильных теорий, полученную Шелахом [38], так
и результат Т.Нурмагамбетовым и Б.Пуаза для теории пар. Понятие
E∗-стабильности представляет собой новую шкалу стабильности, основ-
ным параметром которой является некоторое отображение типов пол-
ной теории в типы другой теории. Палютиным было так же показано,
что классы o-минимальных, слабо "oминимальных, сильно минималь-
ных и простых теорий являются стабильно определимыми [39], то есть
могут быть определены как классы E∗-стабильных теорий для подхо-
дящего отображения E∗.
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В развитие этой теории автором диссертации изучаются несколько
частных случаев E∗-стабильности (обобщенной стабильности), их свой-
ства и отношения.

Основное содержание диссертации.
1) вводится серия понятий: (P, 0),(P, 1),(P, a) и (P, e)-стабильность

— являющиеся частными случаями обобщенной стабильности полных
теорий, исследуется их взаимосвязь и связь со стабильностью полных
теорий;

2) приводится характеризация (P, 1)-стабильных теорий как клас-
са теорий определимо интерпретируемых в какой либо теории языка,
состоящего только из одноместных предикатов;

3) доказывается (P, a)-стабильность теории любой абелевой группы
без кручения;

Новизна и научная значимость работы.
Все основные результаты диссертации являются новыми. Результа-

ты работы могут быть полезны для написания монографий и чтения
спецкурсов на математических факультетах университетов.

Методы исследования. Наряду с классическими методами тео-
рии моделей в работе активно используются теорема об определимости
типов для обобщенно стабильных теорий из [37]. В последней главе так
же применяются методы линейной алгебры.

Апробация работы.
Результаты диссертации докладывались на Международной науч-

ной студенческой конференции "Студент и научно-технические про-
гресс"в 2006 году, Российской школе-семинаре "Синтаксис и семантика
логических систем"в Иркутске в 2006 году и во Владивостоке в 2008 го-
ду, Международной конференции "Мальцевские чтения"в 2006 и 2009
годах, школе-конференции "Пограничные проблемы теории моделей и
универсальной алгебры"в Эрлоголе в 2007 году, Международной кон-
ференции "Алгебра и её приложения"в Красноярске в 2007 году.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работе [41]
из журналов, входящей в перечень ВАК ведущих рецензируемых науч-
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ных журналов и изданий и в работах [43–45].

Структура и объем диссертации.
Диссертация состоит из введения, и 3 глав и списка литературы. Она

изложена на 56 страницах, библиография содержит 45 наименования.
Перейдем к более подробному изложению работы.

Содержание диссертации

Общая структура диссертации. Диссертация состоит из введе-
ния и трех глав.

Введение Введение содержит исторический обзор и формулировки
основных результатов.

Глава 1 содержит основные определения и предварительные факты,
касающиеся обобщенно стабильных теорий.

Обобщенная стабильность представляет собой шкалу понятий, в ко-
торой параметром выступает отображение E∗, называемое представле-
нием типов, которое каждому полному типу теории T над бесконечным
множеством переменных X сопоставляет некоторый тип языка L∗. В
этой работе рассматриваются несколько наиболее естественных приме-
ров обобщенной стабильности.

В первую очередь, стоит отметить, что стабильность является одним
из примеров обобщенной стабильности. В случае стабильности, язык
L∗ получается добавлением к языку L символа константы, а в качестве
представления типов теории T языка L в языке L∗ берется отображение,
сопоставляющее каждому типу t его замыкание относительно выводи-
мости в языке L∗.

Легко показать, что если ввести вместо дополнительной констан-
ты дополнительный предикат и наложить на него условие конечности
числа реализаций, то полученное понятие так же совпадает со стабиль-
ностью. Кроме того вводятся другие примеры обобщенной стабильно-
сти, строящиеся путем добавления к языку одноместного предиката:
(P, 0),(P, 1),(P, a) и (P, e)-стабильность.
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Понятие (P, 0)-стабильности по сути является вырожденным, по-
скольку любая полная теория, имеющая бесконечную модель, является
не (P, 0)-стабильной. Для этого понятия в качестве представления ти-
пов берется отображение, сопоставляющее полному типу t теории T его
замыкание относительно выводимости в языке с дополнительным од-
номестным предикатом. Хотя сама по себе (P, 0)-стабильность не пред-
ставляет интереса, она демонстрирует необходимость накладывать на
предикат дополнительные условия для получения невырожденного при-
мера обобщенной стабильности.

Понятие (P, 1)-стабильности интересно тем, что среди различных
примеров обобщенной стабильности оно является, в некотором смыс-
ле, наименьшим невырожденным понятием. В качестве представления
типов берется отображение, добавляющее к полному типу t теории
T над множеством переменных X условие, что предикат P истинен
на всех элементах, реализующих переменные из множества X. Изуче-
нию этого понятия посвящена глава 2. В главе 1 мы только показыва-
ем, что из (P, 1)-стабильности следуют как стабильность, так и (P, a)-
стабильность, а так же приводим пример, демонстрирующий что обрат-
ное не верно.

Для введения понятия (P, a)-стабильности в качестве представления
типов берется отображение, добавляющее к полному типу t теории T
условие, что предикат P истинен на элементах, реализующих перемен-
ные из типа t, и множество предложений, означающих, что предикат
P алгебраически замкнут относительно языка L. Существуют примеры
стабильных, но не (P, a)-стабильных теорий. Вопрос о существовании
(P, a)-стабильных, но не стабильных теорий открыт.

Понятие (P, e)-стабильности представляет отдельный интерес, по-
скольку связано с изучением элементарных пар моделей. В качестве
представления типов берется отображение, добавляющее к полному ти-
пу t теории T условие, что предикат P истинен на элементах, реализую-
щих переменные из типа t, и множество предложений, означающих, что
P является элементарной подмоделью относительно языка L. В работе
показывается, что из (P, a)-стабильности следует (P, e)-стабильность.

Глава 2 посвящена детальному изучению (P, 1)-стабильных теорий.
Как было показано в главе 1, понятие (P, 1)-стабильности не вырожде-
но, то есть существуют примеры теорий, имеющих бесконечные модели,
и являющиеся (P, 1)-стабильными. Тем не менее, все известные приме-
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ры оказались довольно просто устроены. Поэтому возникла гипотеза,
что класс (P, 1)-стабильных теорий можно описать как все теории, ин-
терпретируемые в теориях языка, состоящего только из одноместных
предикатов.

Теорема. Для полной теории T языка L следующие условия эквива-
лентны:

(1) T является (P, 1)-стабильной;
(2) T определимо интерпретируется в некоторой теории T1 языка

L1, состоящего только из одноместных предикатов;
(3) для любой формулы ϕ(z,x), l(x) = n, теории T существует

такое конечное k, что для любых различных k + 1 кортежа длины
n среди них найдутся два различных кортежа a1 и a2, что ∀z((z /∈
a1 ∧ z /∈ a2) → (ϕ(z,a1) ↔ ϕ(z,a2))).

Как видно из формулировки теоремы, даются сразу две характери-
зации (P, 1)-стабильности. Характеризация через через интерпретируе-
мость в теории языка, состоящего из одноместных предикотов удобнее
использовать чтобы показать, что теория (P, 1)-стабильна. Вторую же
характеризацию удобнее использовать для противоположных целей —
чтобы показать не (P, 1)-стабильность теории.

Вторая характеризация сыграла важную роль в доказательстве тео-
ремы. Достаточность условия (2) для (P, 1)-стабильности показыва-
ется сравнительно легко. А вот необходимость доказывалась в два
этапа. Сначала была показана необходимость условия (3) для (P, 1)-
стабильности. Для этого было построено неразличимое множество с
особыми свойствами с использованием теоремы Рамсея; далее было по-
казано, что истинность предиката P на элементах модели можно задать
таким образом, что построенное неразличимое множество будет разде-
лено на две бесконечные части некоторой формулой, содержащей пре-
дикат P , из чего следует не (P, 1)-стабильность теории T . Далее же для
всякой теории, удовлетворяющей условию (3) была построена интерпре-
тация в теории языка, состоящего только из одноместных предикатов.

Поскольку дано полное описание класса (P, 1)-стабильных теорий,
понятие (P, 1)-стабильности можно считать изученным и перейти к дру-
гим, более сложно устроенным примерам обобщенной стабильности.

Глава 3 посвящена изучению (P, a)-стабильных теорий. Понятие
(P, a)-стабильности интересно, поскольку в большинстве теорий, в отли-
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чие от (P, 1)-стабильности, оно накладывает существенные ограничения
на реализации добавленного предиката. Тем не менее, часть результа-
тов, касающихся (P, 1)-стабильности, переносится и на случай (P, a)-
стабильных теорий, чему посвящен первый параграф, в котором строит-
ся необходимое условие (P, a)-стабильности, аналогичное условию для
(P, 1)-стабильных теорий из предыдущей главы.

Теорема. Пусть X = {xα|α ∈ I}, xα = 〈xα
0 , . . . , x

α
k−1〉, X = {xα

i |α ∈
I, i < k} — соответственно множество кортежей переменных и мно-
жество переменных. Причем, X состоит из тех же переменных, что
кортежи из X.
Пусть существует формула ϕ(z,x) такая, что совместно следующее
множество формул:
R0(X) = T ∪ {X является неразличимой последовательностью} ∪
{∃z(¬((ϕ(z,xα) ↔ ϕ(z,xβ)) ∧ ∀z1 . . .∀zm(

m∧
i=1

¬(ϕ(zi,xγi ↔ ϕ(z,xγi))) →

((∃6nz0θ(z0, z1, . . . , zm,y)) → ¬θ(z, z1, dots, zm,y)))) | α, β, γi, n,m ∈
ω, i ∈ {1, . . . ,m}, xα,xβ ,xγi ∈ X, y — кортеж переменных из X, θ −
формула теории T}.
Тогда T не (P, a)-стабильна.

Понятие (P, a)-стабильности значительно богаче, чем понятие (P, 1)-
стабильности. Однако в первой главе был приведен лишь один пример
(P, a)-стабильной, но не (P, 1)-стабильной теории. Второй параграф по-
священ изучению (P, a)-стабильных групп. В частности, доказывается
(P, a)-стабильность абелевых групп без кручения.

Теорема. Если T — полная теория абелевой группы без кручения, то
T является (P, a)-стабильной.

Поскольку большинство абелевых групп не интерпретируются ни в
какой теории языка, состоящего только из одноместных предикатов, эта
теорема фактически приводит сказу класс примеров (P, a)-стабильных
но не (P, 1)-стабильных теорий.

Так же во втором параграфе приводятся другие примеры (P, a)-
стабильных и не (P, a)-стабильных абелевых групп.

Китайский философ Лао Дзы говорил: "Истина без любви делает
человека придирчивым. Воспитание без любви порождает противоре-
чия. Порядок без любви делает человека мелочным."Автор благодарен
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научному руководителю Палютину Евгению Андреевичу за то, что он
своим положительным примером привил автору любовь к науке.
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