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Dπ <m ��� �ZT�P ` ��O��	��P	Wh���
c�P�Q�c��aS�V���������� �
X�TU� ` ��PRO ���	�
d��ZO��
� M Dπ

O��	V ` � � O��	T�D�g
���EO	�	V ` ��Wa���
V ` ����� Q ` � d�PRP ��� M ���
f���b����	c�c�� d\^�����O��	���	X�T"� ` �	P�O P O�� M �Z�
�	dYg
�ZO��
� M J1V O��A��O��
P�� Q ` P�c���P6�
O������ ����PRO?����O�DA�!���ZQ�P������ ����n V P�d9���	������O	P����Yg
fR�	b����

Dπ

g V�������� L ���Zc��
�	c�� M �1��P�fR�RT*DaOi�	O��?�ZT�P ` ��n V P�d]V TU�	��� J
�#PRf��hT�DaOa��O�� V TU���#� �
����X�T������
�
��c�� � Q W g W WaK W Wak�R �9����T���Q�PRc�� �?c�PR����f ` PZg

T�� M � M �Z�
�	�	O��
���ZO	�	P&� � J_n\Jl� ` �	�	��c�� M J 
 c�� ���Z����T�D
f���n O Oa�	� Q P*��P�f��hT�DaOa�	O��
�Y��c ` � ` ��O	�����	d ` ������P���Oa�	b����A���	O	�	����WY�	����X�TU�����	�
�	c�c�� P��@Q W l W k�I W k j R J

;��<�")k� �1� � Q�P�O	�	P���O��	d]V TU���
P���P�O��	P�O	� S]��^e�	� M �RTU�����	����c�cU�aS
���iO�Pe������g
X�T�P M �7oUW#�9� M P�c�c���W ` T�S T�n�X	�
V�� M c�� Q PR��O��
� π

����T���Q�PRc�� ��TU�	�R�Z��^e���Y�	b��YS
�������ZO�� �

Dπ

g V�������� J
m ��� M P �����	��� ` ��Q�Ph�Z����� �������ZO�� � VR������� WaT*n X
��S6�����
��Oi��S�VR���������E������cU� ` g

T�P Q ��O6c�PR���
O��	���	d
X
PR�Z���
c�P�Q�c��	d?��P������]�
�������	��O�PR����f��
P�O	� S
� P O	�	d)��P������)� ` g
c�� M �YTU� ` �	� M S2PR��O�PR��O��	PRc�c�� M �9�	����^ M P�O	��Q�PR����� M � �U����� M P�O���� M � J ���	�����Yg
M P�� W"f�cU�����	��PR��P M PRc�c���S]VR���������

An

�	����P ` PZT�S�P�O	� S9���	�	PRd2�ZO�PR��P�c�D#n n
WUV������Yg

���2TU��P���� O����U�
An(q)

�	����P ` P�T�S�P�O	� S TU��P��#� M ����c�V�� M n
�(���
�
S ` ��� M ����T�S

q
� O J ` J<m TU�
������^e���Y��b���S �����
�ZO�� � Dπ

g V��������(����T���Q�PRc��2�3O�P�� M ��c��a� P O��Y�
�����U� M P�O	���	�UW������	O�� M � M � Q PRO6X#� O�D\c���fR�
�	c����	����^ M PRO���Q�Ph�Z���	d J
f T�S M c��	V���� �YTU�
�����	� �������ZO�� � V�������� Oa�����	P �	����^ M P�O	��Q�PR�����	P!�	���U���ag

c���P2X#� T�� ����TU��Q�P�c��!���	c�P�P J M �	� W&��f2��P�f��hT�DaOa�	O��	� � J�� ��T�TU� Q h�h W O�P��
� J [ o R
�2f Q J M � M �����	c��`Q K j R c�PR� TU� Q c��
���	c�S�O�D�W"Q�O��]f�c��	���	��PR��P M PRc�c��aS2VR��������� An�	X	TU� ` �	P�O?���	�
d��ZO��
� M Dπ

O��
V ` �?�3O���T*D	���?O��
V ` ��W����	V ` � |π ∩ π(n!)| ≤ 1
�YT��

π(n!) ⊆ π
J � J � ���
��� Q o k W �ZT�P ` ��O�� J K�J I g �9O�PR�	� J K�J I o R �	��������T �Z���	��� ` ��Q�Ph�Z����P

Dπ

g VR��������� ` T�S\T�n X
�	VR� M c�� Q PR��O��
� π
W
c�P �Z� ` P�� Q ��V P�VR� 2

J�� �Y�	c ` � ` �	O	�Z���
d
` ���R�ZP���Oi�	b����2���
O��	�U�@T � M J Oi�	� Q P Q W l WYO�P��
� J�g�J g �AO�PR�	� JkhYJ I�R U&X#� T��1fR�	�	PR��O P�g
c����	�������	c���P �����	��� ` ��Q�Ph�Z������V��������
�Z� �Z�
�	d���O��	� M Dπ

` T�S1�����	��fR�	��T*D	c��
V�� π�3�
�����R��c�� VR���������FT���PR�
�)O������)���	������O�P����U�ZO������
p ∈ π

� P O	� M ���	�
d��ZO��
� M J

 �ZOa�����aTU� S W
Oa����� M �	X	�U��f�� M W	c�PR����fR�	X
����c�c�� M � T���Q��	d
V��������?T���PR�
� O	����� ���ag
������O�P����U�ZO������ W�c�Pe������c�� ` T�P Q ��V PRd π

J
� Q�PRO��	PR��O��	dAV TU�	�	P P O��
O1� T���Q��	d)��fR��Q�P�cA� ` �	�Y��fh��c��
X 4��*(�4�AH� � � ��� �F� 	�
7�����

π ] �����7 ��� _!/ ��L$&�' )(*�+���-,� . !/ ������10 243 ���65 3
S ] �7 )�/� 2 �/��8 . !/ �������8%9;!#
 .�. � <�� !/
 .'. � S

 �hl5#��������� ��,� �C�����,� l$
Dπ

�� �9J�)�

I g



3 �� l5/�7�� �� �9J��� ^ �� �9J��� . �l!4� (S, π)
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 W�Ph� T��
π(S) ⊆ π

��T��
|π ∩ π(S)| ≤ 1

J
>C�����*)/+�4������ � �Y� Q P M W�Q�O�� ���	���

(S, π)
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 WRPh� T��

� M P�PRO M PR�ZO	�1� ` ��c]��f � T�P ` ��n V��Y�)� TU��QU��P��*j
(1) S ' M11

�
π ∩ π(S) = {5, 11} �

(2) S ' M12
�

π ∩ π(S) = {5, 11} �
(3) S ' M22

�
π ∩ π(S) = {5, 11} �

(4) S ' M23
�

π ∩ π(S)
L � ` c�����f M c�� Q PR��O�� {5, 11}

W
{11, 23} �

(5) S ' M24
�

π ∩ π(S)
L � ` c�����f M c�� Q PR��O�� {5, 11}

W
{11, 23} �

(6) S ' J1
�

π ∩ π(S)
L � ` c��\��f M c�� Q PRO�� {3, 5}

W
{3, 7}

W
{3, 19}

W
{5, 11} �

(7) S ' J4
�

π ∩ π(S)
L � ` c��\��f {5, 7}

W
{5, 11}

W
{5, 31}

W
{7, 29}

W
{7, 43} �

(8) S ' O′N
�

π ∩ π(S)
L � ` c��\��f M c�� Q PR��O�� {5, 11}

W
{5, 31} �

(9) S ' Ly
�

π ∩ π(S) = {11, 67} �
(10) S ' Ru

�
π ∩ π(S) = {7, 29} �

(11) S ' Co1
�

π ∩ π(S) = {11, 23} �
(12) S ' Co2

�
π ∩ π(S) = {11, 23} �

(13) S ' Co3
�

π ∩ π(S) = {11, 23} �
(14) S ' M(23)

�
π ∩ π(S) = {11, 23} �

(15) S ' M(24)′
�

π ∩ π(S) = {11, 23} �
(16) S ' B

�
π ∩ π(S)

L � ` c��6��f M c�� Q Ph�ZO�� {11, 23}
W
{23, 47} �

(17) S ' M
�

π ∩ π(S)
L � ` c��6��f M c�� Q PR�ZO	� {23, 47}

W
{29, 59}

J
>C�����*)/+�4�������� n �
�ZO�D V����������

S
��f�� M �	��^ecU� VR��������P�T���P���� O	������c�� ` ����g

T�P M
GF(q)

���	������O�P����U�ZO������
p ∈ π

J/n �	T�� Q � M
τ = (π(S) ∩ π) \ {p}

J E � ` P M
V��
�	�	����O�D�W�Q�O��
���	���

(S, π)
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 WUPh� T�� τ ⊆ π(q − 1)� c����Y�����
P2Q���� TU� ��f

π
c�P ` PZT���O Q����ZT�� |W |

T ���	��S ` �	�����	�
O��	PRO	�ZO��
��n V PRd
V���������� � P�dYT�S�U J

��� M ���	c�� ` �	X
��O	� S �ZT�P ` �6n V PRP6�
X	�
f�c��iQ�PRc���P J#n ���ZO�D r
L c�P�Q�PRO�c��
P1������g

�ZO��
PAQ���� TU��W
q
L b�PZT��
P]Q���� T��UW*�

q
c�P ` P�T���O	� S c�� r

JLn ��T�� Q � M
e(q, r) =

min{e ∈ N | qe ≡ 1(mod r)}
J

>C�����*)/+�4��	� � n �
�ZO�D VR���������
S
��fR� M �
��^ec�� c�P����
O��	���
d VR��������P2TU��P����

O������ c�� ` ���	T�P M GF(q)
�������	��O�PR�����ZO	�����

p
W=������Q�P M

G 6' 2B2(q),
2F 4(q),

2G2(q)
J�n �
��O�D

2, p 6∈ π
J�n �
��O�D

r = min(π(S)∩π)
� �����ZO�D

τ = (π(S)∩π)\{r}
J

n ��T�� Q � M
a = e(q, r)

J E � ` P M VR�	�
�	����O�D�W Q�O��!���	��� (S, π)
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 � WYPR�ZT��)����V PR��O��	�
P�O t ∈ τ
W ` T�S)���	O	�	���
V�� b := e(q, t) 6= a

W��)� M P�PRO
M PR��O��1� ` c��6��f���O��	PR� Q ` P�c���dIj

I o



(1) S ' An−1(q)
W
a = r − 1

W
b = r

W
(qr−1 − 1)r = r

W [
n

r−1

]

=
[

n

r

] WU������Q�P M

e(q, s) = b
�

n < bs
� ` T�S]T�n X
�	V�� s ∈ τ �

(2) S ' An−1(q)
W
a = r − 1

W
b = r

W
(qr−1 − 1)r = r

W [
n

r−1

]

=
[

n

r

]

+ 1
W
n ≡ −1

(mod r)
W�������Q�P M

e(q, s) = b
�

n < bs
� ` T�S]T�n X
�	V�� s ∈ τ �

(3) S ' 2An−1(q)
W

r ≡ 1 (mod 4)
W

a = r − 1
W

b = 2r
W

(qn − 1)r = r
W

[

n

r−1

]

=
[

n

r

] �
e(q, s) = b ` T�S]T�n X
�	V�� s ∈ τ �

(4) S ' 2An−1(q)
W
r ≡ 3 (mod 4)

W
a = r−1

2

W
b = 2r

W
(qn − 1)r = r

W [
n

r−1

]

=
[

n

r

] �
e(q, s) = b ` T�S)T�n�X	�
V�� s ∈ τ �

(5) S ' 2An−1(q)
W
r ≡ 1 (mod 4)

W
a = r− 1

W
b = 2r

W
(qn − 1)r = r

W [
n

r−1

]

=
[

n

r

]

+ 1
W
n ≡ −1 (mod r)

�
e(q, s) = b ` T�S)T�n�X	�
V�� s ∈ τ �

(6) S ' 2An−1(q)
W
r ≡ 3 (mod 4)

W
a = r−1

2

W
b = 2r

W
(qn − 1)r = r

W [
n

r−1

]

=
[

n

r

]

+ 1
W
n ≡ −1 (mod r)

�
e(q, s) = b ` T�S)T�n�X	�
V�� s ∈ τ �

(7) S ' 2Dn(q)
W
a ≡ 1 (mod 2)

W
n = b = 2a

� ` T�S T�n�X	�
V�� s ∈ τ
TU��X	�

e(q, s) = a
W�T���X	�

e(q, s) = b �
(8) S ' 2Dn(q)

W
b ≡ 1 (mod 2)

W
n = a = 2b

� ` T�S T�n X
�	VR� s ∈ τ
TU��X	�

e(q, s) = a
W�T���X	�

e(q, s) = b
J

>C�����*)/+�4 � � n �
��O�D V����������
S
��fR� M �	�U^ec�� c�P����	O	�	���
dEVR��������P TU��P���� O������

c�� ` ����TUP M GF(q)
�������	��O�P������ZO������

p
W ������Q�P M

G 6' 2B2(q),
2F 4(q),

2G2(q)
J

n �
��O�D
2, p 6∈ π

J>n �
��O�D
r = min(π(S) ∩ π)

� �����ZO�D
τ = (π(S) ∩ π) \ {r}

J
n ��T�� Q � M

c = e(q, r)
J E � ` P M V��
�	�	����O�D�W Q�O�� ���	��� (S, π)
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e(q, t) = c ` T�S T�n X
�	VR� t ∈ τ
W&� � M P�P�O M Ph�ZO�� � ` c��!��f

��O��	PR� Q ` PRc���d�j
(1) S ' An−1(q)

�
n < cs ` T�S]T�n X
�	V�� s ∈ τ �

(2) S ' 2An−1(q)
W
c ≡ 0 (mod 4)

�
n < cs ` T�S)T�n�X	�
V�� s ∈ τ �

(3) S ' 2An−1(q)
W
c ≡ 2 (mod 4)

�
2n < cs ` T�S]T�n X
�	V�� s ∈ τ �

(4) S ' 2An−1(q)
W
c ≡ 1 (mod 2)

�
n < 2cs ` T�S]T�n X
�	V�� s ∈ τ �

(5) S'Bn(q), Cn(q), 2Dn(q)
W
c
Q�P�O�c��1�

2n<cs ` T�S)T*n X	�
V�� s ∈ τ �
(6) S'Bn(q), Cn(q), Dn(q)

W
c
c�P�Q�P�O�c��1�

n<cs ` T�S]T�n�X	�	VR� s ∈ τ �
(7) S ' Dn(q)

W
c
Q�PRO�c��1�

2n ≤ cs ` T�S)T*n X	�
V�� s ∈ τ �
(8) S ' 2Dn(q)

W
c
c�PRQ�P�O�c��1�

n ≤ cs ` T�S]T�n X
�	VR� s ∈ τ �
(9) S ' 3D4(q) �
(10) S ' E6(q)

�APR�ZT��
r = 3

�
c = 1

WYO��
5, 13 6∈ τ �

(11) S ' 2E6(q)
�APh� T��

r = 3
W
c = 2

WYO��
5, 13 6∈ τ �

(12) S ' E7(q)
�!PR�ZT��

r = 3
�

c ∈ {1, 2}
WUO��

5, 7, 13 6∈ τ
W#�)Ph� T��

r = 5
�

c ∈ {1, 2}
W�O��

7 6∈ τ �

IOh



(13) S ' E8(q)
�!PR�ZT��

r = 3
�

c ∈ {1, 2}
WUO��

5, 7, 13 6∈ τ
W#�)Ph� T��

r = 5
�

c ∈ {1, 2}
W�O��

7, 31 6∈ τ �
(14) S ' G2(q) �
(15) S ' F4(q)

�APh� T��
r = 3

�
c = 1

WYO��
13 6∈ τ

J
>C�����*)/+�4 � ���-E � ` P M V��	�
�	����O�D�W"Q�O��)������� (S, π)
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 W�Ph� T��A� M PRP�O M PR��O��1� ` c��6��f���O��
P�� Q ` P�c���d�j
(1) S ' 2B2(2

2m+1)
W
π ∩ π(G)

��� ` P�� Q ��O	� SA� π(22m+1 − 1)
�YT��

π(22m+1 ±
2m+1 + 1) �
(2) S ' 2G2(3

2m+1)
W
π∩π(G)

��� ` P�� Q ��O	� S�� π(32m+1−1)\{2}
�YT��

π(32m+1±
3m+1 + 1) \ {2} �
(3) S ' 2F 4(2

2m+1)
W
π ∩ π(G)

�Z� ` P�� Q ��O	� S � π(22(2m+1) ± 1)
W
π(22m+1 ±

2m+1+1)
W
π(22(2m+1) ± 23m+2 ∓ 2m+1 − 1)

�YT��
π(22(2m+1)±23m+2+22m+1±

2m+1 − 1)
J

>C�����*)/+�4 � ����� n ���ZO�DAVR���������
S
��fR� M �	�U^ec��]c�P����	O	�	���
d VR��������P1TU��P����

O������?c�� ` ����T�P M GF(q)
�������	��O�P������ZO������

p
J/n �
�ZO�D

2 ∈ π
W"�

3, p 6∈ π
JFn ��T��	g

Q � M
τ = (π ∩ π(G)) \ {2}

�]���
�ZO�D
ϕ
L M c�� Q PR��O��	�6�������ZO�� �)Q����ZP�T � PR� M ��W

������cU� ` T�P Q ��V �Y� τ
Jo� P O	� M � T���Q��	P1X	� ` P M V��
�	�	����O�D�W Q�O��2�����U� (S, π)
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 W%PR�ZT��

τ ⊆ π(q − ε)
W%V ` P1Q����ZT�� ε = ±1

Oi�	���	�	�UW
Q�O��

4 ` P�T���O q − ε
WY�]� M P�P�O M Ph�ZO��1� ` c��6��fe�ZT�P ` �6n V �Y�]��O��	PR� Q ` PRc���d J

(1) S
��fR� M �	�U^ec��]� ` c��	d ��f1VR������� An−1(q)

W 2An−1(q)
W ������Q�P M

s > n ` T�ST�n X
�	VR�
s ∈ τ

�
t > n + 1 ` T�S)T*n X	�
V�� t ∈ ϕ �

(2) S ' Bn(q)
�

s > 2n + 1 ` T�S)T*n X	�
V�� s ∈ τ �
(3) S ' Cn(q)

W�������Q�P M
s > n ` T�S2T*n X	�
V�� s ∈ τ

�
t > 2n + 1 ` T�S2T�n X
�	VR�

t ∈ ϕ �
(4) S

��fR� M �
��^ec�� � ` c��	d ��f]V�������� Dn(q)
W 2Dn(q)

W��
s > 2n ` T�S T*n X	�
V��

s ∈ τ �
(5) S

��fR� M �	�U^ec�� � ` c��	d]��f�V�������� G2(q)
W 2G2(q)

�
7 6∈ τ �

(6) S ' F4(q)
�

5, 7 6∈ τ �
(7) S

��fR� M �	�U^ec�� � ` c��	d]��f�V�������� E6(q)
W 2E6(q)

�
5, 7 6∈ τ �

(8) S ' E7(q)
�

5, 7, 11 6∈ τ �
(9) S ' E8(q)

�
5, 7, 11, 13 6∈ τ �

(10) S ' 3D4(q)
�

7 6∈ τ
J

�ef�O�PR�	��P M�g�J I
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