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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации. По-
нятие конформной алгебры было предложено В. Г. Кацем в книге [16]
(в работе М. Примса [25] эквивалентное понятие было названо вер-
тексной алгеброй Ли) как инструмент исследования алгебр вертексных
операторов (вертексных алгебр). Последние возникли как формальный
язык для описания алгебраических свойств операторного разложения
произведений (operator product expansion, OPE) в двумерной конформ-
ной теории поля, начало которой было положено в работе А. А. Бела-
вина, А. М. Полякова и А. Б. Замолодчикова [4]. Строгое математи-
ческое изложение соответствующей теории было впервые предложено
Р. Борчердсом [6] и впоследствии развито в работах различных авто-
ров, например Ч. Донга, И. Френкеля, Дж. Леповски, А. Мейрмана,
Х. Ш. Ли (см. [11, 12, 19]). В настоящее время теория алгебр вертекс-
ных операторов является одной из наиболее активно развивающихся
областей теории представлений и математической физики. Связь ме-
жду вертексными и конформными алгебрами во многом подобна связи
обычных ассоциативных и лиевых алгебр, поэтому исследования кон-
формных алгебр важны для теории вертексных алгебр и ее многочи-
сленных приложений.

Основой классической теории конечномерных ассоциативных ал-
гебр являются теоремы Веддерберна о строении простых и полупро-
стых алгебр. В частности, над алгебраически замкнутым полем полу-
простая конечномерная алгебра изоморфна прямой сумме матричных
алгебр над этим полем (для поля комплексных чисел соответствующая
теорема была доказана Ф. Э. Молиным еще в 1893 г.). Теоремы Веддер-
берна тесно связаны с другим классическим результатом — теоремой
Бернсайда о том, что если подалгебра S в алгебре линейных преоб-
разований Endk V конечномерного линейного пространства V над ал-
гебраически замкнутым полем k действует неприводимо на этом про-
странстве, то S = Endk V .

Теоремы Веддерберна и Бернсайда играют важную роль в тео-
рии колец, теории представлений конечных групп и конечномерных
алгебр Ли. Появление новых объектов — конформных и вертексных
алгебр — потребовало распространения теоремы Бернсайда на случай
линейных пространств бесконечной размерности. Разумеется, в общей
постановке эта задача вряд ли будет решена в обозримой перспективе,
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поскольку она является даже более общей, чем задача классификации
всех конечно-порожденных простых ассоциативных алгебр.

Но специфические свойства конформных алгебр позволяют выде-
лить класс подалгебр алгебры линейных преобразований пространства
счетной размерности, определенным образом связанных с так назы-
ваемыми алгебрами конформных эндоморфизмов. Проблема описания
объектов этого класса является задачей теории ассоциативных колец,
непосредственно связанной с теорией конформных алгебр.

Приведем формальное алгебраическое определение конформной ал-
гебры, следуя работам В. Г. Каца [17] и М. Ройтмана [28]. Линейное
пространство C над полем k характеристики нуль, снабженное линей-
ным преобразованием D : C → C и семейством билинейных операций
(· ◦n ·), где n принимает значения в множестве Z+ неотрицательных
целых чисел, называется конформной алгеброй, если выполняются сле-
дующие условия:

(C1) для любых a, b ∈ C существует N ∈ Z+ такое, что a ◦n b = 0
при n ≥ N ;

(C2) D(a ◦n b) = Da ◦n b + a ◦n Db и Da ◦n b = −na ◦n−1 b при
a, b ∈ C, n ∈ Z+.

Правая часть последнего выражения считается равной нулю при n = 0.
Это определение является формальным описанием следующей кон-

струкции. Рассмотрим обычную (не обязательно ассоциативную) ал-
гебру A над полем k, char k = 0. Пара (бесконечных в обе стороны)
степенных рядов a(z), b(z) ∈ A[[z, z−1]] называется локальной, если су-
ществует такое N ∈ Z+, что a(w)b(z)(w − z)N = 0 в пространстве
A[[z, z−1, w, w−1]]. Для любой локальной пары рядов a(z), b(z) произве-
дение вида a(w)b(z) может быть записано в виде конечного распреде-
ления по производным дельта-функции δ(w − z) =

∑
s∈Z

wsz−s−1:

a(w)b(z) =
N−1∑

n=0

cn(z)
1
n!
∂n

z δ(w − z), cn(z) ∈ A[[z, z−1]], ∂z =
∂

∂z
. (1)

Для случая A = gl(V ) соотношение (1) известно как OPE-формула.
Коэффициенты этого распределения cn(z), n ∈ Z+, можно рассматри-
вать как «n-произведения» рядов a(z) и b(z): (a ◦n b)(z) = cn(z) =
Resw a(w)b(z)(w − z)n, где Resw f(w, z) означает вычет ряда f(w, z)
в точке w = 0 (коэффициент при w−1). При этом, очевидно, выпол-
нено свойство (C1). Если определить операцию D как обычное диф-
ференцирование по z, то выполняется также свойство (C2). Таким
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образом, любое подпространство C ⊂ A[[z, z−1]], состоящее из попарно
локальных рядов и замкнутое относительно операций D = d

dz и (· ◦n ·),
n ∈ Z+, является конформной алгеброй. Более того, любая конформная
алгебра C может быть построена как некоторое подпространство в про-
странстве степенных рядов над подходящей алгеброй A относительно
указанных операций. Если алгебра A может быть выбрана ассоциатив-
ной (коммутативной, лиевой и т. п.), то C называется ассоциативной
(соответственно коммутативной, лиевой и т. п.) конформной алгеброй.

Для исследования представлений вертексных и конформных алгебр
важнейшим объектом является алгебра конформных эндоморфизмов
свободного конечно-порожденного модуля M над алгеброй многочле-
нов k[T ] [16, 17]. Именно, для M = k[T ]⊗k

N через CendN обозначается
множество таких отображений a : Z+ → EndkM , что выполнены сле-
дующие условия:

(i) для любого v ∈M существует m ∈ Z+ такое, что a(n)v = 0 для
всех n ≥ m;

(ii) [a(n), T ] = a(n)T − Ta(n) = na(n− 1) при всех n ∈ Z+.
Здесь, как и выше, [a(0), T ] = 0. Множество CendN наделено естествен-
ной структурой ассоциативной конформной алгебры, которая являет-
ся «конформным аналогом» алгебры линейных преобразований N -мер-
ного пространства над полем k. Конформную алгебру CendN можно
отождествить с пространством матриц над алгеброй многочленов от
двух переменных MN(k[D, x]) � k[D] ⊗ MN (k[x]), на котором операции
(· ◦n ·), n ∈ Z+, заданы правилом

X ◦n Y = X
dn

dxn
Y, X, Y ∈ MN (k[x]).

Говорят, что подалгебра C в конформной алгебре CendN неприво-
димая, если M не содержит собственных ненулевых k[T ]-подмодулей,
инвариантных относительно всех преобразований a(n), a ∈ C, n ∈ Z+.

В книге В. Г. Каца [16] были поставлены следующие задачи.
Проблема 1. Описать неприводимые подалгебры в конформной

алгебре CendN .
Проблема 2. Классифицировать (полу)простые подалгебры в

CendN .
Ясно, что для решения этих проблем необходимо доказать аналоги

теорем Бернсайда и Веддерберна для конформных алгебр.
Исследование этих задач проводилось в ряде работ различных ав-

торов. В статье К. Бойаллиан, В. Г. Каца и Х. И. Либерати [7] получено
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наиболее существенное продвижение в решении проблемы 1: полностью
рассмотрен случай N = 1, описаны неприводимые подалгебры конеч-
ного ранга над k[D], а также унитальные неприводимые подалгебры,

т. е. содержащие отображение e, e(n) =
dn

dTn
, являющееся аналогом

единицы в CendN . На основании этих результатов была выдвинута
следующая

Гипотеза 1 [7]. Неприводимая подалгебра в CendN либо изо-
морфна конформной алгебре петель (токов) CurN = MN(k[D]), либо
равна

CendN,Q = MN (k[D, x])Q(−D+ x),

где Q — матрица с полиномиальными коэффициентами, detQ 	= 0.

Е. И. Зельмановым [31] получено подтверждение гипотезы 1 для
таких подалгебр в CendN , которые содержат лиеву подалгебру, изо-
морфную конформной алгебре петель над sl2.

Из результатов работы А. Десоле и В. Г. Каца [10] вытекает, что
для таких подалгебр в CendN , которые инвариантны относительно ре-
гулярного действия алгебры sl2, ассоциированной с элементом типа
Вирасоро из CendN , гипотеза 1 верна.

Понятие роста алгебраической системы (кольца, алгебры, группы
и т. д.) введенное в работе И. М. Гельфанда и А. А. Кириллова [13],
а также его логарифмическая численная характеристика (размерность
Гельфанда — Кириллова, GKdim) широко используются в алгебре.
Так, локально конечномерные алгебры имеют размерность Гельфан-
да — Кириллова, равную нулю, а все остальные алгебры — больше
либо равную единице. Таким образом, конечно-порожденные алге-
бры размерности Гельфанда — Кириллова один являются следующим
объектом изучения структурной теории после конечномерных алгебр.
В работах Л. Смолла, Дж. Стаффорда и Р. Варфилда [29, 30] пока-
зано, что полупервичная конечно-порожденная ассоциативная алгебра
линейного роста является конечно-порожденным модулем над своим
центром.

В работе А. Ретаха [26] было предложено использовать понятие
размерности Гельфанда — Кириллова конформных алгебр для изуче-
ния проблемы 2. Поскольку GKdimCendN = 1 (т. е. это конформная
алгебра линейного роста), возникла новая (в явном виде сформулиро-
ванная в [31]) задача.
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Проблема 3. Классифицировать простые конечно-порожденные
ассоциативные конформные алгебры линейного роста.

В работе [26] проблема 3 была решена в частном случае, когда
конформная алгебра C унитальна, т. е. содержит элемент e ∈ C та-
кой, что e ◦0 a = a для любого a ∈ C и e ◦n e = 0 при n ≥ 1.
Заметим, что условие унитальности для конформных алгебр является
гораздо более обременительным, чем для обычных алгебр; до сих пор
неизвестно, можно ли любую ассоциативную конформную алгебру вло-
жить в унитальную. В работе Е. И. Зельманова [31] результат [26] был
распространен на конформные алгебры с идемпотентом, т. е. таким
элементом e, что e ◦n e = δn,0e для всех n ∈ Z+. В этой же работе была
выдвинута

Гипотеза 2 [31]. Любая конечно-порожденная простая ассоциатив-
ная конформная алгебра не более чем линейного роста (т. е. имеющая
размерность Гельфанда — Кириллова не больше единицы) изоморфна
неприводимой подалгебре в CendN для некоторого N ≥ 1.

Для случая конформных алгебр конечного типа, т. е. размерности
Гельфанда — Кириллова нуль, справедливость гипотезы следует из
работы А. д’Андреа и В. Г. Каца [9], которая, в свою очередь, опирается
на глубокую теорему Картана — Гиймена [15].

Если понятие конформной алгебры имеет своими корнями кон-
струкции математической физики, то диалгебры, введенные Ж.-Л. Ло-
деем и Т. Пирашвили [23], имеют чисто алгебраическое происхожде-
ние — они играют роль ассоциативных обертывающих алгебр для не-
коммутативных алгебр Ли, известных как алгебры Лейбница или ал-
гебры Лодея. Именно, алгебры Лейбница, возникающие при исследо-
вании когомологий алгебр Ли [21], представляют собой линейные про-
странства с билинейной операцией [· ·], удовлетворяющей (левому или
правому) тождеству Лейбница:

[a[bc]] = [[ab]c] + [b[ac]] или [[ab]c] = [[ac]b] + [a[bc]].

Ассоциативной диалгеброй называется пространство, снабженное дву-
мя билинейными операциями (· 
 ·), (· � ·), удовлетворяющими та-
ким тождествам, что операция [ab] = a � b − b 
 a превращает это
пространство в левую алгебру Лейбница. Вложение алгебры Лейб-
ница в ассоциативную диалгебру, исследованное в работах М. Аймона
и П. Гривеля [1], Ж.-Л. Лодея [22], во многом подобно вложению алге-
бры Ли в ассоциативную алгебру. В частности, в этих работах доказан
аналог теоремы Пуанкаре — Биркгофа — Витта для алгебр Лейбница.
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Оставалось неизвестным, верен ли аналог другого фундаментального
результата, касающегося вложения алгебр Ли в ассоциативные алге-
бры — теоремы Адо.

В работах Д. Лиу [20] и Ф. Шапотона [8] в качестве инструментов
исследования алгебр Лейбница введены соответственно понятия аль-
тернативной диалгебры и perm-алгебры (коммутативной диалгебры).
Все упомянутые определения (ассоциативных, альтернативных и ком-
мутативных) диалгебр являются апостериорными в том смысле, что
основываются на некоммутативных аналогах конструкций, связываю-
щих соответствующие многообразия обычных алгебр с алгебрами Ли.
Для реализации систематического подхода к теории диалгебр необхо-
димо выработать единую схему для нахождения определяющих тож-
деств многообразий диалгебр.

Цель работы. Данная работа посвящена решению проблем 1–3,
относящихся к структурной теории ассоциативных конформных алгебр
бесконечного типа. Понятия и техника, разработанные для решения
этих проблем, далее применяются к теории диалгебр, что позволяет по-
строить общую схему для нахождения определяющих тождеств много-
образий диалгебр, соответствующих классическим многообразиям ал-
гебр, и доказать аналог теоремы Адо для алгебр Лейбница.

Основные результаты диссертации. В формулировках резуль-
татов 2, 3 предполагается, что основное поле k алгебраически замкнуто
и имеет характеристику нуль. Для результатов 1, 4 и 5 никаких до-
полнительных условий на поле k не требуется.

1. Введено понятие конформной алгебры над линейной алгебраи-
ческой группой G. Обычные и конформные в смысле В. Г. Каца
алгебры являются конформными алгебрами над тривиальной
группой G = {e} и аффинной прямой G = A

1 соответственно.
2. Полностью описаны неприводимые подалгебры в конформной

алгебре (над A
1) CendN , N ≥ 1. Доказаны аналоги струк-

турных теорем Веддерберна для конформных алгебр с точным
представлением конечного типа. Тем самым доказана гипо-
теза 1 и решены проблемы 1 и 2.

3. Доказано, что класс конечно-порожденных простых ассоциа-
тивных конформных алгебр над A

1 не более чем линейного ро-
ста состоит из всех алгебр, изоморфных неприводимым под-
алгебрам в CendN , N ≥ 1. Тем самым доказана гипотеза 2
и решена проблема 3.
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4. Введено понятие конформного представления алгебры Лейб-
ница и показано, что любая алгебра Лейбница имеет точное
конформное представление. Для конечномерных алгебр Лейб-
ница построено точное конформное представление конечного
типа.

5. Показано, как при помощи теории конформных алгебр объеди-
нить в рамках единого подхода все встречающиеся в литера-
туре многообразия диалгебр. Для любого однородного много-
образия алгебр Var, заданного семейством полилинейных опре-
деляющих тождеств, доказано, что каждая диалгебра много-
образия Var вкладывается в некоторую конформную алгебру
многообразия Var.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации яв-
ляются новыми.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит тео-
ретический характер. Результаты и методы работы могут быть ис-
пользованы для дальнейших исследований в области теории ассоциа-
тивных колец, конформных алгебр и диалгебр, а также для изучения
представлений конформных и вертексных алгебр, играющих важную
роль в теоретической физике. Они могут быть включены в специаль-
ные курсы для студентов и аспирантов, специализирующихся в области
алгебры.

Методы исследования. Используется общий категорный подход
к определению конформных алгебр, основанный на понятиях мультика-
тегории (псевдотензорной категории) и операды. Введенное в работе
понятие конформной алгебры над линейной алгебраической группой
(результат 1), эквивалентное понятию алгебры в мультикатегории,
ассоциированной с соответствующей координатной алгеброй Хопфа,
является основным инструментом исследования наряду с классически-
ми методами структурной теории колец: теоремой плотности Джекоб-
сона, теоремами Голди, Капланского и др.

Апробация работы. Результаты диссертации в период с 2004 по
2008 гг. были представлены на международных конференциях в Ново-
сибирске, Москве, Астане (Казахстан), Сан-Пауло (Бразилия), Сеуле
(Южная Корея), Каире (Египет), Пекине и Гуанчжоу (КНР). В част-
ности, на международных конференциях «Мальцевские чтения» (Ново-
сибирск, 2004 и 2007 гг.), «Model Theory and Algebra» (Астана, 2005),
«Cairo Algebra/Coalgebra Conference» (Каир, 2006), «2nd International
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Congress in Algebra and Combinatorics» (Пекин, 2007), «International
Workshop in Algebra and Applications» (Гуанчжоу, 2007) автором были
сделаны пленарные доклады по теме диссертации. Результаты неодно-
кратно докладывались на семинаре по теории колец им. А. И. Ширшова
Института математики СО РАН, семинаре «Алгебра и логика» Ново-
сибирского государственного университета, на математических семи-
нарах Корейского института высших исследований (г. Сеул, Южная
Корея) и на семинарах «Эварист Галуа» НГУ, Калифорнийского уни-
верситета (г. Сан-Диего, США) и на общеинститутском семинаре Ин-
ститута математики СО РАН.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации опу-
бликованы в форме статей в отечественных и зарубежных журналах
[32]–[39], а также в материалах международных конференций [40]–[45].

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из семи
глав. Она изложена на 138 страницах текста, набранного в редакцион-
но-издательской системе LATEX2ε. Список литературы, приведенный в
конце работы, содержит 76 наименований.

Содержание диссертации

Общая структура диссертации. Каждая из глав диссертации
подразделяется на параграфы. Первому параграфу каждой главы пред-
шествует краткая характеристика результатов данной главы. Нуме-
рация утверждений (лемм, теорем, предложений, следствий), а также
определений, примеров и замечаний сквозная внутри главы. Каждый
номер состоит из двух чисел: первое соответствует номеру главы, вто-
рое — порядковому номеру утверждения в данной главе. Это же пра-
вило применяется к номерам параграфов и формул (нумерация приве-
денных ниже утверждений отличается от использованной в диссерта-
ции).

Глава 1. Первая глава носит вводный характер. Для работы
с конформными алгебрами обычно используют один из трех языков:
n-произведений (В. Г. Кац [16], М. Ройтман [28]), λ-произведений
(В. Г. Кац [17]) или псевдопроизведений (Б. Бакалов, А. д’Андреа,
В. Г. Кац [2]). Здесь мы приводим необходимые определения и кон-
струкции, объясняем связи между ними и формулируем известные ре-
зультаты, непосредственно относящиеся к теме диссертации.

Глава 2. Данная глава посвящена построению общей теории для
обычных алгебр, конформных алгебр и псевдоалгебр, а также проверке
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того, что все введенные понятия и конструкции согласованы с уже из-
вестными. Это необходимо для обоснования использования введенной
техники при доказательстве основных результатов диссертации.

В § 2.1 мы приводим известные понятия мультикатегории и опе-
рады. Первое введено Дж. Ламбеком [18] и, позднее, А. Бейлинсоном
и В. Дринфельдом [3] под именем псевдотензорной категории, второе
восходит к работе Дж. Мэя [24]. На самом деле, операда — это муль-
тикатегория с единственным объектом. Мы используем специально
разработанный язык, позволяющий в дальнейшем применить эти поня-
тия к вопросам теории конформных алгебр и диалгебр. Также в этом
параграфе приводятся необходимые примеры операд.

В § 2.2 мы применяем категорный подход В. Гинзбурга и М. Ка-
пранова [14] к теории псевдоалгебр над (ассоциативной) биалгеброй H .
Именно, любую алгебру над полем k можно рассматривать как функтор
из операды Alg бинарных деревьев в мультикатегорию Veck векторных
пространств над полем k относительно полилинейнных отображений.
Если вместо поля k рассмотреть биалгебру H (например, биалгебру
многочленов k[T ], в которой T — примитивный элемент), то на классе
H-mod левых H-модулей можно так задать структуру мультикатего-
рии, что любой функтор из операды Alg в H-mod определяет псевдо-
алгебру над H (для H = k[T ], char k = 0, — конформную алгебру).
Категорный подход позволяет для любого однородного многообразия
Var, заданного полилинейными тождествами, естественным образом
определить, что есть псевдоалгебра (в частности, конформная алгебра)
многообразия Var. Важно отметить, что класс псевдоалгебр (конформ-
ных алгебр) многообразия Var не является многообразием в обычном
смысле Г. Биркгофа [5].

В § 2.3 вводится определение конформной алгебры над линейной ал-
гебраической группой. Это понятие является основным инструментом,
используемым в диссертации. Пусть G — линейная алгебраическая
группа, H = k[G] — алгебра Хопфа регулярных функций на G.

Определение 1. Левый H-модуль C, снабженный семейством би-
линейных операций (· ◦g ·) : C ×C → C, g ∈ G, называется конформной
алгеброй над G, если выполняются следующие условия:

• для любых a, b ∈ C отображение g �→ (a ◦g b) является регуляр-
ной C-значной функцией на G;

• (ha ◦g b) = h(g−1)(a ◦g b) и (a ◦g hb) =
∑
(h)

h(1)(g)h(2)(a ◦g b) для
любого h ∈ H .
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Здесь
∑
(h)

h(1) ⊗ h(2) = Δ(h), Δ : H → H ⊗H — коумножение на алгебре

регулярных функций.
Гомоморфизм конформных алгебр C1 и C2 — это такое H-линейное

отображение ϕ : C1 → C2, что ϕ(a ◦g b) = (ϕ(a) ◦g ϕ(b)) для любых
a, b ∈ C1, g ∈ G.

Доказано, что категории конформных алгебр над G и псевдоалгебр
над H = k[G] совпадают. В частности, конформные алгебры в смысле
В. Г. Каца [16] можно рассматривать как конформные алгебры над
аффинной прямой G = A

1 в смысле определения 1.
В § 2.4 показано, что определение многообразия конформных алгебр

из § 2.2 для случая, когда G = A
1, эквивалентно предложенному в ра-

боте М. Ройтмана [28] определению, использующему понятие алгебры
коэффициентов. Мы доказываем эквивалентность этих определений
при помощи построения функтора Coeff из мультикатегории H-mod,
H = k[T ], в мультикатегорию Veck.

Результаты этой главы опубликованы в [35, 38]; докладывались
на международных конференциях в Сан-Пауло («Lie and Jordan Alge-
bras, Their Representations and Applications, II», 3–8 мая 2004 г.) [40],
Каире («Cairo Algebra/Coalgebra Conference», 25–30 марта 2006 г.) [43]
и Гуанчжоу («International Workshop in Algebra and Applications», 2–4
июля 2007 г.) [44], на семинарах Института математики СО РАН в Но-
восибирске и Корейского института высших исследований в Сеуле.

Глава 3. В этой главе исследуется один из наиболее важных
примеров ассоциативных конформных алгебр. Пусть G — линейная
алгебраическая группа над алгебраически замкнутым полем k, непре-
рывно действующая слева на замкнутом подмножестве V аффинного
пространства (относительно топологии Зариского). Обозначим через
H и A алгебры регулярных функций на G и V соответственно.

В § 3.1 вводятся и исследуются понятия локальной регулярности
и трансляционной инвариантности. Алгебраическая замкнутость по-
ля k не существенна для определений, но используется в доказатель-
ствах большинства утверждений этой главы.
Определение 2. Отображение a : G → EndkM , где M — левый

A-модуль, называется локально регулярным, если для любого u ∈ M
функция a(·)u : g �→ a(g)u, g ∈ G, является регулярной. Отображение a
называется трансляционно инвариантным, если a(g)(fu) = (Lgf)a(g)u,
где (Lgf)(x) = f(gx), для любых g ∈ G, f ∈ A, u ∈M .
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Эти свойства обобщают аксиомы (C1) и (C2) конформной алгебры,
выражая их на языке свойств операторно-значных функций на G. По-
казано, что множество CendG,V M всех локально регулярных трансля-
ционно инвариантных отображений G → Endk M конечно-порожден-
ного A-модуля M является конформной алгеброй над G.

В § 3.2 доказано, что если M — свободный n-порожденный
A-модуль, то конформная алгебра CendG,V

n = CendG,V M изоморфна
дифференциальной конформной алгебре, т. е. свободному H-модулю
H ⊗ EndAM с операциями

(h ⊗ ϕ) ◦g (f ⊗ ψ) = h(g−1)(Lgf) ⊗ ϕ(Lgψ),

h, f ∈ H , ϕ, ψ ∈ EndAM , g ∈ G, где (Lgψ)u = Lg(ψ(Lg−1u)) для u ∈ M .
Всюду далее мы отождествляем CendG,V

n и H ⊗ EndAM .
Полностью описаны левые, правые и двусторонние идеалы в кон-

формной алгебре CendG,V
n . В частности, эта конформная алгебра яв-

ляется простой тогда и только тогда, когда G действует на множестве
V неприводимо.

В § 3.3 вводится и исследуется основной инструмент изучения кон-
формной алгебры CendG,G

n над линейной алгебраической группой G
(здесь мы рассматриваем действие G на себе операторами левого умно-
жения, при этом A = H = k[G]). Этим инструментом является (обыч-
ная) алгебра Wn(G) ⊆ EndkM , M � H ⊗ k

n, которая строится следую-
щим образом:

Wn(G) = Span
k
{a(g) | a ∈ Cendn, g ∈ G},

при этом

a(g)b(z) = (a ◦g b)(zg), a, b ∈ CendG,G
n , g, z ∈ G.

Мы рассматриваем Wn(G) как топологическую алгебру над k относи-
тельно индуцированной конечной топологии. Именно, последователь-
ность элементов {αk}k≥0, αk ∈ Wn(G), сходится к нулю тогда и только
тогда, когда для любого конечного множества u1, . . . , um ∈ M суще-
ствует N ≥ 1 такое, что αkui = 0 для всех k ≥ N , i = 1, . . . , m.

Ключевыми результатами являются следующие утверждения.

Лемма 1. (i) Алгебра Wn(G) является топологическим левым
H-модулем относительно дискретной топологии на H .

(ii) Конформная алгебра CendG,G
n является топологическим левым

Wn(G)-модулем относительно дискретной топологии на Cendn.
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Важно отметить, что по аксиоме трансляционной инвариантности
алгебра Wn(G) замкнута относительно умножения слева и справа на
операторы Γh, h ∈ H , где Γh : u �→ hu для u ∈ M . Это умножение от-
личается от модульного действия из леммы 1(i): последнее выражается
формулой

h · α =
∑

(h)

Γh(1)αΓh(−2) , h ∈ H, α ∈Wn(G).

Теорема 1. Если S ⊆ Wn(G) — подалгебра, действующая непри-
водимо на M , причем ΓhS, SΓh ⊆ S для любого h ∈ H , то S является
плотной подалгеброй в Endk M относительно конечной топологии.

Также в этом параграфе показано, что группа автоморфизмов кон-
формной алгебры CendG,G

n изоморфна группе топологических автомор-
физмов алгебры Wn(G).

В § 3.4 получен основной результат главы, относящийся к описанию
неприводимых подалгебр конформной алгебры CendG,G

n над линейной
алгебраической группой G. Напомним, что поле k предполагается ал-
гебраически замкнутым.
Определение 3. Подалгебра C ⊆ CendG,G

n называется неприво-
димой, если M не содержит ненулевых собственных H-подмодулей,
инвариантных относительно всех операторов вида a(g), a ∈ C, g ∈ G.

Теорема 2. Подалгебра C ⊆ CendG,G
n неприводима тогда и только

тогда, когда {(1⊗Γh)C | h ∈ H} является существенным левым идеалом
в CendG,G

n .

Последняя теорема еще не является окончательным описанием не-
приводимых подалгебр в CendG,G

n . Построение такого описания для
произвольной линейной алгебраической группы представляет собой,
по-видимому, весьма сложную задачу. В случае G = {e} теорема 2
совпадает с классической теоремой Бернсайда, а случаю G = A

1 посвя-
щена следующая глава.

Результаты этой главы докладывались на международных конфе-
ренциях в Новосибирске («Мальцевские чтения», 13–15 ноября 2007 г.)
и Пекине («2nd International Congress in Algebra and Combinatorics»,
6–11 июля 2007 г.), на семинаре по теории колец им. А. И. Ширшова
Института математики СО РАН и семинаре «Алгебра и логика» в Но-
восибирском государственном университете.

Глава 4. В этой главе мы используем результаты главы 3 для
получения полного описания неприводимых подалгебр в конформной
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алгебре Cendn = CendG,G
n для G = A

1 � (k,+), char k = 0, т. е. для
случая конформных алгебр в смысле В. Г. Каца [16] над алгебраически
замкнутым полем k.

В § 4.1 техника, разработанная в главе 3, адаптируется для иссле-
дования конформных алгебр над аффинной прямой. Вводится алге-
бра S(Cendn), порожденная операторами a(m) ∈ Endk M , a ∈ Cendn,
m ∈ Z+, где M — свободный n-порожденный левый модуль над k[A1].
Связь между преобразованиями вида a(λ), λ ∈ A

1, и a(n), n ∈ Z+,
описывается соотношением

a(λ) =
∑

s≥0

λs

s!
a(s), a ∈ Cendn .

Все основные результаты главы 3, относящиеся к свойствам алгебры
Wn(A1), переносятся на S(Cendn). В частности, S(Cendn) является
плотной подалгеброй в Endk M относительно конечной топологии.

Мы показываем, что S(Cendn) топологически изоморфна матрич-
ной алгебре Mn(A1), где A1 = k〈p, q | qp − pq = 1〉 — первая алге-
бра Вейля, рассматриваемая относительно q-адической топологии. Это
позволяет свести многие проблемы, касающиеся конформной алгебры
Cendn, к изучению алгебры Mn(A1).

Для любой подалгебры (или одностороннего идеала) C конформной
алгебры Cendn множество операторов S(C) = {a(m) | a ∈ C, m ∈ Z+}
образует подалгебру (или односторонний идеал) в Mn(A1); любой ав-
томорфизм конформной алгебры Cendn индуцирует автоморфизм ал-
гебры Mn(A1). Все подалгебры вида S(C) инвариантны относительно
операции [·, p], которая представляет собой формальное дифференциро-
вание по переменной q; любой автоморфизм алгебры Mn(A1), индуци-
рованный автоморфизмом конформной алгебры Cendn, коммутирует
с операцией [·, p] и является непрерывным относительно q-адической
топологии.

Следующее утверждение существенно используется ниже при до-
казательстве основного результата главы, но оно также представляет
самостоятельный интерес.

Теорема 3. Пусть θ — автоморфизм алгебры Mn(A1), коммути-
рующий с операцией [·, p]. Тогда

θ = θα,P,h : a(p, q) �→ P−1(p)a(p + α, q− h(p))P (p)

для подходящих α ∈ k, h(p) ∈ k[p], P, P−1 ∈ Mn(k[p]).
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Автоморфизм вида θα,P,h является непрерывным тогда и только
тогда, когда h(p) = 0.

В качестве элементарного следствия теоремы 3 получаем описание
автоморфизмов конформной алгебры Cendn из [7].

В § 4.2 собраны результаты технического характера, необходимые
для полного описания неприводимых подалгебр в Cendn. Здесь ис-
следованы подалгебры S ⊆ Mn(A1), которые имеют вид S = S(C),
где C — некоторая конформная подалгебра в Cendn, удовлетворяющие
условию

⊕

m≥0

pmS = Mn(A1). (2)

В частности, размерность Гельфанда — Кириллова таких алгебр равна
единице. Основным результатом этого параграфа является

Теорема 4. Если S = S(C) для некоторой подалгебры C ⊂ Cendn

и S удовлетворяет условию (2), то существует автоморфизм Θ кон-
формной алгебры Cendn такой, что Θ(C) = Curn.

В § 4.3 завершается описание неприводимых подалгебр в Cendn. Из
теоремы 2, примененной к случаю G = A

1, вытекает, что для любой
неприводимой подалгебры C ⊆ Cendn подалгебра S(C) ⊆ Mn(A1) обла-
дает следующим свойством:

∑

m≥0

pmS(C) = Mn(A1)Q(p), (3)

где Q(p) ∈ Mn(k[p]), detQ 	= 0. Рассматриваются следующие три слу-
чая.

1. Сумма (3) прямая.
2. Пространства S(C) и pS(C) имеют ненулевое пересечение.
3. Сумма (3) не прямая, но S(C) ∩ pS(C) = 0.

Мы показываем, что в случае 1 матрица Q имеет определитель,
равный ненулевой константе. Поэтому без ограничения общности мож-
но считать, что Q — единичная матрица. Из теоремы 4 следует, что
C = Θ(Curn), где Θ — автоморфизм конформной алгебры Cendn. При
этом S(C) = θ0,P,0(Mn(k[q])), где θ0,P,0 — автоморфизм из теоремы 3.

В случае 2 получаем равенство S(C) = Mn(A1)Q(p) и, следова-
тельно, C = Cendn,Q. Наконец, показываем, что случай 3 невозможен.
Таким образом, доказан основной результат главы.
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Теорема 5. Пусть C — неприводимая подалгебра в Cendn. Тогда
либо C = Cendn,Q, detQ 	= 0, либо существует такой автоморфизм Θ
конформной алгебры Cendn, что C = Θ(Curn).

Результаты этой главы опубликованы в [32, 34]; докладывались
на международных конференциях в Сан-Пауло («Lie and Jordan Alge-
bras, Their Representations and Applications, II», 3–8 мая 2004 г.) [40],
и Новосибирске («Мальцевские чтения», 16–18 ноября, 2004 г.), на се-
минарах Института математики СО РАН в Новосибирске, Калифор-
нийского университета в Сан-Диего и Корейского института высших
исследований в Сеуле.

Глава 5. В этой главе мы применяем полученные выше резуль-
таты для построения структурной теории ассоциативных конформ-
ных алгебр над аффинной прямой с точным представлением конечного
типа, т. е. таких, которые могут быть вложены в алгебру конформ-
ных эндоморфизмов конечно-порожденного модуля над алгеброй мно-
гочленов. Как и в предыдущей главе, поле k алгебраически замкнуто
и char k = 0. В частности, мы обобщаем результаты работ [9, 17, 31],
относящиеся к ассоциативным конформным алгебрам конечного типа.

Напомним, что если ассоциативная конформная алгебра C имеет
точное представление конечного типа, то C является подалгеброй в кон-
формной алгебре CendM , где M — конечно-порожденный модуль над
алгеброй многочленов H = k[T ].

В § 5.1 решена проблема 2: доказан следующий аналог структурных
теорем Веддерберна.

Теорема 6. Пусть C — ассоциативная конформная алгебра с точ-
ным представлением конечного типа Тогда:

(i) существует наибольший нильпотентный идеал N(C) в C;
(ii) если C проста, то C изоморфна либо Curn, либо Cendn,Q, n ≥ 1,

detQ 	= 0;
(iii) если C полупроста, т. е. не имеет ненулевых нильпотентных

идеалов, то C =
N⊕

s=1
Is, где Is, s = 1, . . . , N , — простые конформные

алгебры, являющиеся идеалами в C, описанные в пункте (ii).

Естественный вопрос, верен ли аналог теоремы об отщеплении ра-
дикала для данного класса конформных алгебр, рассмотрен в § 5.2. От-
вет на этот вопрос оказывается более сложным, чем в классическом
случае.
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Теорема 7. Пусть C — подалгебра в CendM , и пусть R = N(C) —
наибольший нильпотентный идеал в C. Если C/R унитальна, т. е. со-
держит конформную единицу в смысле [26], то существует полупростая
подалгебра S в C такая, что C = S ⊕R.

Условие унитальности полупростой конформной алгебры эквива-
лентно тому, что в представлении теоремы 6(iii) все слагаемые Is изо-
морфны либо Curns , либо Cendns , ns ≥ 1.

В заключение параграфа мы приводим пример, показывающий, что
без условия унитальности теорема 7 неверна.

В § 5.3 рассматривается приложение результатов § 5.1, 5.2 к струк-
турной теории алгебр дифференциальных операторов. Мы приводим
аксиоматическое описание класса алгебр, которые естественным обра-
зом связаны с конформными алгебрами, имеющими точное представле-
ние конечного типа. Непосредственные следствия теорем 5–7 позво-
ляют определить структуру таких алгебр.

Результаты этой главы опубликованы в [34, 36, 37]; докладыва-
лись на международных конференциях в Сан-Пауло («Lie and Jordan
Algebras, Their Representations and Applications, II», 3–8 мая 2004 г.)
[40], Сеуле («Seventh Asian Symposium on Computer Mathematics», 8–
10 декабря 2005 г.) [42], Каире («Cairo Algebra/Coalgebra Conference»,
25–30 марта 2006 г.) [43] и Пекине («2nd International Congress in Al-
gebra and Combinatorics», 6–11 июля 2007 г.), на семинарах Института
математики СО РАН в Новосибирске, Калифорнийского университета
в Сан-Диего и Корейского института высших исследований в Сеуле.

Глава 6. Данная глава посвящена решению проблемы 3, кото-
рая возникла в рамках одного из подходов к решению проблем 1 и 2
[26, 27, 31]. Априорная связь между классами конформных алгебр из
проблем 1 и 3 не очевидна. Несмотря на это, удается показать, что лю-
бая конечно-порожденная простая ассоциативная конформная алгебра
линейного роста имеет точное неприводимое представление конечного
типа. Как и в предыдущей главе, поле k предполагается алгебраически
замкнутым, char k = 0.

В § 6.1 мы вводим понятие размерности Гельфанда — Кириллова
(GKdim) для модулей над ассоциативной конформной алгеброй. Для
регулярного (левого или правого) модуля это число совпадает с размер-
ностью Гельфанда — Кириллова конформной алгебры из [26]. Основ-
ные свойства этого понятия во многом аналогичны свойствам размер-
ности Гельфанда — Кириллова обычных алгебр.
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В этом же параграфе доказывается ключевое утверждение техни-
ческого характера (здесь мы приводим его в несколько меньшей общ-
ности).

Предложение 1. Пусть C — конечно-порожденная конформная
алгебра такая, что C ◦ω C = C, и пусть a ∈ C. Рассмотрим

Ia := a ◦0 C +
⋃

n≥1

KerC(a ◦0 ·)n ⊆ C.

Если Ia 	= C, то существует неприводимый конечно-порожденный пра-
вый C-модуль V такой, что

GKdimC V ≤ GKdimC − 1.

В § 6.2 рассматривается важный инструмент исследования конфор-
мной алгебры C в данной главе: алгебра A0 операторов 0-умножения
a(0) = (a ◦0 ·) ∈ Endk C, a ∈ C. Показано, в частности, что GKdimA0 ≤
GKdimC.

Основные результаты главы получены в § 6.3. Из предложения 1
следует, что если C — простая конечно-порожденная ассоциативная
конформная алгебра и GKdimC = 1, то либо C имеет точный модуль
V конечного типа (GKdimC V = 0), либо для любого a ∈ C выпол-
няется равенство Ia = C. В первом случае C удовлетворяет условиям
теоремы 6(ii), во втором случае соответствующая алгебра A = A0 обла-
дает следующим свойством: для любого a ∈ C существует n ≥ 0 такое,
что

a(0)A + AnnA a(0)n = A. (4)

Следующее утверждение играет в нашей работе вспомогательную
роль, но представляет самостоятельный интерес для теории колец и
алгебр.

Предложение 2. Если A — конечно-порожденная алгебра такая,
что GKdimA ≤ 1 и для любого α ∈ A существует n ≥ 0, при котором
αA+ AnnA α

n = A, то A является конечномерной.

В оставшейся части параграфа доказано, что для конечно-порож-
денной простой ассоциативной конформной алгебры C такой, что
GKdimC ≤ 1, алгебра 0-умножений A = A0 обладает свойством (4)
тогда и только тогда, когда GKdimC = 0, т. е. это конформная ал-
гебра конечного типа. В этом случае C � CurN по теореме 6, что
доказывает гипотезу 2.
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Теорема 8. Пусть C — конечно-порожденная простая ассоциатив-
ная конформная алгебра такая, что GKdimC = 1. Тогда C � CendN,Q,
N ≥ 1, detQ 	= 0.

Следует отметить, что в наше доказательство не использует ча-
стичные результаты, полученные в работах [26, 31]. Теорема 8 позво-
ляет классифицировать конечно-порожденные простые ассоциативные
конформные алгебры с точностью до изоморфизма. Действительно,
в [7] было показано, что CendN1,Q1 � CendN2,Q2 тогда и только тогда,
когда N1 = N2 и существует такой скаляр α ∈ k, что матрицы Q1(x)
и Q2(x+ α) имеют одинаковую каноническую диагональную форму.

Результаты этой главы опубликованы в [34, 33]; докладывались
на международных конференциях в Астане («Model Theory and Alge-
bra», 18–22 июля 2005 г.) [41], Новосибирске («Мальцевские чтения»,
13–15 ноября 2007 г.) и Пекине («2nd International Congress in Alge-
bra and Combinatorics», 6–11 июля 2007 г.), на семинарах Института
математики СО РАН в Новосибирске и Корейского института высших
исследований в Сеуле.

Глава 7. В данной главе мы применим технику, разработанную
в главах 2 и 3, к теории диалгебр. Оказывается, что такие классы алге-
браических систем, как конформные алгебры (псевдоалгебры) и диал-
гебры, тесно связаны между собой, несмотря на совершенно различное
происхождение.

Напомним, что диалгеброй называют линейное пространство над
полем k с двумя билинейными операциями � и 
. По любой конформ-
ной алгебре (псевдоалгебре) C можно каноническим образом построить
диалгебру, обозначаемую через C(0).

В § 7.1 мы строим операду Dialg, которая является аналогом опе-
рады Alg. Любую диалгебру можно рассматривать как функтор из
Dialg в мультикатегорию Veck.

Все встречающиеся в литературе классы диалгебр (коммутатив-
ные, ассоциативные и альтернативные, введенные в работах [8], [23]
и [20] соответственно) удовлетворяют следующим тождествам:

(x1 
 x2) � x3 = (x1 � x2) � x3, x1 
 (x2 � x3) = x1 
 (x2 
 x3). (5)

Нами установлено, что эти тождества определяют многообразие всех
диалгебр, вложимых в конформные алгебры (псевдоалгебры).

Этот факт используется в § 7.2 для того, чтобы ввести общее опре-
деление Var-диалгебры для произвольного однородного многообразия
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алгебр Var, определенного семейством полилинейных тождеств Σ. Най-
ден способ, позволяющий в явном виде выписать определяющие тож-
дества многообразия Var-диалгебр. Для многообразий ассоциативных,
альтернативных и коммутативных алгебр полученные тождества экви-
валентны введенным ранее в [23], [20] и [8]. Понятие диалгебры Ли
оказывается эквивалентным понятию алгебры Лейбница.

В § 7.3 доказан первый из основных результатов главы.
Теорема 9. Для любой Var-псевдоалгебры C диалгебра C(0) при-

надлежит многообразию Var. Для любой Var-диалгебры A существует
Var-псевдоалгебра CVar(A) такая, что A ⊆ CVar(A)(0).

Этот результат развит в § 7.4, где вводится понятие конформного
представления для алгебр Лейбница и ассоциативных диалгебр. Вто-
рым основным результатом главы является аналог теоремы Адо для
алгебр Лейбница.
Определение 4. Конформным представлением левой алгебры

Лейбница L над линейной алгебраической группой G называется ли-
нейное отображение ρ : L → CendM (0), где M — левый модуль над
H = k[G], такое, что ρ([ab]) = ρ(a) � ρ(b) − ρ(b) 
 ρ(a) для всех a, b ∈ L.
Если M является конечно-порожденным H-модулем, то ρ называется
представлением конечного типа.

Теорема 10. Если G — такая линейная алгебраическая группа,
что H = k[G] содержит примитивный элемент, то любая (конечномер-
ная) алгебра Лейбница имеет точное конформное представление (ко-
нечного типа) над G.

Результаты этой главы опубликованы в [38, 39]; докладывались на
международных конференциях в Новосибирске («Мальцевские чтения»,
14–16 ноября 2006 г. и 13–15 ноября 2007 г.), Гуанчжоу («International
Workshop in Algebra and Applications», 2–4 июля 2007 г.) [44] и Мо-
скве («Transformation Groups», 17–22 декабря 2007 г.) [45], а также на
семинарах Института математики СО РАН в Новосибирске и Новоси-
бирского государственного университета.

Я благодарен своему научному консультанту Л. А. Бокутю за его
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ния по теме диссертации, а также всем сотрудникам лаборатории тео-
рии колец и в целом отдела алгебры Института математики СО РАН,
в особенности В. Н. Желябину, В. Д. Мазурову и И. П. Шестакову.
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