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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ êîíôîð-

ìíûõ àëãåáð � ñðàâíèòåëüíî íîâàÿ è àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü
àëãåáðû. Èíòåðåñ ê ýòîé òåîðèè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îíà ñâÿçàíà ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêîé. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé èçó÷åíèÿ êîíôîðìíûõ àë-
ãåáð ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàñøèðåíèé êîíôîðìíûõ àëãåáð. Â äàííîé
äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñøèðåíèÿ àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ
àëãåáð.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîé àëãåáðû áûëî ñôîðìóëèðî-
âàíî Â.Ã. Êàöåì â ðàáîòå [9] êàê àêñèîìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèíãóëÿðíîé
÷àñòè ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (operator product expan-
sion, OPE) êèðàëüíûõ ïîëåé â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Êèðàëüíûå
ïîëÿ (èëè ôîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåñêîíå÷-
íûå â îáå ñòîðîíû ðÿäû

∑

n∈Z
anz−n−1

ñ êîýôôèöèåíòàìè â íåêîòîðîé àëãåáðå A (îáû÷íî â êà÷åñòâå àëãåáðû A
ðàññìàòðèâàþò àëãåáðó Ëè gl(V ) ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C). Ïðîèçâåäåíèå ôîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íå
âñåãäà îïðåäåëåíî, òàê êàê ìîæåò ïðèâîäèòü ê áåñêîíå÷íûì ñóììàì â
êîýôôèöèåíòàõ. Äëÿ âçàèìíî ëîêàëüíûõ ôîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ OPE, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò çàìåíèòü óìíîæåíèå ðÿäîâ
ñ÷åòíûì íàáîðîì áèëèíåéíûõ îïåðàöèé ◦n, n ∈ Z+.

Ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïèñûâàåò íåêîòî-
ðûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíî ëîêàëüíûõ ôîðìàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîíÿòèþ êîíôîðìíîé àëãåáðû Ëè. Àñ-
ñîöèàòèâíûå êîíôîðìíûå àëãåáðû âîçíèêàþò êàê ìîäóëè êîíôîðìíûõ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Äðóãîé ïîäõîä â òåîðèè êîíôîðìíûõ àëãåáð ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì
ïñåâäîòåíçîðíîé êàòåãîðèè, êîòîðîå áûëî ââåäåíî À.À. Áåéëèíñîíîì
è Â.Ã. Äðèíôåëüäîì â ðàáîòå [3]: êîíôîðìíàÿ àëãåáðà � ýòî àëãåáðà â
ïñåâäîòåçîðíîé êàòåãîðèè M(H), àññîöèèðîâàííîé ñ ïîëèíîìèàëüíîé
àëãåáðîé H = k[D] íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè 0 (ñì. [1]). Îáúåêòà-
ìè â ýòîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ëåâûå óíèòàëüíûå H-ìîäóëè, è àëãåáðîé
â M(H) íàçûâàåòñÿ ìîäóëü C ∈ M(H) ñ H ⊗ H-ëèíåéíîé îïåðàöèåé
∗ : C ⊗ C → (H ⊗ H) ⊗H C. Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü è äðóãèå òîæäåñòâà èìåþò
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â íåì åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íàÿ àëãåáðà íàä
ïîëåì k � ýòî àëãåáðà â ïñåâäîòåíçîðíîé êàòåãîðèè M(k).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòå-
ñòâåííûì äëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
EndU êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà U . À èìåííî, åñëè V
� êîíå÷íî-ïîðîæäåííûé H-ìîäóëü, òî âñå åãî êîíôîðìíûå ýíäîìîð-
ôèçìû (ñì. [1, 6, 9]) îáðàçóþò àññîöèàòèâíóþ êîíôîðìíóþ àëãåáðó,
êîòîðóþ îáîçíà÷àþò Cend V .

Â ðàáîòå À. ä'Àíäðåà è Â.Ã. Êàöà [6] áûëè îïèñàíû ïðîñòûå è ïîëó-
ïðîñòûå ëèåâû êîíôîðìíûå àëãåáðû êîíå÷íîãî òèïà. Â ðàáîòå Å. Çåëü-
ìàíîâà [17] áûë äîêàçàí àíàëîã ¾îñíîâíîé¿ òåîðåìû Âåääåðáåðíà îá
îòùåïëåíèè ðàäèêàëà äëÿ àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð êîíå÷íî-
ãî òèïà. Â áîëåå øèðîêîì êëàññå àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð,
èìåþùèõ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîãî òèïà, àíàëîãè ñòðóêòóðíûõ
òåîðåì áûëè äîêàçàíû Ï.Ñ. Êîëåñíèêîâûì [10, 11].

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð ÿâ-
ëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Âåääåðáåðíà î ñòðîåíèè ñåïàðàáåëüíûõ
àëãåáð.

Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ ðàäèêàëîì
R = Rad(A). Åñëè A/ Rad(A) � ñåïàðàáåëüíàÿ àëãåáðà, òî ñóùåñòâóåò
ïîäàëãåáðà S ⊆ A òàêàÿ, ÷òî A ðàâíà ïðÿìîé ñóììå ïðîñòðàíñòâ
S ⊕ Rad(A).

Â 1945 ã. Ã. Õîõøèëüä ââåë ïîíÿòèå êîãîìîëîãèé äëÿ àññîöèàòèâ-
íûõ àëãåáð è äîêàçàë òåîðåìó î òðèâèàëüíîñòè ãðóïïû êîãîìîëîãèé
äëÿ (ïîëó)ïðîñòûõ àëãåáð ýòîãî êëàññà [7]. Îí òàêæå ïîêàçàë, ÷òî òåî-
ðåìà Âåääåðáåðíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òðèâèàëüíîñòè âòîðîé ãðóïïû
êîãîìîëîãèé àëãåáðû ìàòðèö íàä ïîëåì.

Ïîäõîä ê òåîðèè êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà àññîöèàòèâíûõ êîíôîðì-
íûõ àëãåáð áûë ïðåäëîæåí Á. Áàêàëîâûì, Â.Ã. Êàöåì è À. Âîðîíîâûì
[2]. Â îïðåäåëåíèè êîãîìîëîãèé àâòîðû èñïîëüçîâàëè òàê íàçûâàåìûå
λ-ïðîèçâåäåíèÿ. Îäíàêî ýòîò ïîäõîä íå áûë ðàçâèò â äîëæíîé ìåðå.
Òàêæå â ýòîé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ãðóïïû êîãî-
ìîëîãèé Õîõøèëüäà êîíôîðìíîé àëãåáðû CendV .

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå öåëè äàííîé ðàáîòû:
• ðàçðàáîòêà äðóãîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ êîíôîðìíûõ êîãî-

ìîëîãèé Õîõøèëüäà, êîòîðûé èñïîëüçóåò ÿçûê ïñåâäîàëãåáð;
• èññëåäîâàíèå ñâÿçè ìåæäó ðàñøèðåíèÿìè àññîöèàòèâíûõ êîí-

ôîðìíûõ àëãåáð è èõ âòîðîé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé;
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• ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ðàñøèðåíèé
àëãåáðû Cendn êîíôîðìíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâîáîä-
íîãî n-ïîðîæäåííîãî k[D]-ìîäóëÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ øè-
ðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð
è ïñåâäîàëãåáð.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
(1) äàíî îïðåäåëåíèå êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà àññîöèàòèâíûõ êîí-

ôîðìíûõ àëãåáð;
(2) ïîëó÷åíà òåîðåìà î ñâÿçè ýëåìåíòîâ âòîðîé ãðóïïû êîãîìî-

ëîãèé àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðû è åå ñèíãóëÿðíûõ
ðàñøèðåíèé;

(3) äîêàçàíà òðèâèàëüíîñòü âòîðîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé Õîõøèëü-
äà êîíôîðìíîé àëãåáðû Âåéëÿ W.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è
ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà èìååò òåî-
ðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåé-
øåì èçó÷åíèè àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð è èõ êîãîìîëîãèé
Õîõøèëüäà, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî ñòðóêòóðíîé òåîðèè êî-
ëåö.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
ñåìèíàðå ïî òåîðèè êîëåö èì. À.È. Øèðøîâà (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ), ñåìèíàðå
�Àëãåáðà è ëîãèêà� (ÍÃÓ), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ìàëüöåâñêèå
÷òåíèÿ� â 2005�2007 ãã. (Íîâîñèáèðñê), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
�Àëãåáðà è åå ïðèëîæåíèÿ� â 2007 ã. (Êðàñíîÿðñê), Ìåæäóíàðîäíîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Ä.Ê. Ôàääååâà â 2007 ã. (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëè-
êîâàíû â ôîðìå ñòàòåé [18]�[19], ïðåïðèíòà [20] à òàêæå â ìàòåðèàëàõ
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé [21]�[23].

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è 5 ãëàâ.
Îíà èçëîæåíà íà 51 ñòðàíèöå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò èç 17 íà-
èìåíîâàíèé.

5



Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Êàæäàÿ èç ãëàâ äèññåðòàöèè
ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà ïàðàãðàôû. Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé (ëåìì, òåîðåì,
ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé), à òàêæå îïðåäåëåíèé, ïðèìåðîâ è çàìå÷àíèé
ñêâîçíàÿ. Êàæäûé íîìåð ïàðàãðàôà ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: ïåðâîå ñî-
îòâåòñòâóåò íîìåðó ãëàâû, âòîðîå � ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ïàðàãðàôà â
äàííîé ãëàâå (íóìåðàöèÿ ïðèâåäåííûõ íèæå óòâåðæäåíèé îòëè÷àåòñÿ
îò èñïîëüçîâàííîé â äèññåðòàöèè).

Ãëàâà 1. Â ýòîé ãëàâå äàíû íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î êîíôîðìíûõ àë-
ãåáðàõ. Ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîé àëãåáðû íà ÿçûêå ◦n-ïðîèç-
âåäåíèé, n ∈ Z+, [9, 13] è â òåðìèíàõ λ-ïðîèçâåäåíèé [8]. Ïðèâåäåíû
îñíîâíûå òîæäåñòâà, îïðåäåëÿþùèå ìíîãîîáðàçèå àññîöèàòèâíûõ êîí-
ôîðìíûõ àëãåáð.

Ãëàâà 2. Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïñåâäîòåíçîðíûì êàòåãîðèÿì
è ïñåâäîàëãåáðàì. Ïñåâäîòåíçîðíûå êàòåãîðèè ïîçâîëÿþò óíèôèöèðî-
âàòü ïîíÿòèÿ îáû÷íîé àëãåáðû è êîíôîðìíîé àëãåáðû.

Â � 2.1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá àëãåáðàõ Õîïôà, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

Â � 2.2 äàíî ïîíÿòèå ïñåâäîòåíçîðíîé êàòåãîðèè. Ïåðâîíà÷àëüíî
ïîíÿòèå ìóëüòèêàòåãîðèè ââåë Äæ. Ëàìáåê â [12]. Ïîçäíåå ýòîò îáú-
åêò À. Áåéëèíñîí, Â. Äðèíôåëüä íàçâàëè ïñåâäîòåíçîðíîé êàòåãîðèåé
[3]. Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå äàíî îïðåäåëåíèå ïñåâäîàëãåáðû, ïîêàçàíà
ñâÿçü ìåæäó ïñåâäîàëãåáðàìè è êîíôîðìíûìè àëãåáðàìè.

Â � 2.3 ðàññìîòðåíà ïñåâäîòåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ M(H), àññîöèèðî-
âàííàÿ ñ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðîé Õîïôà H = k[D]. Ïîêàçàíî, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èçîìîðôíî ïðîñòðàí-
ñòâó ëîêàëüíî ðåãóëÿðíûõ, òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé íà
k.

Â � 2.4 ïðèâåäåíî ïîíÿòèå ïñåâäîëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé Chom(U, V ) èç H-ìîäóëÿ U â H-
ìîäóëü V íàäåëåíî ñòðóêòóðîé H-ìîäóëÿ. Åñëè U � êîíå÷íî-ïîðîæäåí-
íûé H-ìîäóëü, òî äëÿ ëþáûõ φ ∈ Chom(V, W ), ψ ∈ Chom(U, V ) îïðåäå-
ëåíà êîìïîçèöèÿ φ◦ψ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðåãóëÿðíûì è òðàíñ-
ëÿöèîííî èíâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì.

Ãëàâà 3. Â ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîíôîðìíîãî ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî êîíôîðìíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç H-
ìîäóëÿ U â H-ìîäóëü V òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ Chom(U, V ). Åñëè U = V ,
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òî Chom(U,U) îáîçíà÷àåòñÿ Cend U . Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé ãëà-
âû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî H-ìîäóëÿ U Cend U ÿâëÿåò-
ñÿ àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè êîí-
ôîðìíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Â � 3.2 ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåðû àëãåáð êîíôîðìíûõ
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: àëãåáðà Cendn êîíôîðìíûõ ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñâîáîäíîãî êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî H-ìîäóëÿ U = H ⊗ kn

è åå ïîäàëãåáðà Curn.
Â ðàáîòàõ [8, 10, 13] äîêàçàíî, ÷òî àëãåáðû Cendn è H ⊗Mn(k[v])

èçîìîðôíû (çäåñü v � ôîðìàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ). Ïîýòîìó êàæäûé ýëå-
ìåíò a ∈ Cendn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a =
∑

s>0

(−D)(s) ⊗As(v) ∈ H ⊗Mn(k[v]).

Ïðè ýòîì êîíôîðìíûå îïåðàöèè ◦m, m ∈ Z+, çàäàíû ïðàâèëîì
(1⊗A) ◦m (1⊗B) = 1⊗A∂m

v (B),

ãäå A, B ∈ Mn(k[v]), ∂m
v = ∂m/∂vm.

Îáîçíà÷èì x = 1⊗vE, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â Mn(k). Àëãåáðà
Cendn (êàê êîíôîðìíàÿ àëãåáðà) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè eij , i, j =
1, . . . , n, è x, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

eij ◦m ekl = δm,0δj,keil, m > 0, (1)
eij ◦0 x = x ◦0 eij , (2)

eij ◦1 x = eij , eij ◦m x = 0, m > 2, (3)
x ◦m eij = 0, m > 1, (4)

∑

i

eii ◦0 x =
∑

i

x ◦0 eii = x. (5)

Äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñîîòíîøåíèÿ (1)�(5) ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòå-
ìó ñîîòíîøåíèé â Cendn.

Â �3.3 äàíî îïðåäåëåíèå ïðàâîãî (ëåâîãî) ìîäóëÿ, áèìîäóëÿ íàä àñ-
ñîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðîé íà ÿçûêå ◦n-ïðîèçâåäåíèé, n ∈ Z+,
λ-ïðîèçâåäåíèÿ è ïñåâäîïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàçàí àíàëîã ëåììû Äîíãà
äëÿ ìîäóëåé.

Ãëàâà 4. Â äàííîé ãëàâå ìû ââîäèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êî-
ãîìîëîãèé àññîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
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ãëàâû 3, ðàçðàáàòûâàåì òåõíèêó èçó÷åíèÿ ðàñøèðåíèé àññîöèàòèâíûõ
êîíôîðìíûõ àëãåáð.

Â � 4.1 ìû ââîäèì êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîãîìîëîãèé àññîöè-
àòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð: ïîíÿòèå n-êîöåïè, äèôôåðåíöèàëà, êîí-
ôîðìíûõ êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü V � áèìîäóëü íàä àññîöèàòèâíîé êîíôîðì-
íîé àëãåáðîé C. Îòîáðàæåíèå

ϕ : C⊗n → (H⊗n)⊗H V,

íàçûâàåòñÿ n-êîöåïüþ àëãåáðû C ñ êîýôôèöèåíòàìè â V , åñëè îíî H-
ïîëèëèíåéíî, òî åñòü ϕ(h1a1 ⊗ . . .⊗ hnan) = (h1 ⊗ . . .⊗ hn ⊗H 1)ϕ(a1 ⊗
. . .⊗ an).

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå δn : Cn(C, V ) → Cn+1(C, V ), îïðå-
äåëåííîå ïî ïðàâèëó

(δnϕ)(a1, . . . , an+1) =a1 ∗ ϕ(a2, . . . , an+1)+
n∑

i=1

(−1)iϕ(a1, . . . , ai ∗ ai+1, . . . , an+1)+

(−1)n+1ϕ(a1, . . . , an) ∗ an+1,

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì.
Äîêàçàíî, ÷òî δn+1δn = 0.
Ïîíÿòèÿ n-êîöèêëà, n-êîãðàíèöû îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå, êàê â òåî-

ðèè êîãîìîëîãèé îáû÷íûõ àëãåáð: n-êîöåïü ϕ íàçûâàåòñÿ n-êîöèêëîì,
åñëè δnϕ = 0, è íàçûâàåòñÿ n-êîãðàíèöåé, åñëè ñóùåñòâóåò (n − 1)-
êîöåïü ψ òàêàÿ, ÷òî ϕ = δn−1ψ. Ìíîæåñòâî n-êîöåïåé îáîçíà÷àåòñÿ
Cn(C, V ), n-êîöèêëîâ � Zn(C, V ), ìíîæåñòâî n-êîãðàíèö � Bn(C, V ).
Òîãäà Zn(C, V ) = ker δn, Bn(C, V ) = Im δn−1.

Îïðåäåëåíèå 3. n-îé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà àëãåáðû C
ñî çíà÷åíèÿìè â áèìîäóëå V íàçûâàåòñÿ H-ìîäóëü

Hn(C, V ) = Zn(C, V )/Bn(C, V ).

Åñëè ϕ ∈ C2(C, V ), òî â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé ãëàâû äëÿ
ëþáûõ a, b ∈ C ýëåìåíò ϕ(a, b) åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

ϕ(a, b) =
∑

s>0

((−D)(s) ⊗ 1)⊗H ϕs(a, b),

ãäå ϕs(a, b) ∈ V .
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Äàíî îïèñàíèå 1- è 2-êîöèêëîâ â òåðìèíàõ ◦n-ïðîèçâåäåíèé.

Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü C � àññîöèàòèâíàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà, V
� C-áèìîäóëü. Åñëè ϕ ∈ Z1(C, V ), òî äëÿ âñåõ a, b ∈ C, n ∈ Z+ âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

ϕ(a ◦n b) = a ◦n ϕ(b) + ϕ(a) ◦n b.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü C � àññîöèàòèâíàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà, V
� C-áèìîäóëü. Åñëè ϕ ∈ Z2(C, V ), òî äëÿ âñåõ a, b, c ∈ C, m, n ∈ Z+

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

a◦mϕn(b, c)+ϕm(a, b◦nc) =
∑

s>0

(
m

s

)
(ϕn+s(a◦m−sb, c)+ϕm−s(a, b)◦n+sc).

Â � 3.2 èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âòîðîé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé è ðàñ-
øèðåíèÿìè àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðû.

Ìû íàçûâàåì ðàñøèðåíèåì êîíôîðìíîé àëãåáðû C ïàðó (B, σ), ãäå
B � êîíôîðìíàÿ àëãåáðà, σ : B → C � ýïèìîðôèçì êîíôîðìíûõ àë-
ãåáð. Ðàñøèðåíèå (B, σ) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, åñëè ÿäðî ðàñøèðå-
íèÿ kerσ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó kerσ ◦ω kerσ = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü C � àññîöèàòèâíàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ïðîåêòèâíûì H-ìîäóëåì, è M � íåêîòîðûé C-áèìîäóëü. Òîãäà
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè âòî-
ðîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé H2(C,M) è êëàññàìè èçîìîðôíûõ ñèíãóëÿð-
íûõ ðàñøèðåíèé àëãåáðû C, ÿäðà êîòîðûõ èçîìîðôíû M .

Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àññîöèàòèâ-
íîé êîíôîðìíîé àëãåáðû C, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîåêòèâíûì H-ìîäóëåì, è
åå ñèíãóëÿðíîãî ðàñøèðåíèÿ (B, σ) ñ ÿäðîì kerσ = M ìîæíî îïðåäå-
ëèòü H-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ρ : C → B òàêîå, ÷òî

σρ = id .

Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕρ : C × C → M , îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì

ϕρ(a, b) = ρ(a) ∗ ρ(b)− (id⊗ id⊗Hρ)(a ∗ b), a, b ∈ C,

ÿâëÿåòñÿ 2-êîöèêëîì, ò. å. ϕρ ∈ Z2(C, M).
Äëÿ áèìîäóëÿ M íàä àññîöèàòèâíîé êîíôîðìíîé àëãåáðîé C è êî-

öèêëà ϕ ∈ C2(C, M) ïîñòðîåíî ñèíãóëÿðíîå ðàñøèðåíèå B àëãåáðû C
ñ ïîìîùüþ áèìîäóëÿ M , ðàâíîå ïðÿìîé ñóììå C ⊕M êàê H-ìîäóëåé.
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Ðàñøèðåíèå B ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
∗, çàäàííîé ðàâåíñòâîì

(a1 + u1) ∗ (a2 + u2) = a1 ∗ a2 + a1 ∗ u2 + u1 ∗ a2 + ϕ(a1, a2),

ãäå a1 + u1, a2 + u2 ∈ B. Ïîñòðîåííîå ðàñøèðåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
(C; M,ϕ).

Ëåììà 1. Åñëè ϕ ∈ Z2(C, M), òî B = (C; M, ϕ) � àññîöèàòèâíàÿ
êîíôîðìíàÿ àëãåáðà.

Òåîðåìà 2. Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà C îòùåïëÿåìà â ñèíãóëÿðíîì
ðàñøèðåíèè (B, σ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîöèêë ϕρ òðèâèàëåí â
H2(C, kerσ).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè H2(C, M) = 0 äëÿ ëþáîãî C-áèìîäóëÿ M , òî
êîíôîðìíàÿ àëãåáðà C îòùåïëÿåìà â ëþáîì ðàñøèðåíèè ñ íèëüïîòåíò-
íûì ÿäðîì.

Ãëàâà 5. Â ýòîé ãëàâå ìû ïðèìåíÿåì ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé àññîöèàòèâíûõ êîíôîðì-
íûõ àëãåáð Cendn è Curn.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå èäåìïîòåíòà è (êîíôîðìíîé) åäèíèöû êîí-
ôîðìíîé àëãåáðû [16]. Ýëåìåíò e ∈ C íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì êîí-
ôîðìíîé àëãåáðû C, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

e ◦0 e = e, e ◦n e = 0 äëÿ âñåõ n > 1.

Èäåìïîòåíò e ∈ C íàçûâàåòñÿ (êîíôîðìíîé) åäèíèöåé, åñëè e ◦0 a = a
äëÿ âñåõ a ∈ C.

Çàìåòèì, ÷òî êîíôîðìíûå àëãåáðû Cendn è Curn ñîäåðæàò êàíîíè-
÷åñêóþ (êîíôîðìíóþ) åäèíèöó e =

∑n
i=1 eii, ïðè÷åì

eii ◦m ejj = {eii ◦m ejj} = δm,0δijeii.

Â � 5.1 äîêàçûâàåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé äëÿ àñ-
ñîöèàòèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû ñïåöèàëüíîãî
âèäà.

Ëåììà 2. Ïóñòü C � êîíôîðìíàÿ àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêòèâ-
íûì H-ìîäóëåì, M � ïðîèçâîëüíûé C-áèìîäóëü, ϕ ∈ Z2(C, M). Åñëè
e′ ∈ C � (êîíôîðìíàÿ) åäèíèöà, òî ðàñøèðåíèå B = (C; M, ϕ) àëãåáðû
C ñîäåðæèò (êîíôîðìíûé) èäåìïîòåíò e òàêîé, ÷òî σ(e) = e′.
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Ëåììà 3. Ïóñòü C � êîíôîðìíàÿ àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîåêòèâ-
íûì H-ìîäóëåì, M � ïðîèçâîëüíûé C-áèìîäóëü, ϕ ∈ Z2(C, M). Ïóñòü
ðàñøèðåíèå B = (C;M, ϕ) àëãåáðû C ñîäåðæèò (êîíôîðìíóþ) åäèíèöó
e è ñóùåñòâóåò x′ ∈ C òàêîé, ÷òî x′ ◦0 e′ = x′, e′ ◦1 x′ = e′, ãäå e′ = σ(e).
Òîãäà B ñîäåðæèò ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî σ(x) = x′, x ◦0 e = x, e ◦1 x = e.

Ëåììà 4. Ïóñòü C � àññîöèàòèâíàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà ñ åäè-
íèöåé e′, M � ïðîèçâîëüíûé C-áèìîäóëü, ϕ ∈ Z2(C,M) è ïóñòü e′1, . . . ,
e′n � ñåìåéñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ (ò.å. e′i ◦m e′j =
δm,0δije

′
j) òàêèõ, ÷òî {e′i ◦0 e′} = e′i. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîïàðíî îðòîãî-

íàëüíûå èäåìïîòåíòû e1, . . . , en â ðàñøèðåíèè B = (C;M, ϕ) òàêèå, ÷òî
σ(ei) = e′i.

Ëåììà 5. Ïóñòü C = Curn (n > 1), M � ïðîèçâîëüíûé C-áèìî-
äóëü, ϕ ∈ Z2(C, M) è ïóñòü e′ij , i, j = 1, . . . , n, � ñèñòåìà (êîíôîðìíûõ)
ìàòðè÷íûõ åäèíèö C (ò.å. e′ij ◦m e′kl = δm,0δjke′il). Òîãäà ñóùåñòâóþò
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû eij , i, j = 1, . . . , n, â ðàñøèðåíèè
B = (C; M, ϕ) òàêèå, ÷òî σ(eij) = e′ij .

Â �5.2 äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû äëÿ êîíôîðìíûõ àëãåáð
Cendn è Curn. Ïîêàçàíî, ÷òî âòîðàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé ýòèõ àëãåáð
òðèâèàëüíà. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äîêàçàíà îòùåïëÿåìîñòü êîíôîðì-
íûõ àëãåáð Cendn, Curn â ëþáîì ðàñøèðåíèè ñ íèëüïîòåíòíûì ÿäðîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü C = Curn (n > 1), M � ïðîèçâîëüíûé C-
áèìîäóëü. Òîãäà âòîðàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé H2(C, M) òðèâèàëüíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü C = Cendn (n > 1), M � ïðîèçâîëüíûé C-
áèìîäóëü. Òîãäà âòîðàÿ ãðóïïà êîãîìîëîãèé H2(C, M) òðèâèàëüíà.

Ñëåäñòâèå 2. Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Curn îòùåïëÿåìà â ëþáîì
ðàñøèðåíèè ñ íèëüïîòåíòíûì ÿäðîì.

Ñëåäñòâèå 3. Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Cendn îòùåïëÿåìà â ëþáîì
ðàñøèðåíèè ñ íèëüïîòåíòíûì ÿäðîì.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Âåääåðáåðíà äëÿ àññîöèà-
òèâíûõ êîíôîðìíûõ àëãåáð.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü C � àññîöèàòèâíàÿ êîíôîðìíàÿ àëãåáðà,
ñîäåðæàùàÿ íèëüïîòåíòíûé èäåàë M òàêîé, ÷òî C/M ∼= C1 ⊕ . . .⊕Cm,
ãäå Ci = Cendni èëè Ci = Curni , ni > 1, i = 1, . . . , m. Òîãäà C ∼= C ⊕M ,
ãäå C � ïîäàëãåáðà â C, èçîìîðôíàÿ C/M .
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Åñëè êîíôîðìíàÿ àëãåáðà íå ñîäåðæèò (êîíôîðìíîé) åäèíèöû, òî
ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå 2-êîöèêëû, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå ðàñøè-
ðåíèÿ êîíôîðìíîé àëãåáðû C, â êîòîðûõ îíà íåîòùåïëÿåìà.

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü C = t2 Cend1
∼= Cend1(t −D)2 � ïîäàëãåáðà

êîíôîðìíîé àëãåáðû Cend1 ⊆ Cendn (çäåñü èçîìîðôèçì çàäàí ïðàâè-
ëîì θ : t2f(t) → f(t)(t−D)2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå àëãåáðû C,
â êîòîðîì C íåîòùåïëÿåìà.

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàçàíî ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ñòðóê-
òóðíîé òåîðèè êîíôîðìíûõ àëãåáð. À èìåííî, åñëè k � àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòîå ïîëå, òî èç ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû
[11].

ß áëàãîäàðíà ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ë. À. Áîêóòþ çà ïî-
ñòîÿííîå âíèìàíèå ê ìîåé ðàáîòå, àêòèâíîå îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ íà-
ïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêæå ÿ âûðàæàþ
ñâîþ áëàãîäàðíîñòü Ï. Ñ. Êîëåñíèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, åå ïëî-
äîòâîðíîå îáñóæäåíèå. ß ïðèçíàòåëüíà âñåì ñîòðóäíèêàì ëàáîðàòîðèè
òåîðèè êîëåö, êàôåäðû àëãåáðû Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-
âåðñèòåòà, Ñèáèðñêîìó ôîíäó àëãåáðû è ëîãèêè çà ïðîÿâëåííîå âíèìà-
íèå ê ýòîé ðàáîòå, îêàçàííóþ ìîðàëüíóþ è ìàòåðèàëüíóþ ïîìîùü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò 05-01-00230, è Ñèáèðñêîãî îò-
äåëåíèÿ ÐÀÍ, èíòåãðàöèîííûé ãðàíò 1.9.
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