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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè.

Òåîðèÿ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï (l-ãðóïï) � îäíî

èç íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé àëãåáðû. Çà ïîñëåäíèå 30 ëåò

ïðîèçîøåë ðàñöâåò â ðàçâèòèè òåîðèè l-ãðóïï. Íàèáîëåå ïîëíî

òåîðèÿ l-ãðóïï èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ Â.Ì. Êîïûòîâà [29],

Ã. Áèðêãîôà [7], Â.Ì. Êîïûòîâà, Í.ß. Ìåäâåäåâà [21], Ë.

Ôóêñà [37], Ì.Ð. Äàðíåëà [10]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè l-

ãðóïï, åå ïåðñïåêòèâû è ïðîáëåìàòèêà îòðàæåíû â ðàáîòå Â.Ì.

Êîïûòîâà, Í.ß. Ìåäâåäåâà [31].

Ñâÿçè òåîðèè ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï îáíàðóæåíû

ñî ìíîãèìè äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè, òàêèìè êàê

ëîãèêà, òåîðèÿ ìîäåëåé, ãåîìåòðèÿ, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç,

òåîðèÿ ãðóïï, òåîðèÿ MV -àëãåáð è ïñåâäî-MV -àëãåáð.

Âñå áîëüøå íàó÷íûõ ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèÿì íà

ñòûêå òåîðèè ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï ñ äðóãèìè

äèñöèïëèíàìè.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé

ðåøåòîê èäåàëîâ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ l-ãðóïï è ñâîáîäíûõ

âåêòîðíûõ ðåøåòîê, äîêàçàòåëüñòâó íåðàçðåøèìîñòè

ýòèõ òåîðèé ìåòîäîì îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíîé

îïðåäåëèìîñòè, èçó÷åíèþ äèñêðèìèíèðóþùèõ l-ãðóïï, ñâÿçè

äèñêðèìèíèðóåìîñòè è óíèâåðñàëüíîé òåîðèè l-ãðóïï, ðåøåòêè

êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ïîñòðîåíà èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè N öåëûõ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì â ðåøåòêå

èäåàëîâ LAn (n = 2, 3) ñâîáîäíîé àáåëåâîé l-ãðóïïû ñ

n ïîðîæäàþùèìè. (Òåîðåìà 1.4.5. a) (ðåçóëüòàò ïîëó÷åí

ñîâìåñòíî ñ Í.ß. Ìåäâåäåâûì)

2. Ïîñòðîåíà èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè N öåëûõ
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ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì â ðåøåòêå

èäåàëîâ LFn (n ≥ 2) ñâîáîäíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè ñ n

ïîðîæäàþùèìè. (Òåîðåìà 1.4.5. b) (ðåçóëüòàò äëÿ n = 3

äîêàçàí Í.ß. Ìåäâåäåâûì)

3. Óêàçàí êðèòåðèé äèñêðèìèíèðóåìîñòè l-ãðóïï. (Òåîðåìà

2.1.1)

4. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó äèñêðèìèíèðóåìîñòüþ è

óíèâåðñàëüíîé òåîðèåé l-ãðóïï.

5. Äîêàçàíà äèñêðèìèíèðóåìîñòü ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ l-

ãðóïï ðàíãà n ≥ 2. (Òåîðåìà 2.4.2)

6. Ïîñòðîåíî âëîæåíèå ðåøåòêè êâàçèìíîãîîáðàçèé l-ãðóïï

â ðåøåòêó êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð

è ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ

ðåøåòîê èäåàëîâ l-ãðóïï, óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé l-ãðóïï è

êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå àâòîðîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ðåçóëüòàòîâ îïèðàþòñÿ íà àáñòðàêòíóþ òåîðèþ ãðóïï,

óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó òåîðèþ ìîäåëåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà XLIII

ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé

ïðîãðåññ", (ã. Íîâîñèáèðñê, 2005 ã.), Âîñüìîé ðåãèîíàëüíîé

êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå "ÌÀÊ � 2005"(Áàðíàóë, 2005 ã.),

Øåñòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ïîãðàíè÷íûå âîïðîñû

òåîðèè ìîäåëåé è óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû"(Ýðëàãîë, 2005

ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ", (ã.

Íîâîñèáèðñê, 2005 ã.), Äåâÿòîé ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè ïî

ìàòåìàòèêå "ÌÀÊ � 2006"(Áàðíàóë, 2006 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé
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êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ", (ã. Íîâîñèáèðñê, 2006 ã.),

ñåìèíàðå "Àëãåáðà è ëîãèêà"ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê,

2007 ã.), Ñåäüìîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ïîãðàíè÷íûå

âîïðîñû òåîðèè ìîäåëåé è óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû"(Ýðëàãîë,

2007 ã.)

Ïóáëèêàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà [41]

� [43], è ñîâìåñòíî ñ Í.ß. Ìåäâåäåâûì â ðàáîòå [46].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò

63 ñòðàíèö, ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ

11 ïàðãðàôîâ, è áèáëèîãðàôèè. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 46

íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Íàïîìíèì ðÿä îïðåäåëåíèé è âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ,

íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì.

Ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïîé (l-ãðóïïîé) íàçûâàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû l =< ·,−1 , e,∨,∧ >,

ñîâìåùàþùàÿ â ñåáå ñòðóêòóðó ãðóïïû è ðåøåòêè, ñâÿçàííûå

åñòåñòâåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

x(u ∨ v)y = xuy ∨ xvy, x(u ∧ v)y = xuy ∧ xvy.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåòêîé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî

ïîðÿäêà, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé ðåøåòêîé, åñëè äëÿ âñåõ

u, v, w ∈ V

u+(v∨w) = (u+v)∨ (u+w), u+(v∧w) = (u+v)∧ (u+w).

Ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé Th(K) êëàññà K àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ

ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ïðèêëàäíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ
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(ÏÈÏ), èñòèííûõ íà âñåõ ñèñòåìàõ èç êëàññà K. Ýëåìåíòàðíàÿ
òåîðèÿ êëàññà K íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò

àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé ôîðìóëå

ÏÈÏ ñèãíàòóðû σ îïðåäåëÿåò, ïðèíàäëåæèò ýòà ôîðìóëà

Th(K) èëè íåò. Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ êëàññà K íå

ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîé.

Òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìîé, åñëè ëþáàÿ

åå ïîäòåîðèÿ òîé æå ñèãíàòóðû íåðàçðåøèìà.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè

òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíîé

îïðåäåëèìîñòè [27]. Ïóñòü K0 � êëàññ ìîäåëåé ñèãíàòóðû

σ0 =< P n0
0 , ..., P

nk
k >, êëàññ K1 � êëàññ ìîäåëåé ñèãíàòóðû

σ1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ K0 îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíî

îïðåäåëèì â êëàññå K1, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôîðìóëû

ϕ(x, y), ψ(x, y1, y2),

ξ0(x, y
1, ...yn0), ..., ξk(x, y

1, ..., ynk)

ñèãíàòóðû σ1 (çäåñü è äàëåå x = (x1, ..., xn), yi = (yi1, ..., y
i
m)),

÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M ∈ K0 íàéäóòñÿ ìîäåëü N ∈ K1 è

ýëåìåíòû a1, ..., an ∈ |N |, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:
(1) ìíîæåñòâî L = {b : b ∈ |N |m,N |= ϕ(a, b)} íå ïóñòî;
(2) ôîðìóëà ψ(a, y1, y2) çàäàåò îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè η

íà ìîäåëè L ñèãíàòóðû σ0, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé åñòü

L, à ïðåäèêàòû Pi îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè ξi(a, y
1, ..., yni), 0 ≤

i ≤ k;

(3) ôàêòîð-ìîäåëü L/η èçîìîðôíàM
Òåîðåìà 1. (Åðøîâ Þ.Ë. [27]) Åñëè êëàññ K0 îòíîñèòåëüíî

ýëåìåíòàðíî îïðåäåëèì â êëàññå K1 è òåîðèÿ Th(K0)

íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìà, òî òåîðèÿ Th(K1) òàêæå

íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìà.

Ê íàèáîëåå èçâåñòíûì ìîäåëÿì ñ íàñëåäñòâåííî
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íåðàçðåøèìîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé îòíîñÿòñÿ ìîäåëü

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì

[25], ìîäåëü öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è

ïðåäèêàòîì äåëèìîñòè [27], ìîäåëü äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé

[27]. Â Êîóðîâñêîé òåòðàäè [32] À.È. Êîêîðèíûì ïîñòàâëåíà

ïðîáëåìà 5.20: Ðàçðåøèìà ëè ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ðåøåòîê

èäåàëîâ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï?

Â ðàáîòàõ [35], [46] ïîëó÷åíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå äàííîé

ïðîáëåìû.

Ïóñòü X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è Y ⊆
X . Ïîäìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì â X , åñëè

èç íåðàâåíñòâà y1 ≤ x ≤ y2, ãäå y1, y2 ∈ Y ,

ñëåäóåò, ÷òî x ∈ Y . Íàïîìíèì, ÷òî âûïóêëóþ l-ïîäãðóïïó

àáåëåâîé l-ãðóïïû íàçûâàþò èäåàëîì àáåëåâîé l-ãðóïïû, è

âûïóêëîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîé ðåøåòêè, ÿâëÿþùååñÿ

ïîäðåøåòêîé, íàçûâàþò èäåàëîì âåêòîðíîé ðåøåòêè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èäåàë P àáåëåâîé l-ãðóïïû (âåêòîðíîé

ðåøåòêè) ñïðÿìëÿþùèé, åñëè èç òîãî, ÷òî P = I ∩ J , ãäå I, J �

èäåàëû, ñëåäóåò, ÷òî ëèáî P = I , ëèáî P = J .

Èçâåñòíî [29], ÷òî ìíîæåñòâî èäåàëîâ àáåëåâîé l-ãðóïïû

(âåêòîðíîé ðåøåòêè) îáðàçóþò ðåøåòêó, è ëþáîé èäåàë

àáåëåâîé l-ãðóïïû (âåêòîðíîé ðåøåòêè) åñòü ïåðåñå÷åíèå

ñîäåðæàùèõ åãî ñïðÿìëÿþùèõ èäåàëîâ.

Îïèñàíèå ñïðÿìëÿþùèõ èäåàëîâ ñâîáîäíûõ âåêòîðíûõ

ðåøåòîê è ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ l-ãðóïï äàíî â ðàáîòå Ä. Ïàíòè

[24].

Îáîçí÷èì ÷åðåç ‖u‖ åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà u ∈ Rn, ÷åðåç

U � åäèíè÷íóþ ñôåðó ïðîñòðàíñòâà Rn, U = {x ∈ Rn : ‖x‖ =

1}. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà u ∈ Rn ïîëîæèì:

C(u, ε) = {v ∈ Rn\{0} : ‖ u

‖u‖
− v

‖v‖
‖ ≤ ε}.
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C(u, ε) íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì êîíóñîì ñ öåíòðîì u 6= 0 è

ðàäèóñîì ε > 0. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà M

âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rn ïîëîæèì S(M) = {
∑n

i=1 αivi|αi ∈
R+, vi ∈ M,n ∈ N}. S(M) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì

êîíóñîì, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì M (èëè âûïóêëûì

êîíóñîì, íàòÿíóòûì íà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ M). Åñëè M =

{v1, v2, ..., vt}, òî S(v1, v2, ..., vt) = R+v1 + R+v2 + ... + R+vt
íàçûâàåòñÿ ïîëèýäðàëüíûì êîíóñîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû

v1, v2, ..., vt.

Z-ðåäóöèðîâàíèåì u (îáîçíà÷åíèå red(u)) íàçûâàåòñÿ

îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð, îïðåäåëÿåìûé ïî èíäóêöèè

ñëåäóþùèì îáðàçîì [24]:

1) Åñëè t = 1, òî red(u) = u;

2) åñëè t > 1 è u = v ∗ w, ïðåäñòàâèì w â âèäå w = p + q,

ãäå p ∈ Uv è q ∈ U⊥
v ; åñëè q = 0, ïîëîæèì red(u) = red(v), åñëè

q 6= 0, ïîëîæèì red(u) = red(v) ∗ ( q
‖q‖).

Â äàííîì ñëó÷àå îïåðàöèÿ v ∗ w îçíà÷àåò äîáàâëåíèå ê

îðòîíîðìèðîâàííîìó íàáîðó âåêòîðîâ v âåêòîðà w.

Åñëè red(u) = u, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð u � Z-

ðåäóöèðîâàííûé.

Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ âåêòîðíàÿ ðåøåòêà ñ n

ïîðîæäàþùèìè. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ε = (1, ε2, ..., εt)

ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ãäå 1 ≤ t ≤ n, ïîëîæèì

S(u, ε) ðàâíîìó ïîëèýäðàëüíîìó êîíóñó

S(u1, u1 + ε2u2, ..., u1 + ε2u2 + ... + εtut).

Òîãäà ìíîæåñòâî

Gu1u2...ut = {f ∈ Fn : f = 0 íà S(u, ε)

äëÿ íåêîòîðîãî ε(1 ≤ t ≤ n)}
ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿþùèì èäåàëîì ñâîáîäíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè

Fn äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìàëüíîãî íàáîðà âåêòîðîâ è ëþáîé
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ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε, è ëþáîé

ñïðÿìëÿþùèé èäåàë ñâîáîäíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè ñîâïàäàåò

ñ îäíèì èç òàêèõ èäåàëîâ [24].

Óíèâåðñàëüíîé òåîðèåé Th∀(K) êëàññà K àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì ñèãíàòóðû σ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ

∀-ôîðìóë ñèãíàòóðû σ ïðèêëàäíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ

(ÏÈÏ), èñòèííûõ íà âñåõ ñèñòåìàõ èç êëàññà K.
Êàê îáû÷íî, ÷åðåç N, Z, Q è R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà

íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,

ñîîòâåòñòâåííî. Ìîäóëåì ýëåìåíòà x ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííîé

ãðóïïû G áóäåì ñ÷èòàòü |x| = x ∨ x−1. Ýëåìåíòû x è y l-

ãðóïïû G íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè |x| ∧ |y| = e,

è îðòîãîíàëüíûì ðàíãîì ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ.

Îäíèì èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ ïî óíèâåðñàëüíîé

òåîðèè àáåëåâûõ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ

òåîðåìà Í.Ã. Õèñàìèåâà:

Òåîðåìà 2. (Õèñàìèåâ Í.Ã [38]) Àáåëåâû ðåøåòî÷íî

óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ îðòîãîíàëüíûå ðàíãè.

Â 2001 ã. Á. Ôàéíîì, À.Ì. Ãàãëèîíå, À.Ã. Ìÿñíèêîâûì è Ä.

Ñïåëëüìàíîì [12] îïðåäåëåíî ïîíÿòèå äèñêðèìèíèðóåìîñòè

ãðóïï, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì

äèñêðèìèíèðóåìîñòè ãðóïï, ââåäåííûì Õ. Íåéìàí [36], íî

íå ýêâèâàëåíòíî åìó, è îïèñàíà ñâÿçü ìåæäó óíèâåðñàëüíîé

òåîðèåé ãðóïï è äèñêðèìèíèðóåìîñòüþ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà H îòäåëÿåòñÿ ãðóïïîé G, åñëè

äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ýëåìåíòà h ∈ H ñóùåñòâóåò

ãîìîìîðôèçì φh : H −→ G, òàêîé ÷òî φh(h) 6= e è ãðóïïà

H äèñêðèìèíèðóåòñÿ ãðóïïîé G, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
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ìíîæåñòâà X ⊂ H íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç H ñóùåñòâóåò

ãîìîìîðôèçì φX : H −→ G, òàêîé ÷òî φX(h) 6= e äëÿ ëþáîãî

h ∈ X .

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíèðóþùåé, åñëè ëþáàÿ

ãðóïïà H, êîòîðàÿ îòäåëÿåòñÿ ãðóïïîé G, äèñêðèìèíèðóåòñÿ

ãðóïïîé G.

Àâòîðàìè [12] ðàññìàòðèâàëàñü äèñêðèìèíèðóåìîñòü

íåêîòîðûõ êëàññîâ ãðóïï, ïîñòðîåíû ïðèìåðû

äèñêðèìèíèðóþùèõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî

àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèñêðèìèíèðóþùèìè,

à íåäèñêðèìèíèðóþùèìè � íåàáåëåâû ñâîáîäíûå,

íåàáåëåâû êîììóòàòèâíî-òðàíçèòèâíûå, íåàáåëåâû ñâîáîäíûå

íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû.

Ñâÿçü ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï óñòàíîâëåíà òàêæå ñ

MV -àëãåáðàìè è ïñåâäî-MV -àëãåáðàìè.

Òåîðèÿ MV -àëãåáð ïðîèñõîäèò èç òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ

ëîãèê Ëóêàñåâè÷à. Â 1958 ã. ×. ×åí [8], [9] ðàññìîòðåë

àëãåáðàè÷åñêóþ âåðñèþ ëîãèê Ëóêàñåâè÷à. MV -àëãåáðû

ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîçíà÷íûì ëîãèêàì Ëóêàñåâè÷à òàê æå, êàê

Áóëåâà àëãåáðà ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé äâóçíà÷íîé ëîãèêå.

Ïñåâäî-MV -àëãåáðà � ýòî íåêîììóòàòèâíîå ðàñøèðåíèå

MV -àëãåáðû, âïåðâûå ðàññìîòðåííîå Ã. Ãåîðãåñêó è À.

Èîðãóëåñêó [14]

Àëãåáðà A =< A,⊕, q,∼, 1, 0 > òèïà (2, 1, 1, 0, 0) íàçûâàåòñÿ

ïñåâäî-MV -àëãåáðîé, åñëè A óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

òîæäåñòâàì:

(À1) (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z)

(À2) x⊕ 0 = 0⊕ x = 0

(À3) x⊕ 1 = 1⊕ x = 1

(À4) ∼ 1 = 0, q1 = 0

(À5) ∼ (qx⊕qy) =q(∼ x⊕ ∼ y)
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(A6) x⊕ ∼ x� y = y⊕ ∼ y � x = x�qy ⊕ y = y�qx⊕ x

(A7) x� (qx⊕ y) = (x⊕ ∼ y)⊕ y

(A8) ∼ (qx) = x,

ãäå x� y =∼ (qx⊕qy)

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò u ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííîé ãðóïïû

G íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé åäèíèöåé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈
G íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ N, òàêîå ÷òî u−n ≤ g ≤ un.

Â 1986 ã. Ä. Ìóíäè÷è [23] äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò

âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àáåëåâûìè l-

ãðóïïàìè ñî ñèëüíîé åäèíèöåé è MV -àëãåáðàìè. Ïîçäíåå

â 2002 ã. À. Äâóðå÷åíêèé [11] ïîëó÷èë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò

äëÿ ïñåâäî-MV -àëãåáð è ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï.

Åñëè G � ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà ñî ñèëüíîé

åäèíèöåé u, òî ïàðà (G, u) íàçûâàåòñÿ óíèòàëüíîé l-ãðóïïîé.

Ïóñòü (G, u) � óíèòàëüíàÿ l-ãðóïïà. Ïîëîæèì A ðàâíîå

èíòåðâàëó [0, u] â G, è äëÿ x, y ∈ A îïðåäåëèì

x⊕ y = (x + y) ∧ u,

qx = u− x, ∼ x = −x + u, 1 = u.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Γ(G, u) =< A,⊕, q,∼, u, 0 >

ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-MV -àëãåáðîé. À. Äâóðå÷åíñêèé [11] äîêàçàë,

÷òî äëÿ ëþáîé ïñåâäî-MV -àëåáðû A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà óíèòàëüíàÿ l-ãðóïïàG ñî ñèëüíîé

åäèíèöåé u, òàêàÿ ÷òî A = Γ(G, u).

Â 2003 ã. ß. ßêóáèê [20], èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò À.

Äâóðå÷åíñêîãî [11], ðàññìîòðåë ðåøåòêó ìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-

MV -àëãåáð è ïîñòðîèë âëîæåíèå ðåøåòêè ìíîãîîáðàçèé l-

ãðóïï â ðåøåòêó ìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð.
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Ãëàâà 1. Öåëüþ ãëàâû 1 ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî

íåðàçðåøèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé ðåøåòîê èäåàëîâ

ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ l-ãðóïï è ñâîáîäíûõ âåêòîðíûõ ðåøåòîê.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè òåîðèè èñïîëüçîâàí ìåòîä

îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíîé îïðåäåëèìîñòè [27], â êà÷åñòâå

ìîäåëè ñ íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìîé òåîðèåé � ìîäåëü N

öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì,

íåðàçðåøèìîñòü êîòîðîé äîêàçàíà À. Òàðñêèì [25]. Â §1
äàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñôîðìóëèðîâàíû ðåçóëüòàòû,

íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïðåòàöèè àðèôìåòèêè â

ðåøåòêàõ èäåàëîâ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå îïèñàíû ñïðÿìëÿþùèå èäåàëû

ñâîáîäíîé àáåëåâîé l-ãðóïïû An, ãäå n = 2, 3 â ñîîòâåòñòâèè

ñ [24] è äîêàçàíî, ÷òî ðåøåòêà èäåàëîâ LAn äëÿ n = 2, 3

èçîìîðôíà ðåøåòêå Gn ñåìåéñòâ âñåõ íàáîðîâ (K1, ..., Kn), n =

2, 3, ãäå Ki ⊆ U i (i ≤ n), óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì

óñëîâèÿì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n = 3 äàííûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

A31) K1 � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî U .

A32) Åñëè (u1, u2) ∈ K2, (u1, u2, u3) ∈ K3, òî íàáîðû (u1, u2)

è (u1, u2, u3) � îðòîíîðìèðîâàíû è Z-ðåäóöèðîâàííûå.

A33) Åñëè (u1, u2) ∈ K2, òî u1 ∈ K1 è åñëè (u1, u2, u3) ∈ K3,

òî (u1, u2) ∈ K2.

A34) Ïóñòü u1 ∈ K1, dim(Uu1) = 2 è ïóñòü u2 ∈ U ,

òàêîé ÷òî íàáîð (u1, u2) � Z-ðåäóöèðîâàííûé. Ïóñòü a ∈ Uu1,

òàêîé ÷òî (u1, a) � îðòîíîðìèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2a, u1 − ε2a, u1 + ε3u2)\S(u1, u1 + ε2a, u1 − ε2a)

ñîäåðæèò âåêòîð èç K1, òîãäà (u1, u2) ∈ K2.

A35) Ïóñòü u1 ∈ K1, dim(Uu1) = 1 è ïóñòü u2 ∈ U òàêîé,

÷òî dim(Uu2) = 1 è íàáîð (u1, u2) îðòîíîðìèðîâàííûé è Z-

ðåäóöèðîâàííûé. Ïóñòü u3 ∈ U òàêîé, ÷òî íàáîð (u1, u2, u3)
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îðòîíîðìèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2u2, u1 + ε2u2 + ε3u3, u1 + ε2u2 − ε3u3)\S(u1)

ñîäåðæèò âåêòîð èç K1, òîãäà (u1, u2) ∈ K2.

A36) Ïóñòü u1 ∈ K1, dim(Uu1) = 1 è ïóñòü u2 ∈ U òàêîé,

÷òî dim(Uu2) = 1 è íàáîð (u1, u2) îðòîíîðìèðîâàííûé è Z-

ðåäóöèðîâàííûé. Ïóñòü u3 ∈ U òàêîé, ÷òî íàáîð (u1, u2, u3)

îðòîíîðìèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2u2, u1 + ε2u2 + ε3u3, u1 + ε2u2 − ε3u3)\S(u1)

ñîäåðæèò âåêòîð èç S(u1, u1 + δv) äëÿ íåêîòîðîãî (u1, v) ∈ K2

è íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà δ, òîãäà

(u1, u2) ∈ K2.

A37) Ïóñòü u1 ∈ K1, dim(Uu1) = 1 è ïóñòü u2 ∈ U

òàêîé, ÷òî dim(Uu2) = 2 è íàáîð (u1, u2) îðòîíîðìèðîâàííûé

è Z-ðåäóöèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2u2, u1 + ε2u2 + ε3a, u1 + ε2u2− ε3a)\S(u1, u1 + ε2u2),

ãäå a � âåêòîð èç Uu2, òàêîé ÷òî íàáîð (u1, u2, a)

îðòîíîðìèðîâàí, ñîäåðæèò âåêòîð èç K1, òîãäà (u1, u2) ∈ K2.

A38) Ïóñòü u1 ∈ K1, dim(Uu1) = 1 è ïóñòü u2 ∈ U

òàêîé, ÷òî dim(Uu2) = 2 è íàáîð (u1, u2) îðòîíîðìèðîâàííûé

è Z-ðåäóöèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2u2, u1 + ε2u2 + ε3a, u1 + ε2u2− ε3a)\S(u1, u1 + ε2u2),

ãäå a � âåêòîð èç Uu2, òàêîé ÷òî íàáîð (u1, u2, a)

îðòîíîðìèðîâàííûé, ñîäåðæèò âåêòîðà èç S(u1, u1 + δv)

äëÿ íåêîòîðîãî δ è (u1, v) ∈ K2, òîãäà (u1, u2) ∈ K2.
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A39) Ïóñòü (u1, u2) ∈ K2, dim(Uu1) = dim(Uu2) = 1 è

ïóñòü u3 ∈ U òàêîé, ÷òî íàáîð (u1, u2, u3) îðòîíîðìèðîâàííûé

è Z-ðåäóöèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2u2, u1 + ε2u2 + ε3u3)\S(u1, u1 + ε2u2)

ñîäåðæèò âåêòîðà èç K1 òîãäà (u1, u2, u3) ∈ K3.

A310) Ïóñòü (u1, u2) ∈ K2, dim(Uu1) = dim(Uu2) = 1 è

ïóñòü u3 ∈ U òàêîé, ÷òî íàáîð (u1, u2, u3) îðòîíîðìèðîâàííûé

è Z-ðåäóöèðîâàííûé. Åñëè äëÿ ëþáûõ ñòðîãî ïîëîæòåëüíûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ε2, ε3 ìíîæåñòâî

S(u1, u1 + ε2u2, u1 + ε2u2 + ε3u3)\S(u1, u1 + ε2u2)

ñîäåðæèò âåêòîðà èç S(u1, u1 + δv) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 è

(u1, v) ∈ K2, òîãäà (u1, u2, u3) ∈ K3.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïî àíàëîãèè ñ §2 îïèñàíû ñïðÿìëÿþùèå

èäåàëû ñâîáîäíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè LFn äëÿ n ≥ 2, îòäåëüíî

ðàññìîòðåíû ñëó÷àè äëÿ n = 2, 3.

Â §4 ïîñòðîåí ðÿä ôîðìóë ñèãíàòóðû σ =< ∨,∧, 1, 0 >,

ïîçâîëÿþùèõ äîêàçàòü îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíóþ

îïðåäåëèìîñòü ìîäåëè N ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì

è óìíîæåíèåì â ìîäåëÿõ LAn è LFn.

P (I) := (∀J1)(∀J2)(I ≤ J1&I ≤ J2 ⇒ J1 ≤ J2 ∨ J2 ≤ J1),

M1(I) := ¬(I = 1)&(∀C)(I ≤ C ≤ 1 ⇒ C = I ∨ C = 1),

Mk(I) := P (I)&(∃C)(Mk−1(C)&¬(I = C)&(I ≤ C)&

&(∀X)(I ≤ X ≤ C ⇒ X = I ∨X = C)),

A ≈ B := (A = B) ∨ (¬(A = B)&(∃V )(∃W )(∃G)(Fin(V )&Fin(W )&

&(V ∨(A∨B) = 1&(V ∧(A∨B)) = A)&(W∨(A∨B) = 1&(W∧(A∨B)) = B)&

&(V ≥ G)&(W ≥ G)&(∀D)((D)Cmp(G) ⇒ (M1(D ∨ V )&M1(D ∨W )))),

+(A,B,C) := (∃D)(∃E)(Fin(D)&Fin(E)&(C = D ∧ E)&
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&(D ∨ E = 1)&(A ≈ D)&(B ≈ E)),

×(A,B,C) := (∃D)(∃F )(F ≈ B)&(F ≥ D)&(C ≥ D)&

&(∀E)((E)Cmp(D) ⇒M1(E ∨ F )&(E ∨ C ≈ A))).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñïðÿìëÿþùåãî èäåàëà

ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà P (I) èñòèííà â LAn (äëÿ n = 2, 3) è

LFn (äëÿ n ≥ 2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë I ÿâëÿåòñÿ

ñïðÿìëÿþùèì.

Ôîðìóëà M1(I) èñòèííà â LAn (äëÿ n = 2, 3), LFn (äëÿ

n ≥ 2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì

ñîáñòâåííûì èäåàëîì, â ýòîì ñëó÷àå I ÿâëÿåòñÿ ñïðÿìëÿþùèì,

è I = Gu1 äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà u1 ∈ U .
Ôîðìóëà Mk(I) èñòèííà â LAn (äëÿ n = 2, 3), LFn

(äëÿ n ≥ 2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I ÿâëÿåòñÿ

ñïðÿìëÿþùèì èäåàëîì è â LAn ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè k

ðàçëè÷íûõ ñïðÿìëÿþùèõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ I . Â ýòîì

ñëó÷àå I = Gu1u2...uk
äëÿ íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî Z-

ðåäóöèðîâàííîãî íàáîðà (u1, u2, ..., uk) ∈ Uk.

Ôîðìóëà A ≈ B èñòèííà â LAn (n = 2, 3), â LFn (n ≥ 2),

åñëè è òîëüêî åñëè êîíå÷íûå ìíîæåñòâà KA(1) è KB(1) ñîäåðæàò

îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Ôîðìóëà +(A,B,C) èñòèííà íà LAn (n = 2, 3) è LFn (n ≥
2), åñëè è òîëüêî åñëè |KC(1)| = |KA(1)| + |KB(1)|.
Ôîðìóëà ×(A,B,C) èñòèííà â LAn (n = 2, 3), LFn (n ≥ 2),

åñëè è òîëüêî åñëè |KC(1)| = |KA(1)| · |KB(1)|.
Òàêèì îáðàçîì,

1) Ìíîæåñòâî L íåïóñòî;

2) Ôîðìóëà A ≈ B çàäàåò îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè íà

ìîäåëè L, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé åñòü L, à ïðåäèêàòû

îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë +(A,B,C) è ×(A,B,C);

3) Ôàêòîð-ìîäåëü L/ ≈ èçîìîðôíà ìîäåëè N öåëûõ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.
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Òåîðåìà 1.4.5. a) Ìîäåëü N öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

ñî ñëîæåíåèì è óìíîæåíèåì îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíî

èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ðåøåòêå èäåàëîâ LAn (n = 2, 3)

ñâîáîäíîé àáåëåâîé l-ãðóïïû An.

Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ ðåøåòîê èäåàëîâ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ

l-ãðóïï íàñëåäñòâåííî íåðàçðåøèìà.

b) Ìîäåëü N öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñëîæåíåèì è

óìíîæåíèåì îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòàðíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ

â ðåøåòêå èäåàëîâ LFn (n ≥ 2) ñâîáîäíîé âåêòîðíîé ðåøåòêè

Fn.
Ãëàâà 2. Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àäàïòàöèÿ

ê ïîíÿòèþ l-ãðóïïû ïîíÿòèÿ äèñêðèìèíèðóåìîñòè ãðóïï,

ââåäåííîãî Á. Ôàéíîì, À. Ãàãëèîíå, À.Ñ. Ìÿñíèêîâûì è

Ä.Ñïåëëìàíîì [12], êîòîðîå òåñíî ñâÿçàíî ñ êëàññè÷åñêèì

îïðåäåëåíèåì äèñêðèìèíèðóåìîñòè [36], íî íå ñîâïàäàåò ñ

íèì. Â �1 îïðåäåëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è äîêàçàí êðèòåðèé

äèñêðèìèíèðóåìîñòè l-ãðóïï.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà H

îòäåëÿåòñÿ l-ãðóïïîé G, åñëè äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî

h ∈ H ñóùåñòâóåò l-ãîìîìîðôèçì φh : H −→ G, òàêîé ÷òî

φh(h) 6= e.

Ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà H äèñêðèìèíèðóåòñÿ l-

ãðóïïîé G, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ⊂ H

íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ èçH ñóùåñòâóåò l-ãîìîìîðôèçì φX :

H −→ G, òàêîé ÷òî φX(h) 6= e äëÿ ëþáîãî h ∈ X .

Ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííóþ ãðóïïó G íàçîâåì

äèñêðèìèíèðóþùåé, åñëè ëþáàÿ l-ãðóïïà H, êîòîðàÿ

îòäåëÿåòñÿ l-ãðóïïîé G, äèñêðèìèíèðóåòñÿ l-ãðóïïîé G.

Òåîðåìà 2.1.1. Ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà G

ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíèðóþùåé l-ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà l-ãðóïïà G×G äèñêðèìèíèðóåòñÿ G.
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Â �2 ïîñòðîåí ðÿä ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî êëàññ

äèñêðèìèíèðóåìûõ l-ãðóïï íå ïóñò. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî,

÷òî ãðóïïà Òîìïñîíà, ãðóïïà Äëàáà, äåêàðòîâà ñóììà ñ÷åòíîãî

÷èñëà ãðóïï öåëûõ ÷èñåë ñî ñòàíäàðòíûì ðåøåòî÷íûì

ïîðÿäêîì ÿâëÿþòñÿ äèñêðèìèíèðóþùèìè. Êðîìå òîãî,

äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ l-ãðóïïà êîíå÷íîãî îðòîãîíàëüíîãî ðàíãà

íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíèðóþùåé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó

äèñêðèìèíèðóåìîñòüþ è óíèâåðñàëüíîé òåîðèåé l-ãðóïï.

Òåîðåìà 2.3.1. Åñëè G - äèñêðèìèíèðóþùàÿ l-ãðóïïà, òî

ëþáàÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü Gα óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíà G.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Åñëè G � äèñêðèìèíèðóþùàÿ l-ãðóïïà,

òî Th∀(G) = Th∀(G×G).

Òåîðåìà 2.3.3. Ïóñòü G � êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ l-ãðóïïà.

Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíèðóþùåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà G � êâàäðàòîïîäîáíà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî

êëàññ êâàäðàòîïîäîáíûõ àáåëåâûõ l-ãðóïï ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

àáåëåâûõ l-ãðóïï áåñêîíå÷íîãî îðòîãîíàëüíîãî ðàíãà, è ýòîò

êëàññ àêñèîìàòèçèðóåì.

Â �4 äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4.2. Ñâîáîäíàÿ àáåëåâà l-ãðóïïû An, ãäå n

� ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ è n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ

äèñêðèìèíèðóþùåé l-ãðóïïîé.

Ãëàâà 3. Â òðåòüåé ãëàâå ïîñòðîåíî èíúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå ϕ èç ðåøåòêè Υ2 êâàçèìíîãîîáðàçèé l-ãðóïï

â ðåøåòêó Υ1 êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð, òàêîå ÷òî

äëÿ ëþáûõ êâàçèìíîãîîáðàçèé l-ãðóïï Z1, Z2 èìååì

Z1 ⊆ Z2 ⇔ ϕ(Z1) ⊆ ϕ(Z2) (∗)

Â §1 ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ðåøåòêè êâàçèìíîãîîáðàçèé
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ïñåâäî-MV -àëãåáð â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì ðåøåòêè

êâàçèìíîãîîáðàçèé l-ãðóïï [22]. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå

âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2. Êîíúþíêöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

êâàçèòîæäåñòâ ñèãíàòóðû σ ýêâèâàëåíòíà îäíîìó

êâàçèòîæäåñòâó â êëàññå âñåõ ïñåâäî-MV -àëãåáð. Â ÷àñòíîñòè,

åñëè x = (x1, ..., xn), òî

∀x(&m
k=1wk(x) = 0 =⇒ w(x) = 0)

ýêâèâàëåíòíî êâàçèòîæäåñòâó

∀x((

m∨
k=1

wk(x) = 0) =⇒ w(x) = 0)

Ñëåäñòâèå 3.1.3. Åñëè êâàçèìíîãîîáðàçèå ïñåâäî-MV -

àëãåáð X èìååò êîíå÷íûé áàçèñ êâàçèòîæäåñòâ, òî X

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îäíèì êâàçèòîæäåñòâîì.

Ìíîæåñòâî Λ âñåõ êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð

ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé, ãäå ðåøåòî÷íàÿ îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ

ñîâïàäàåò ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïåðåñå÷åíèåì:

X

Λ∧
Y = X

⋂
Y,

à ðåøåòî÷íàÿ îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ åñòü òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîå ïåðåñå÷åíèå âñåõ êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-

MV -àëãåáð, ñîäåðæàùèõ X è Y :

X
∨
Λ

Y =
⋂
{W : X ∪ Y ⊆ W}

Â �2 äàíî îïðåäåëåíèå êâàçèðåãóëÿðíîãî êëàññà óíèòàëüíûõ

l-ãðóïï è ïîñòðîåí èçîìîðôèçì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî

ìíîæåñòâà Υ1 â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî U êëàññîâ

óíèòàëüíûõ ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï.
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Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû 3 ïîñòðîåíî âëîæåíèå ϕ : Υ2 −→
Υ1, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì (∗) è äîêàçàíî, ÷òî ðåøåòêà Λ

âñåõ êâàçèìíîãîîáðàçèé ïñåâäî-MV -àëãåáð íå ìîäóëÿðíà è,

ñëåäîâàòåëüíî, íå äèñòðèáóòèâíà.

Àâòîð áåçìåðíî áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

ïðîôåññîðó Í.ß. Ìåäâåäåâó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ è âíèìàíèå

ê ðàáîòå.
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