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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Îáîá-

ùåííàÿ âû÷èñëèìîñòü � íîâîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, çà-

ðîäèâøååñÿ íà ñòûêå òåîðèè âû÷èñëèìîñòè, îïðåäåëèìîñòè, òåîðèè ìî-

äåëåé è òåîðåòè÷åñêîé èí�îðìàòèêè â ðàáîòàõ �. Êðåéçåëÿ, Äæ. Ñàêñà

è ß. Ìîñêîâàêèñà (ñì. [41, 45, 46, 47℄).

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè âû÷èñëèìîñòè ïîÿâèëèñü åùå çàäîëãî

äî ïîÿâëåíèÿ ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Ñ ãëóáîêîé

äðåâíîñòè äî íàñ äîøëè èçâåñòíûå ìíîãèì ñî øêîëüíîé ñêàìüè àëãî-

ðèòì Åâêëèäà, �ðåøåòî� Ýðàòîñ�åíà, àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæå-

íèé òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë π è e, ìåòîä Øòóðìà è ò. ä. Îäíèì èç �óí-

äàìåíòàëüíûõ âêëàäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè â ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè

è íàóêè â öåëîì ñòàëà �îðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìûõ �óíêöèé è

èçó÷åíèå èõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Ýòà ïðîãðàììà ïîëó÷èëà îãðîì-

íûé òîë÷îê â 1931 ãîäó â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìû �¼äåëÿ

î íåïîëíîòå, èñïîëüçóþùåé ïîíÿòèå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé �óíêöèè,

è ïðèâåëà ê âîçíèêíîâåíèþ â òå÷åíèå ïåðâîé ïîëîâèíû 1930�õ ãîäîâ ðÿ-

äà îïðåäåëåíèé âû÷èñëèìûõ �óíêöèé: ïî ×¼ð÷ó, �¼äåëþ, Êëèíè, Ïîñòó

è Òüþðèíãó. Âñêîðå áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ýòè ïîäõîäû çàäàþò îäèí è

òîò æå êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðûé, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü

(ñîãëàñíî òåçèñó ×¼ð÷à), ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç �ý��åêòèâíî âû÷èñëè-

ìûõ� �óíêöèé. Íå�îðìàëüíî, ýòè �óíêöèè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìî-

ùüþ ñîâðåìåííîãî êîìïüþòåðà, èãíîðèðóþùåãî îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ

âû÷èñëåíèé è èñïîëüçóåìóþ ïàìÿòü. Ñ äàííûì ïîíÿòèåì òåñíî ñâÿçàíî

ïîíÿòèå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë � ìíîæåñòâà, ïåðå÷èñëèìîãî ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé âû÷èñ-

ëèìîé �óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [51℄).

Êðîìå âûøåóïîìÿíóòûõ, âûäåëèì ïîäõîä Ø¼í�èëäà ([12, 50℄), èñ-

ïîëüçóþùèé àáñòðàêòíûå âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà ñ ïðîãðàììàìè,

íàïèñàííûìè íà ÿçûêå, áëèçêîì è ïî äóõó, è ïî ñîäåðæàíèþ ê ÿçûêó

ÀÑÑÅÌÁËÅ�, à òàêæå ïîäõîä Σ�ïðîãðàììèðîâàíèÿ (èëè ñåìàíòè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ), ðàçðàáîòàííûé Ñ.Ñ. �îí÷àðîâûì, Þ.Ë. Åð-

øîâûì è Ä.È. Ñâèðèäåíêî[10℄. �Âû÷èñëèòåëüíûì óñòðîéñòâîì� â ñåìàí-

òè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè, â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ �îðìàëèçàöèé, â

îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò àëãîðèòìû è àáñòðàêòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìà-

øèíû, ñëóæèò ñåìàíòèêà, à ðîëü ïðîãðàìì âûïîëíÿþò �îðìóëû ñïå-

öèàëüíîãî âèäà � Σ��îðìóëû, � ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âû÷èñëè-

ìîñòü íàä àáñòðàêòíîé ñòðóêòóðîé M êàê Σ�îïðåäåëèìîñòü â äîïóñòè-
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ìûõ ìíîæåñòâàõ íàä M. Ýòà èäåÿ áûëà ïðåäëîæåíà Þ.Ë. Åðøîâûì â

1983 ãîäó ([7℄) è íàøëà ñâîå îòðàæåíèå â ðàáîòàõ �.Þ. Âàéöåíàâè÷þ-

ñà, Ñ.�. Äâîðíèêîâà, È.Ø. Êàëèìóëëèíà, Í.À. Êèðïîòèíîé, Ì.Â. Êî-

ðîâèíîé, Î.Â. Êóäèíîâà, À.Ñ. Ìîðîçîâà, À.Â. �îìèíîé, Â.À. �óäíå-

âà, À.È. Ñòóêà÷åâà, À.Í. Õèñàìèåâà, à òàêæå àâòîðà (ñì., íàïðèìåð,

[4, 5, 19, 20, 21, 29, 38, 40, 53, 54℄). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò óïîìÿíóòü

ìîíîãðà�èþ Þ.Ë. Åðøîâà �Îïðåäåëèìîñòü è âû÷èñëèìîñòü� ([9℄; çäåñü

æå ìîæíî íàéòè âñå èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ), âûäåðæàâøóþ äâà èçäàíèÿ

è ñòàâøóþ �óäàìåíòàëüíîé â äàííîé îáëàñòè.

Ïðèìåðîì åùå îäíîãî ïîäõîäà ê îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè ñëóæèò

�îðìàëèçàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ È.Â. Àøàåâûì, Â.ß. Áåëÿåâûì è À.�.

Ìÿñíèêîâûì ([1℄), èñïîëüçóþùàÿ ïîíÿòèå àáñòðàêòíîãî âû÷èñëèòåëüíî-

ãî óñòðîéñòâà (BSS�ìàøèíû [32℄), çàäàííîãî íà íàñëåäñòâåííî ñïèñî÷-

íîé íàäñòðîéêå íàä àáñòðàêòíîé ñòðóêòóðîé. Ñëåäóÿ [10℄, ìîæíî îïðåäå-

ëèòü âû÷èñëèìîñòü íàä ìîäåëüþM êàê Σ�îïðåäåëèìîñòü â íàñëåäñòâåí-
íî ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêå íàä M. Îòìåòèì, ÷òî íàñëåäñòâåííî ñïèñî÷-

íàÿ íàäñòðîéêà íàä M âû÷èñëèìî ýêâèâàëåíòíà íàñëåäñòâåííî êîíå÷-

íîé íàäñòðîéêå íàä ýòîé ìîäåëüþ � íàèìåíüøåé ïî âêëþ÷åíèþ ìîäåëè

òåîðèè KPU íàä M.

Àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òàêæå HF�ëîãèêà � òåîðèÿ ìîäåëåé íà íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ, � êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ω�ëîãèêè (ñì., íàïðèìåð, [2, 3, 16, 26℄). Îïðåäåëåííûå àñïåêòû äàííîãî

ðàçäåëà îòðàæåíû òàêæå â ðàáîòàõ àâòîðà ([56, 59, 65℄).

Àêñèîìû òåîðèè KP (ïðîèñõîäèò îò íà÷àëüíûõ áóêâ �àìèëèé îñ-

íîâàòåëåé Kripke, Platek) áûëè ââåäåíû â [49℄. �. Ïëàòåê îïðåäåëèë

äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî êàê òðàíçèòèâíîå, íåïóñòîå ìíîæåñòâî, çàìêíó-

òîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè TC è óäîâëåòâîðÿþùåå ∆0�âûäåëåíèþ è Σ�
ðå�ëåêñèè. Ñ. Êðèïêå íåçàâèñèìî ââåë àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèå, çàìåíèâ

Σ�ðå�ëåêñèþ Σ�çàìåùåíèåì ([42℄). Çàâåðøàþùèé âèä òåîðèÿ äîïóñòè-

ìûõ ìíîæåñòâ ïðèîáðåëà â ðàáîòàõ Äæ. Áàðâàéñà (ñì. [30, 31℄), ïðåäëî-

æèâøåãî ðàññìàòðèâàòü äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà ñ ïðàýëåìåíòàìè (áóêâà

U â ñîêðàùåíèè KPU � ýòî íà÷àëüíàÿ áóêâà ñëîâàUrelement). Ïîíÿòèÿ

∆0� è Σ1��îðìóë, ñëóæàùèå �óíäàìåíòîì ýòîé òåîðèè, áûëè ââåäåíû

â [43℄.

Ñ ìîìåíòà ñâîåãî îñíîâàíèÿ â íà÷àëå 60�õ ãîäîâ, òåîðèÿ äîïóñòèìûõ

ìíîæåñòâ ñòàíîâèòñÿ îñíîâîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òàêèìè îáëàñòÿìè

ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè êàê òåîðèåé ìîäåëè, òåîðèåé âû÷èñëèìîñòè è

òåîðèåé ìíîæåñòâ. Äàííûå òåîðèè èìåþò äåëî, â ÷àñòíîñòè, ñ ïðîáëå-

ìàìè îïðåäåëèìîñòè.
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Â êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

èçó÷àþòñÿ íàðÿäó ñ âû÷èñëèìûìè �óíêöèÿìè. Â òåîðèè äîïóñòèìûõ

ìíîæåñòâ îñíîâíîå âíèìàíèå ïðåæäå âñåãî óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ñâîéñòâ

Σ�ïîäìíîæåñòâ � ïîäìíîæåñòâ, îïðåäåëèìûõ Σ��îðìóëàìè, � ñëóæà-

ùèõ àíàëîãîì âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿ-

òåëüñòâî ñâÿçàíî âî ìíîãîì ñ îòñóòñòâèåì â îáùåì ñëó÷àå óíèâåðñàëü-

íîé �óíêöèè, èãðàþùåé êëþ÷åâóþ ðîëü â êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè.

Âàæíûé ïîäêëàññ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþò íàñëåäñòâåííî êî-

íå÷íûå íàäñòðîéêè, óïîìÿíóòûå âûøå. Äëÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ

íàäñòðîåê èìååòñÿ åäèíîå ïðåäñòàâëåíèå Σ�ïîäìíîæåñòâ â òåðìèíàõ

âû÷èñëèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðåäëîæåííîå â [4℄; ñèíòàêñè÷åñêàÿ

õàðàêòåðèçàöèÿ âñåõ îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ

íàäñòðîéêàõ äàåòñÿ â [2℄ (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäèòñÿ

â ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèÿõ äèññåðòàöèè; ñì. òåîðåìû 1.5, 1.6). Èäåÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ Σ�ïðåäèêàòà â âèäå âû÷èñëèìîé äèçúþíêöèè ∃��îðìóë
ñèãíàòóðû ìîäåëè, ëåæàùåé â îñíîâàíèè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàä-

ñòðîéêè, àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè âû÷èñëèìîñòè íà íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ (ñì., íàïðèìåð, [1, 9, 21, 39℄). Äàííûé

ìåòîä àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ è â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïîä âû÷èñëèìîñòüþ íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ áóäåì ïîíèìàòü ñëå-

äóþùèå àñïåêòû: ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíî-

æåñòâ è âû÷èñëèìûõ �óíêöèé, ïðåäñòàâèìîñòü ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî

âèäà è ñòðóêòóð â îïðåäåëåííûõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó ñâîéñòâàìè â êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè è â ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà

êîíå÷íûõ ñèãíàòóð. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîãî Σ�ïðåäèêàòà.
Â ðàáîòå [33℄ Þ.Ë. Åðøîâûì áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì,

÷òî èìååòñÿ ðàâíîìåðíûé ïåðåíîñ êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè íà ïðîèç-

âîëüíûå ìîùíîñòè, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûìè

íàäñòðîéêàìè íàä ïëîòíûìè ëèíåéíûìè ïîðÿäêàìè, ïðè÷åì ýòîò ïåðå-

íîñ óíèâåðñàëåí â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Ïðîáëåìà 1. Åñëè òåîðèÿ T èìååò íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ�îïðåäåëè-
ìóþ â HF(M) íàä ìîäåëüþ M c�ïðîñòîé òåîðèè, òî òåîðèÿ T èìå-

åò òàêæå íåñ÷åòíóþ ìîäåëü, Σ�îïðåäåëèìóþ â HF(L) íàä íåêîòîðûì
ïëîòíûì ëèíåéíûì ïîðÿäêîì L.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, âû÷èñëèìîñòü íà íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàä-

ñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè c�ïðîñòûõ òåîðèé (íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ íà-
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çûâàåòñÿ c�ïðîñòîé, åñëè îíà ðàçðåøèìà, ïîëíà, ìîäåëüíî ïîëíà, ñ÷åò-

íî êàòåãîðè÷íà è èìååò ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî ïîëíûõ �îðìóë) ñîâ-

ïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé (äàæå åñëè ìîäåëü íåñ÷åòíà); ñ äðóãîé ñòîðîíû,

c�ïðîñòàÿ òåîðèÿ èìååò åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî âû÷èñëèìîãî èçî-

ìîð�èçìà âû÷èñëèìóþ ìîäåëü, ÿâëÿþùóþñÿ, ê òîìó æå, ðàçðåøèìîé.

Ïîäðîáíî ìîòèâàöèÿ ýòîé ãèïîòåçû èçëîæåíà â [34℄.

Â ñâÿçè ñ äàííîé ïðîáëåìîé ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû [22, 25℄.

Ñ ìîäåëÿìè c�ïðîñòûõ òåîðèé òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà ñóùåñòâîâà-

íèÿ ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé äëÿ îïðåäåëèìûõ ìîäåëåé. Â îáùåì ñëó-

÷àå, òåîðåìà îá ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé íå ñïðàâåäëèâà äàæå äëÿ íà-

ñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê íàä íåñ÷åòíûìè ìîäåëÿìè (ñì., íàïðè-

ìåð, [56, 59℄). Â ðàáîòå [8℄ èçó÷àåòñÿ êëàññ ìîäåëåé, íàçâàííûõ äîñòàòî÷-

íî íàñûùåííûìè, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá ýëåìåíòàðíûõ

ðàñøèðåíèé äëÿ îïðåäåëèìûõ ìîäåëåé â ñëó÷àå, êîãäà íàñëåäñòâåííî

êîíå÷íûå íàäñòðîéêè ñòðîÿòñÿ íàä ìîäåëÿìè ω�ñòàáèëüíûõ èëè ñ÷åòíî

êàòåãîðè÷íûõ òåîðèé. Òàì æå �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà (ñì.

çàìå÷àíèå 3.4.3[9℄):

Ïðîáëåìà 2. Â ëþáîé äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé ìîäåëè ðåàëèçóåòñÿ

ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíûé) àðè�ìåòè÷åñêèé òèï èç �îðìóë ñ îãðà-

íè÷åííûì ÷èñëîì ïåðåìåí êâàíòîðîâ íàä êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì åå

íîñèòåëÿ. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíûì äîñòàòî÷íîé íà-

ñûùåííîñòè?

Ñ ìîäåëÿìè c�ïðîñòûõ òåîðèé ñâÿçàíà åùå îäíà ïðîáëåìà, êîòîðàÿ

îáñóæäàåòñÿ â äèññåðòàöèè, òàêæå ñ�îðìóëèðîâàííàÿ Þ.Ë. Åðøîâûì.

Ïðîáëåìà 3. Áóäåò ëè ïîëóðåøåòêà m�ñòåïåíåé íàñëåäñòâåííî êî-

íå÷íîé íàäñòðîéêè HF(〈Q,6〉) íàä ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà èçîìîð�íà êëàññè÷åñêîé ïîëóðå-

øåòêå m�ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ãäå m�ñâîäèìîñòü îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèìûõ �óíêöèé, â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ îíà

îñóùåñòâëÿåòñÿ â.ï. ïðåäèêàòàìè, ÷òî îáóñëîâëåíî ñâîéñòâîì íåäåòåð-

ìèíèðîâàííîñòè, ïðèñóùåé âû÷èñëèìîñòè íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ.

Â ðàáîòàõ [6, 18℄ äàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå ïîëóðåøåòêè m�

ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â [55℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóðåøåòêà m�ñòå-

ïåíåé äèñòðèáóòèâíà â ëþáîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå. Òàì æå ïîêàçà-

íî, ÷òî ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóþò èäåàë m�ñòåïåíåé â
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íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè c�ïðîñòûõ òåîðèé,

èçîìîð�íûé ïîëóðåøåòêå êëàññè÷åñêèõ m�ñòåïåíåé.

Â äèññåðòàöèè òàêæå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (áîëåå òî÷íî, äàåòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû, ñ�îðìóëè-

ðîâàííîé À.Ñ. Ìîðîçîâûì è àâòîðîì), ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè

äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ íà âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíî-

æåñòâàõ â äîïóñòèìûõ ñòðóêòóðàõ, à òàêæå èçó÷àåòñÿ ñâîäèìîñòü íà

äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ìåðó èõ âû÷èñëèìîñòè.

Ïðîáëåìû Σ�îïðåäåëèìîñòè ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ îð-

äèíàëîâ ω â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ èçó÷àëèñü è ðàíåå (ñì. [20, 55℄),

îäíàêî òàì èññëåäîâàëèñü âçàèìîñâÿçè T�ñâîäèìîñòè ñ Σ�îïðåäåëèìîñ-
òüþ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî∆�ïîäìíîæåñòâ ω â äîïóñòèìîì ìíî-

æåñòâå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî T�ñâîäèìîñòè è îïåðàöèè ⊕ ñî÷ëåíåíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî T�èäåàëà I áûëè ïîñòðîåíû ïðèìåðû äîïóñòèìûõ ìíî-

æåñòâ, â êîòîðûõ ñåìåéñòâî T�ñòåïåíåé ∆�ïîäìíîæåñòâ îáðàçóåò èäåàë
I. Îäíàêî äàëåêî íå âñåãäà ïî èäåàëó T�ñòåïåíåé ∆�ïîäìíîæåñòâ ìîæ-
íî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ñåìåéñòâî Σ�ïîäìíîæåñòâ. Âïåðâûå âçàè-
ìîñâÿçè ìåæäó e�ñâîäèìîñòüþ è ñåìåéñòâîì Σ�ïîäìíîæåñòâ ω â äîïó-

ñòèìûõ ìíîæåñòâàõ áûëè îòìå÷åíû â [13℄.

Çíà÷åíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â âû÷èñëèìîñòè íà äîïóñòèìûõ ìíîæå-

ñòâàõ âî ìíîãîì îáóñëàâëèâàåò íàçâàíèå ýòîé äèññåðòàöèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíî îòíîñè-

òåëüíî ìåðû åãî âû÷èñëèìîñòè íàñëåäñòâåííî êîíå÷íîé íàäñòðîé-

êå íàä íåêîòîðûì îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì. Áîëåå òîãî, ýòà òðàíñ-

�îðìàöèÿ ñîõðàíÿåò áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ ýòîãî äîïóñòèìîãî ìíî-

æåñòâà, ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè.

2. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà ñêà÷êà íà

äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ è íà ñòðóêòóðàõ. Îñëàáëåííàÿ âåðñèÿ ýòî-

ãî ðåçóëüòàòà áûëà ïîëó÷åíà îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî À. Ìîí-

òàëáàíîì.

3. Áûë ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Þ.Ë. Åðøîâà îá óíèâåð-

ñàëüíîñòè ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

4. Áûëè îõàðàêòåðèçîâàíû âñåâîçìîæíûå ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíî-

æåñòâ íà äîïóñòèìûõ ñòðóêòóðàõ. �åçóëüòàò áûë ïîëó÷åí îäíî-

âðåìåííî è íåçàâèñèìî ïðî�åññîðîì À.Ñ. Ìîðîçîâûì.
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5. Ïîêàçàíî, ÷òî äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà, ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà, îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìèíèìàëü-

íîñòè.

6. Íàéäåí êðèòåðèé îïðåäåëèìîñòè ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â òåð-

ìèíàõ îïðåäåëèìîñòè ñåìåéñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë.

7. Ïîñòðîåí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Þ.Ë. Åðøîâà î õàðàêòåðèçàöèè

äîñòàòî÷íî íàñûùåííûõ ìîäåëåé êàê àðè�ìåòè÷åñêè íàñûùåííûõ

ìîäåëåé.

8. Íàéäåíû âñåâîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè èç äåñê-

ðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ íà äîïóñòèìûõ ñòðóêòóðàõ. Áîëüøèí-

ñòâî ïðèìåðîâ áûëî ïîñòðîåíî àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî; êðîìå òî-

ãî, èñïîëüçîâàëñÿ ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ñîâìåñòíî ñ È.Ø. Êàëè-

ìóëëèíûì.

9. Ïîäòâåðæäåíà ãèïîòåçà Þ.Ë. Åðøîâà îá èçîìîð�èçìå ïîëóðåøå-

òîê êëàññè÷åñêèõ m�ñòåïåíåé è m�ñòåïåíåé â íàñëåäñòâåííî êî-

íå÷íûõ íàäñòðîéêàõ íàä ìîäåëÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. �àáîòà íîñèò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. �åçóëüòàòû è ìåòîäû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè, òåîðèè

ìîäåëåé è òåîðèè ìíîæåñòâ. Îíè ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñïåöêóðñû

äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè-

÷åñêîé ëîãèêè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

1, 4�6, 8, 9 ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì ìåòîäû âû÷èñëèìîñòè íà íàñëåä-

ñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîéêàõ. Êðîìå âûøåóïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà 2 èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû Áàðâàéñà,

ðàçðàáîòàííûå äëÿ ìîäåëåé áåñêîíå÷íûõ ÿçûêîâ, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ðåçóëüòàòîâ 3, 7 � ìåòîäû êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé. Â ðàáîòå òàêæå

àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ñòåïåíåé è òåîðèè ìîäåëåé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ïåðèîä ñ 2001 ïî

2012 ãîä áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ â Íîâî-

ñèáèðñêå, Êàçàíè, Ñèåíå (Èòàëèÿ), Õåëüñèíêè (Ôèíëÿíäèÿ), Íèéìåãåíå

(Íèäåðëàíäû), Ñóîíñè (Âåëèêîáðèòàíèÿ), ×èêàãî (ÑØÀ). Â ÷àñòíîñòè,
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íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê,

2003 (ñîâìåñòíî ñ È.Ø. Êàëèìóëëèíûì), 2004, 2006, 2010 è 2011 ã.ã.),

¾Computability in Europe¿ (Ñèåíà, 2007 ã.; ñîâìåñòíî ñ Þ.Ë. Åðøîâûì

è À.È. Ñòóêà÷åâûì) è ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Àëãåáðà è ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ëîãèêà¿, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Â.Â. Ìîðîçîâà (Êàçàíü, 2011

ã.) àâòîðîì áûëè ñäåëàíû ïëåíàðíûå äîêëàäû ïî òåìå äèññåðòàöèè. �å-

çóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ìàòåìà-

òèêè ÑÎ �ÀÍ è Í�Ó ¾Òåîðèÿ âû÷èñëèìîñòè¿, ¾Òåîðèÿ ìîäåëåé¿ è ¾Àë-

ãåáðà è ëîãèêà¿, íà ëîãè÷åñêèõ ñåìèíàðàõ Ê(Ï)ÔÓ (Êàçàíü), Óíèâåðñè-

òåòîâ â Äàðìøòàäòå (�åðìàíèÿ), Ëèäñå (Âåëèêîáðèòàíèÿ), �åéäåëüáåðãå

(�åðìàíèÿ), Âàøèíãòîíå (ÑØÀ) è íà îáùåèíñòèòóòñêîì ñåìèíàðå Èí-

ñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ �ÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëè-

êîâàíû â �îðìå ñòàòåé â âåäóùèõ îòå÷åñòâåííûõ èçäàíèÿõ [52℄�[67℄,

êîòîðûå âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ

æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç øåñòè

ãëàâ è ââåäåíèÿ, óêàçàòåëÿ òåðìèíîâ, ïðåäìåòíîãî óêàçàòåëÿ è ñïèñêà

ëèòåðàòóðû. Îíà èçëîæåíà íà 333 ñòðàíèöàõ òåêñòà, íàáðàííîãî â ðå-

äàêöèîííî-èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX2ε, áèáëèîãðà�èÿ ñîäåðæèò 99

íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ðàçáèòà íà ãëàâû,

êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïàðàãðà�û, à íåêîòîðûå

ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïîäïàðàãðà�û. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êàæäîé ãëàâû

(òåîðåìû è èõ ñëåäñòâèÿ) ÿâíûì îáðàçîì ñ�îðìóëèðîâàíû âî ââåäåíèè.

Íóìåðàöèÿ âñåõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé), à òàêæå îïðåäå-

ëåíèé ñêâîçíàÿ âíóòðè ãëàâû è ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: ïåðâîå ÷èñëî �

íîìåð ãëàâû è âòîðîå � ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ãëàâû. Íóìåðàöèÿ

�îðìóë îäèíàðíàÿ: ÷èñëî îïðåäåëÿåò ïîðÿäêîâûé íîìåð.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíà õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðà-

áîòû.

�ëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, à

òàêæå �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì, èñïîëüçóåìûõ â äèññåðòàöèè.
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�ëàâà 2. Ñâîäèìîñòü ìåæäó KPU�ìîäåëÿìè
Â äàííîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå Σ�ñâîäèìîñòè íà äîïóñòèìûõ ìíî-

æåñòâàõ, ñîãëàñîâàííîå (â íåêîòîðîì âïîëíå åñòåñòâåííîì ñìûñëå) ñ

òàêèìè ïîíÿòèÿìè, àêòèâíî èññëåäóåìûìè ðàçëè÷íûìè ó÷åíûìè, êàê

Σ�îïðåäåëèìîñòü ìîäåëè â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå, è ïðîèçâîäíàÿ ñâî-

äèìîñòü íà ñòðóêòóðàõ, ñâîéñòâîì ñåìåéñòâà áûòü âû÷èñëèìûì â äî-

ïóñòèìîì ìíîæåñòâå è ò.ä. Çäåñü è äàëåå â ñêîáêàõ óêàçàíà ïîçèöèÿ

óòâåðæäåíèÿ èëè îïðåäåëåíèÿ â äèññåðòàöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. (2.1) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A

Σ�ñâîäèòñÿ ê äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó B (è îáîçíà÷àòü êàê A ⊑Σ B),

åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ν èç íîñèòåëÿ B íà íîñèòåëü A òàêîå, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå ν−1(Σ(A2)) ⊆ Σ(B2).

Äàííîå îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè ïîÿâèëîñü êàê îñëàáëåííàÿ �îðìà îñ-

íîâíîãî ïîíÿòèÿ èç [15℄. Ýòó ñâîäèìîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìå-

ðó ñëîæíîñòè âû÷èñëèìîñòè íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, ïðè ýòîì íàè-

ìåíüøåé îêàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ âû÷èñëèìîñòü (êîòîðàÿ ìîæåò áûòü

îòîæäåñòâëåíà ñ HF(∅)). Îêàçàëîñü, ÷òî îòíîøåíèå Σ�ñâîäèìîñòè ñî-

ãëàñîâàíî ñ Σ�îïðåäåëèìîñòüþ ìîäåëåé â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ.

Ïðåäëîæåíèå 1. (�àêòè÷åñêè äîêàçàíî Þ.Ë.Åðøîâûì) Ïóñòü

M � ìîäåëü êîíå÷íîé ñèãíàòóðû è A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

M 6Σ A, åñëè è òîëüêî åñëè HF(M) ⊑Σ A.

Ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå ñâîäèìîñòè íà äîïóñòèìûõ ìíî-

æåñòâàõ ÿâëÿåòñÿ ðå�ëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì, ïîýòîìó îòíîøåíèå

≡Σ (íàçûâàåìîå îòíîøåíèåì Σ�ýêâèâàëåíòíîñòè), îïðåäåëåííîå êàê

A ≡Σ B ⇔ (A ⊑Σ B)&(B ⊑Σ A),

áóäåò äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Îñíîâíûì ðåçóëüòà-

òîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. (2.1) Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñ íîñèòåëåì A.

Òîãäà ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ãðà� MA áåç ïåòåëü ñ íîñèòåëåì

A, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (n > 1):

1. A Σ�ýêâèâàëåíòíî HF(MA);

2. A óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó n�P , åñëè è òîëüêî åñëè HF(MA) òàê-
æå óäîâëåòâîðÿåò n�P , ãäå P � îäíî èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ
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ñâîéñòâ: ïåðå÷èñëèìîñòè, óíè�îðìèçàöèè, îòäåëèìîñòè, òî-

òàëüíîé ïðîäîëæèìîñòè, ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé ({0; 1}�
çíà÷íîé) �óíêöèè.

Ýòà òåîðåìà íîñèò â áîëüøåé ìåðå ìåòîäîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð: äëÿ

èçó÷åíèÿ áîëüøèíñòâà àñïåêòîâ âû÷èñëèìîñòè íà äîïóñòèìûõ ìíîæå-

ñòâàõ, èññëåäóåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê � íàèìåíüøèõ ïî âêëþ-

÷åíèþ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ðåçóëüòàò äåìîí-

ñòðèðóåò âûðàçèòåëüíóþ ñèëó íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ íàäñòðîåê. Åñëè

æå ïðîâîäèòü ïàðàëëåëè ìåæäó àëãîðèòìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è äîïó-

ñòèìûìè ìíîæåñòâàìè, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî òðàíñ-

�îðìèðîâàòü â íàñëåäñòâåííî êîíå÷íóþ íàäñòðîéêó, ñëåäóåò �àêòè÷å-

ñêè ïðîèçâåñòè çàìåíó âñåõ âû÷èñëåíèé (`ìíîæåñòâ') ñòðóêòóðàìè äàí-

íûõ (`ïðàýëåìåíòàìè').

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2. (2.2) Ïóñòü A, B � äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Òîãäà A ⊑Σ

B, åñëè è òîëüêî åñëè M 6Σ A âëå÷åò M 6Σ B, äëÿ ëþáîé ìîäåëè M

êîíå÷íîé ñèãíàòóðû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ çäåñü ñâîäèìîñòü íà ñ÷åòíûõ äîïó-

ñòèìûõ ìíîæåñòâàõ âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê è ñâîäèìîñòü, ââåäåííàÿ â

[28℄. Íà êëàññàõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ìîùíîñòè îíà ñåáÿ

âåäåò òàê æå, êàê è ñâîäèìîñòü, ïðåäëîæåííàÿ â [23℄.

Ââîäèòñÿ òàêæå ïîíÿòèå Σ�ñêà÷êà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñ åäèíûõ ïî-

çèöèé èññëåäîâàòü ñâîéñòâà Σ�îïðåäåëèìîñòè è îïðåäåëèìîñòè ìîäåëåé
â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ.

Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñ íîñèòåëåì A. Îïðåäåëèì äîïó-

ñòèìîå ìíîæåñòâî JΣ(A), íàçûâàåìîå Σ�ñêà÷êîì äîïóñòèìîãî ìíîæå-

ñòâà A, êàê HF(〈A,U〉), ãäå U ⊆ A3
� Σ�ïðåäèêàò, óíèâåðñàëüíûé äëÿ

êëàññà âñåõ áèíàðíûõ Σ�ïðåäèêàòîâ íà A.

Îïðåäåëèì èòåðèðîâàííûé Σ�ñêà÷îê ñëåäóþùèì îáðàçîì: J
(0)
Σ (A) =

A, J
(n+1)
Σ (A) = JΣ(J

(n)
Σ (A)) ïðè n < ω.

Òåîðåìà 3. (2.6) Ïóñòü A � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, à M � ìîäåëü

êîíå÷íîé ñèãíàòóðû. Òîãäà M îïðåäåëèìà â A, åñëè è òîëüêî åñëè M

Σ�îïðåäåëèìà â J
(n)
Σ (A) äëÿ íåêîòîðîãî n < ω.

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ñêà÷îê ñîãëàñîâàí êàê ñ òüþðèíãîâûì,

òàê è ñ e�ñêà÷êàìè. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â [24℄, äëÿ äàííîãî ñêà÷-

êà ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî èíâåðñèè. Îäíàêî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ
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îïåðàòîðîâ ñêà÷êà, íå èìåþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, Σ�ñêà÷îê îáëàäàåò
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 4. (2.11) Ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ëþáîé íàïå-

ðåä çàäàííîé ìîùíîñòè, ýêâèâàëåíòíîå îòíîñèòåëüíî Σ�ñâîäèìîñòè
ñâîåìó Σ�ñêà÷êó.

Äàííàÿ òåîðåìà èìååò ñåðèþ ïðèëîæåíèé êàê â ðàìêàõ âû÷èñëèìî-

ñòè íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, òàê è â êëàññè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè. Ê

ïðèìåðó, íàëè÷èå íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà Σ�ñêà÷êà âëå÷åò ñóùå-
ñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðîì ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê,

âû÷èñëèìûõ â äàííîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå, áóäåò Σ�îïðåäåëèìîé.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå

îäíîãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èç [14℄, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîãî

èñïîëüçîâàëàñü ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà; ñ

äðóãîé ñòîðîíû, îí êîíòðàñòèðóåò ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì À. Íóðòà-

çèíà[17℄, ãëàñÿùèì, ÷òî ãðóïïà âñåõ âû÷èñëèìûõ ïåðåñòàíîâîê íå èìååò

âû÷èñëèìîé êîïèè. Òàê êàê â ëþáîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A ãðóïïà

âñåõ åãî Σ�ïåðåñòàíîâîê îïðåäåëèìà, ñóùåñòâîâàíèå äîïóñòèìîãî ìíî-

æåñòâà ñ Σ�îïðåäåëèìîé ãðóïïîé Σ�ïåðåñòàíîâîê âûòåêàåò èç ñëåäóþ-
ùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5. (2.12 è çàìå÷àíèå 2.4) Äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà B

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. B ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà Σ�ñêà÷êà (ò.å. âû-

ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå JΣ(B) ≡Σ B);

2. Äëÿ ëþáîé ìîäåëè M êîíå÷íîãî ÿçûêà, îïðåäåëèìîñòü ìîäåëè M

â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå B âëå÷åò åå Σ�îïðåäåëèìîñòü â B.

Êðîìå òîãî, ñ÷åòíûé ãðà�G, äëÿ êîòîðîãîHF(G) áóäåò íåïîäâèæíîé
òî÷êîé îïåðàòîðà Σ�ñêà÷êà, èìååò ñïåêòð, çàìêíóòûé âíèç îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè òüþðèíãîâà ñêà÷êà. Â ÷àñòíîñòè, íåïîäâèæíûå òî÷êè íå èìåþò

ãèïåðàðè�ìåòè÷åñêèõ êîïèé.

Â 2011 ãîäó, êîãäà óæå ñòàòüÿ àâòîðà [66℄ áûëà ïîäãîòîâëåíà ê ïå-

÷àòè, À. Ìîíòàëáàí ([44℄) àíîíñèðîâàë äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ

íåïîäâèæíîé òî÷êè â ïðåäïîëîæåíèè ìíîæåñòâà 0
#
. Â íàñòîÿùåé ðàáî-

òå ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ ïðè åñòåñòâåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (áî-

ëåå òî÷íî, KP+`ñóùåñòâîâàíèå êàðäèíàëà (iωCK

1

)+').
Ìû îáñóæäàåì, ê òîìó æå, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äàííîé ñâîäèìîñòüþ

è ñâîäèìîñòÿìè, ââåäåííûìè ðàíåå.
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�åçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî; îíè îïóáëèêîâà-

íû â ðàáîòàõ [61, 66℄. Ýòè ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ

êîí�åðåíöèÿõ â Ñèåíå (Èòàëèÿ) (¾Computability in Europe¿, 18�23 èþíÿ,

2007), â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 16�18 íîÿáðÿ, 2004, 11�

14 îêòÿáðÿ, 2011), â Êàçàíè (¾Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿, 25�30

ñåíòÿáðÿ, 2011), â ×èêàãî (¾De�nability in Computable Stru
tures¿, 12�13

ìàÿ, 2012), íà ñåìèíàðàõ ¾Òåîðèÿ ìîäåëåé¿, ¾Âû÷èñëèìîñòü¿ è ¾Àëãåá-

ðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå è íà ëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå â óíèâåðñèòåòå

ã. Äàðìøòàäò (�åðìàíèÿ).

�ëàâà 3. Î ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íûõ òåîðèÿõ

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ñëóæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, èç

êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåãàòèâíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû 1.

Òåîðåìà 6. (3.1) Ñóùåñòâóåò c�ïðîñòàÿ òåîðèÿ T êîíå÷íîé ñèãíà-

òóðû òàêàÿ, ÷òî íè äëÿ êàêîãî ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L íå ñó-

ùåñòâóåò íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé òåîðèè T , Σ�îïðåäåëèìûõ â HF(L).

Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè

òåîðèè, ó ðàçðåøèìîé ìîäåëè êîòîðîé îòñóòñòâóåò áåñêîíå÷íîå âû÷èñ-

ëèìîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî

â ðàáîòå [37℄ áûë ïîñòðîåí ïðèìåð òåîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì íåîá-

õîäèìûì òåîðåòèêî�ìîäåëüíûì ñâîéñòâàì, íî áåñêîíå÷íîé ñèãíàòóðû. Â

ýòîé ãëàâå òàêæå îáñóæäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîáëåìû äëÿ ñ÷åòíî êàòåãî-

ðè÷íûõ òåîðèé: óïîðÿäî÷èâàåìîñòè ìîäåëåé òàêèõ òåîðèé ñ ñîõðàíåíè-

åì ñâîéñòâà ñ÷åòíîé êàòåãîðè÷íîñòè, ñ÷åòíî êàòåãîðè÷íîãî îáîãàùåíèÿ

òåîðåòèêî�ìîäåëüíîé ïàðû ìîäåëåé òàêèõ òåîðèé ñî ñâîéñòâîì îãðàíè-

÷åííîé äâóõêàðäèíàëüíîñòè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ôðàéññå.

�åçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû

â [67℄. Îíè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ â Êàçàíè

(¾Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿, ïîñâÿùåííàÿ 100�ëåòèþ Â.Â. Ìî-

ðîçîâà, 25�30 ñåíòÿáðÿ, 2011), â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿,

13�15 íîÿáðÿ, 2012) è â ×èêàãî (¾De�nability in Computable Stru
tures¿,

12�13 ìàÿ, 2012), à òàêæå íà ñåìèíàðàõ ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ è ¾Òåîðèÿ

ìîäåëåé¿ â Íîâîñèáèðñêå. �åçóëüòàòû òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà îáùåèí-

ñòèòóòñêîì ñåìèíàðå ÈÌ ÑÎ �ÀÍ.

�ëàâà 4. Î ïîäìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñåìåéñòâ

ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñåìåéñòâàìè âñåõ
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∆�ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íûõ îðäèíàëîâ è T�ñâîäèìîñòüþ âïåðâûå áûëè

óñòàíîâëåíû â [20℄. Îäíàêî, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðà-

áîòû, ïî ñåìåéñòâó âñåõ ∆�ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íûõ îðäèíàëîâ íåâîç-

ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ Σ�ïîäìíîæåñòâ.
Êàê îêàçàëîñü, â ýòîì ñëó÷àå íàèáîëåå àäåêâàòíîé áóäåò e�ñâîäèìîñòü.

Âïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó e�ñâîäèìîñòüþ è ñâîéñòâàìè ñåìåéñòâà

Σ�ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ îðäèíàëîâ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ îòìå-

÷åíû â [13℄. Çäåñü äàåòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå âñåâîçìîæíûõ ñåìåéñòâ Σ�
ïîäìíîæåñòâ â òåðìèíàõ èìåííî e�ñâîäèìîñòè.

Òåîðåìà 7. (4.6)

1. Â ëþáîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå A ñåìåéñòâî Σ�ïîäìíîæåñòâ

ω ïðåäñòàâèìî â âèäå

⋃
I äëÿ íåêîòîðîãî e�èäåàëà I.

2. Äëÿ ëþáîãî e�èäåàëà I ñóùåñòâóåò ìîäåëü M òàêàÿ, ÷òî

⋃
I

ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì âñåõ Σ�ïîäìíîæåñòâ ω â HF(M). Êðîìå
òîãî, ýòó ìîäåëü ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî card(M) = card(

⋃
I).

Ê òîìó æå, àâòîðîì äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè ìîäåëåé,

ïîñòðîåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 8. (4.7) Äëÿ ëþáûõ e�èäåàëà I è êàðäèíàëà α > card(
⋃
I)

ñóùåñòâóåò ìîäåëü M0 ìîùíîñòè α, Σ�îïðåäåëèìàÿ â ëþáîì äîïó-

ñòèìîì ìíîæåñòâå ìîùíîñòè α, â êîòîðîì ñåìåéñòâî âñåõ Σ�ïîä-
ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ

⋃
I, ïðè÷åì ñåìåéñòâî âñåõ Σ�ïîäìíîæåñòâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â HF(M0) òàêæå ñîâïàäàåò ñ

⋃
I.

Â äàííîé ãëàâå òàêæå ââîäèòñÿ îòíîøåíèå Σ�ñâîäèìîñòè íà ñåìåé-

ñòâàõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîãëàñîâàííîå ñî ñâîäèìîñòüþ

íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ, èçó÷àåìîé â ãëàâå 2. Îòëè÷èòåëüíîé îñî-

áåííîñòüþ ýòîé ñâîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñåìåéñòâî ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ êàê àáñòðàêòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò áåç �èêñàöèè êàêîãî�ëèáî

îïðåäåëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Äâå ïðåäûäóùèå òåîðåìû äîêàçûâàþò-

ñÿ â äèññåðòàöèè êàê ñëåäñòâèÿ õàðàêòåðèçàöèîííîé òåîðåìû äëÿ äàí-

íîé ñâîäèìîñòè íà ñåìåéñòâàõ. Ïðèâîäèòñÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ äîïóñòèìûõ

ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ Σ��óíêöèÿ. Â íàñòî-

ÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíèå òàêèõ ïðèìåðîâ îñíîâàíî íà òðàíñëÿöèè îïðå-

äåëåííûõ ïðèíöèïîâ ñ èäåàëîâ íà äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà. Êðîìå òî-

ãî, ïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ, ïîñòðîåííûõ
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ïî èäåàëàì e�ñòåïåíåé. Ïîïóòíî ñòðîèòñÿ ïðèìåð äîïóñòèìîãî ìíîæå-

ñòâà A, íå èìåþùåãî ðàçðåøèìîé (äàæå ïîçèòèâíîé) âû÷èñëèìîé A�

íóìåðàöèè ñåìåéñòâà âñåõ Σ�ïîäìíîæåñòâ. (Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññè÷å-
ñêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìàÿ (äàæå îäíîçíà÷íàÿ) âû÷èñëèìàÿ

íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà âñåõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ[35, 11℄.)

Îïèñàíû òàêæå âñå äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ îïðåäåëèìî

ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 9. (4.21) Ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëèìî â äîïóñòè-

ìîì ìíîæåñòâå A, åñëè è òîëüêî åñëè ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëèìî â A.

Ýòîò êðèòåðèé îêàçûâàåòñÿ âåñüìà óäîáíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîïó-

ñòèìûõ ìíîæåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëèìîñòè ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë.

Â çàâåðøåíèå ãëàâû 4 îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà 2, êàñàþùàÿñÿ äîñòà-

òî÷íî íàñûùåííûõ ìîäåëåé. Çäåñü äàåòñÿ íåãàòèâíîå ðåøåíèå âûøåóïî-

ìÿíóòîé ïðîáëåìû.

Òåîðåìà 10. (4.27) Ñóùåñòâóåò ìîäåëü ìîäåëüíî ïîëíîé òåîðèè, â

êîòîðîé ðåàëèçóþòñÿ âñå àðè�ìåòè÷åñêèå òèïû íàä êîíå÷íûìè ìíî-

æåñòâàìè, íå ÿâëÿþùàÿñÿ äîñòàòî÷íî íàñûùåííîé.

Ýòîé òåìàòèêå òàêæå ïîñâÿùåíû ðàáîòû, íàïèñàííûå àâòîðîì ñîâ-

ìåñòíî ñ È. Ø. Êàëèìóëëèíûì (ñì. [52, 53℄), à òàêæå ðàáîòû, íàïèñàí-

íûå À.Í. Õèñàìèåâûì (ñì., íàïðèìåð, [29℄).

Òåîðåìà 7 áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî è îäíîâðåìåííî À. Ñ. Ìîðîçî-

âûì [54℄. Îñòàëüíûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç ýòîé ãëàâû áûëè ïîëó÷å-

íû àâòîðîì ëè÷íî; îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [58, 54, 65℄; äîêëàäûâàëèñü

íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òå-

íèÿ¿, 17�19 íîÿáðÿ, 2003, 16�18 íîÿáðÿ, 2004), â Ñèåíå (¾Computability

in Europe¿, 18�23 èþíÿ, 2007), â Êàçàíè (¾Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ëîãèêà¿, ïîñâÿùåííàÿ 100�ëåòèþ Â.Â. Ìîðîçîâà, 25�30 ñåíòÿáðÿ, 2011),

íà ñåìèíàðàõ ¾Âû÷èñëèìîñòü¿ è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå è

íà ëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå â Ëèäñå (Âåëèêîáðèòàíèÿ). �åçóëüòàòû òàêæå

äîêëàäûâàëèñü íà îáùåèíñòèòóòñêîì ñåìèíàðå ÈÌ ÑÎ �ÀÍ.
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�ëàâà 5. Äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Â ýòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ äåòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâîéñòâàìè

èç äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ. Êàê è

äëÿ áîëüøèíñòâà ïîäõîäîâ ê âû÷èñëèìîñòè, ñåìåéñòâà âñåõ Σ�ïðåäè-
êàòîâ íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ êîíå÷íûõ ñèãíàòóð (èãðàþùèõ ðîëü

âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ) íå çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî äîïîë-

íåíèÿ, ÷òî âûíóæäàåò ðàññìàòðèâàòü âñåâîçìîæíûå ñâîéñòâà, ïîçâî-

ëÿþùèå îáîéòè ýòî ïðåïÿòñòâèå. Áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü

ñâîéñòâ èçó÷àëîñü è ðàíåå, îäíàêî èññëåäîâàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íè-

ìè íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ áûëî ïðåäëîæåíî àâòîðîì.

ÏîäUF (UF2) áóäåì ïîíèìàòü ñâîéñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ Σ��óíêöèé,
óíèâåðñàëüíûõ äëÿ êëàññîâ âñåõ ({0; 1}�çíà÷íûõ) ÷àñòè÷íûõ Σ��óíê-
öèé. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî A áóäåì íàçûâàòü êâàçèïðîåöèðóåìûì, åñëè

ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ Σ��óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì ïîäìíî-

æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåéñòâóþùàÿ íà íîñèòåëü A. Äåñêðèïòèâíûå

ñâîéñòâà òàêèõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ â ðàáîòå [52℄.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Òåîðåìà 11. (5.1) Äëÿ ñâîéñòâ íà äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ ñïðàâåä-

ëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Âñå ïåðåõîäû â äèàãðàììå, ïðèâåäåííîé âûøå, ñòðîãèå. Â ñëó÷àÿõ (0�6,
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10) ìîæíî âûáðàòü íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûå íàäñòðîéêè íàä âû÷èñëè-

ìûìè ìîäåëÿìè. Â ñëó÷àÿõ (7�9) òàêèõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ íå ñó-

ùåñòâóåò. Âñå ìîäåëè äëÿ (8) èìåþò íåàðè�ìåòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü.

Â ñëó÷àÿõ (7,9) ìîæíî âûáðàòü íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûå íàäñòðîéêè

íàä 0
′
�âû÷èñëèìûìè ìîäåëÿìè.

Çà èñêëþ÷åíèåì ïåðåõîäîâ 0 è 1 (äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà äëÿ ïåðå-

õîäà 0 ïîäðîáíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ Äæ. Áàðâàéñà è Äæ. Ñàêñà; ïðèìåð

äëÿ ïåðåõîäà 1 áûë ïðåäëîæåí â êíèãå [9℄, à åãî îáîñíîâàíèå �àêòè÷å-

ñêè ïðèâåäåíî â [21℄), â îáîñíîâàíèè è (èëè) ïîñòðîåíèè ïðèìåðîâ àâòîð

ïðèíèìàë íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå: íà äàííûé ìîìåíò âñå ïðèìåðû

äëÿ ïåðåõîäîâ 3, 5, 8 áûëè ïîñòðîåíû àâòîðîì; ïðèìåðû äëÿ ïåðåõîäà

2 âïåðâûå áûëè ïðåäëîæåíû àâòîðîì â [55℄ (ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëü-

íîé Σ��óíêöèè â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ èç ýòîãî êëàññà ñëåäóåò èç ðå-
çóëüòàòîâ [9℄); äëÿ ïåðåõîäà 4 äëÿ ïî÷òè âñåõ íûíå èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ
îòñóòñòâèå ñâîéñòâà ðåäóêöèè áûëî äîêàçàíî ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì

àâòîðîì; äëÿ ïåðåõîäà 6 èçâåñòíû ëèøü äâå âû÷èñëèìûå ñòðóêòóðû,

îäíà èç êîòîðûõ áûëà ïðåäëîæåíà àâòîðîì; äëÿ ïåðåõîäà 7 ïðèìåð 0
′
�

âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðû áûë ïîñòðîåí ñîâìåñòíî ñ È. Ø. Êàëèìóëëèíûì

[52℄.

Â êîíöå ãëàâû ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, ó êîòîðî-

ãî ñåìåéñòâî âñåõ ∆�ïîäìíîæåñòâ íå âû÷èñëèìî. (Ñëåäóåò íàïîìíèòü,
÷òî ñåìåéñòâî âñåõ âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ âû÷èñëèìî [48℄.)

Îòìåòèì, ÷òî êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå ó÷åíûõ, ýòè ñâîéñòâà èçó÷à-

ëèñü òàêæå � .Þ. Âàéöåíàâè÷þñîì, Ì. Â. Êîðîâèíîé, À. Í. Õèñàìèå-

âûì, Â. À. �óäíåâûì ([4, 20, 27, 39℄).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû â îêîí÷àòåëüíîì âèäå áûë îïóá-

ëèêîâàí â ðàáîòå [63℄; äîêëàäûâàëñÿ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ

â Íîâîñèáèðñêå (¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 2�6 ìàÿ, 2010), â Êàçàíè (¾Àë-

ãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà¿, ïîñâÿùåííàÿ 100�ëåòèþ Â.Â. Ìîðîçî-

âà, 25�30 ñåíòÿáðÿ, 2011), íà ñåìèíàðàõ ¾Âû÷èñëèìîñòü¿ è ¾Àëãåáðà è

ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå, è íà ñåìèíàðå ïî âû÷èñëèìîñòè â Ñèåíå (Èòà-

ëèÿ). �åçóëüòàò òàêæå äîêëàäûâàëñÿ íà îáùåèíñòèòóòñêîì ñåìèíàðå â

ÈÌ ÑÎ �ÀÍ.

�ëàâà 6. Âåðõíÿÿ ïîëóðåøåòêà íóìåðàöèé

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû èìååò âèä.

Òåîðåìà 12. (6.1) Ïóñòü T � c�ïðîñòàÿ òåîðèÿ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû

è M � ñ÷åòíàÿ ìîäåëü ýòîé òåîðèè. Òîãäà ïîëóðåøåòêà `íóìåðàöèé'
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k�ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ íà HF(M), k > 1, èçîìîð�íà ïîëóðåøåòêå

m�ñòåïåíåé.

Äàííàÿ òåîðåìà, â ÷àñòíîñòè, ñëóæèò ïîçèòèâíûì ðåøåíèåì ïðîáëå-

ìû 3.

Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî; îïóáëèêîâàíû â ðàáî-

òå [64℄; äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè â Íîâîñèáèðñêå

(¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, 2�6 ìàÿ, 2010), â Êàçàíè (¾Àëãåáðà è ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ëîãèêà¿, 25�30 ñåíòÿáðÿ, 2011), íà ñåìèíàðàõ ¾Âû÷èñëèìîñòü¿

è ¾Àëãåáðà è ëîãèêà¿ â Íîâîñèáèðñêå.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó ó÷èòåëþ àêàäåìèêóÞ.Ë. Åð-

øîâó, ïîä ÷üèì îãðîìíûì âëèÿíèåì áûëà âûïîëíåíà äàííàÿ ðàáîòà;

÷ë.-êîðð. �ÀÍ Ñ.Ñ. �îí÷àðîâó è ä.�.-ì.í. À.Ñ. Ìîðîçîâó çà îêàçàí-

íóþ ïîääåðæêó, ïðåäñòàâèòåëÿì êàçàíñêîé ëîãè÷åñêîé øêîëû ä.�.-ì.í.

Ì.Ì. Àðñëàíîâó è îñîáåííî ñâîåìó ñîàâòîðó ä.�.-ì.í. È.Ø. Êàëèìóë-

ëèíó, çàðóáåæíûì ó÷�åíûì ïðî�. Á. Êóïåðó, ïðî�. Äæ. Ìàê�åðñîíó,

ïðî�. À. Ïèëëàþ è ïðî�. À. Ñîðáè, îáñóæäåíèÿ ñ êîòîðûìè ñûãðàëè

ðåøàþùóþ ðîëü â ïîÿâëåíèè ýòîãî ìàíóñêðèïòà, à òàêæå ó÷àñòíèêàì

ëîãè÷åñêèõ ñåìèíàðîâ Íîâîñèáèðñêîãî �îñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà

è Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èìåíè Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ; îòäåëüíî õî-

òåëîñü áû îòìåòèòü ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà ïî òåîðèè ìîäåëåé ïîä ðóêî-

âîäñòâîì ä.�.-ì.í. Å.À. Ïàëþòèíà, îñîáåííî ä.�.-ì.í. Ñ.Â. Ñóäîïëàòî-

âà, ïîä âëèÿíèåì ÷üèõ ðàáîò àâòîðó óäàëîñü ðåøèòü îäíó èç îñíîâíûõ

ïðîáëåì, à òàêæå ê.�.-ì.í. À.À. Âèêåíòüåâà çà ïðîÿâëåííûé èíòåðåñ ê

ðàáîòàì àâòîðà.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëü-

íûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 99�01�00600�à, 02�01�00540�à, 01�

01�04003�ÍÍÈÎ_à, 03-01-06454-ìàñ, 05�01�00481�à, 08�01�00442�à, 06�

01�04002�ÍÍÈÎ_à, 09�01�12140�î�è_ì, 10�01�92881�ÀÍÔ_ç è 11�01�

00688�à), ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà �Ô äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ êàíäèäàòîâ íàóê

(ÌÊ�2452.2003.1), ïðîãðàììû ÔÖÏ �Èíòåãðàöèÿ�, ïðîåêò 274, ãðàíòîâ

Ïðåçèäåíòà �Ô ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (êîäû ïðîåêòîâ

00�15�96184, ÍØ�2069.2003.1, ÍØ-4787.2006.1, ÍØ�3606.2010.1 è ÍØ�

276.2012.1), ÑÎ �ÀÍ äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ 2003 è 2005 ãã., INTAS YSF

05�109�4919 è �îññèéñêîãî Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.

Â 2005 ã. ñîèñêàòåëü óäîñòîåí ïðåìèè ÑÎ �ÀÍ èìåíè àêàäåìèêà À.È.

Ìàëüöåâà äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ.
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