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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Нумерацией непустого не более чем счётного семейства F называется
произвольное сюрьективное отображение натурального ряда на F. Если
ν — нумерация F и νn = f ∈ F для n ∈ N, то число n называется ν-
номером объекта f . Для нумераций ν и µ мы говорим, что ν сводится
к µ и пишем ν � µ, если существует всюду определённая вычислимая
функция f : N → N, такая что ν = µ ◦ f .
Фактически нумерация — это система имён для элементов F. Хорошо

известно, что для теории вычислимости нет принципиальной разницы
между словами конечного алфавита и натуральным рядом, поскольку
между этими двумя типами объектов существует вычислимое взаим-
но однозначное соответствие. В связи с этим натуральные числа, яв-
ляющиеся номерами объектов, могут восприниматься как слова-имена.
Нумерация назначает каждому объекту из F одно или несколько имён,
которые могут служить входными данными для алгоритмов, в связи с
чем появляется возможность говорить о вычислимости на F вне зави-
симости от того, какую природу имеют элементы этого семейства. Сво-
димость нумераций означает наличие эффективной процедуры транс-
ляции, позволяющей переводить одни имена в другие.
Отношение сводимости на множестве всех нумераций семейства F

является предпорядком. Ассоциированный с ним частичный порядок
является верхней полурешёткой, которая обозначается R(F).
Допустим теперь, что у нас есть некое ”универсальное” семейство S и

нас интересуют нумерации подсемейств этого семейства. Предположим
также, что уже имеется некоторая ”естественная” система имён для S;
то есть задан эффективный язык L, слова которого являются имена-
ми объектов из S, и отображение d : L → S, сопоставляющее именам
объекты с этими именами. Тогда для F ⊆ S нумерация ν семейства F

называется вычислимой относительно L, если существует вычислимая
функция f : N → L, такая что ν = f ◦d, то есть если по каждому ν-номе-
ру объекта из F можно вычислить его ”естественное” имя (имя в языке
L). Множество всех вычислимых относительно L нумераций семейства
F задаёт идеал в полурешётке R(F), который обозначается RL(F).
Первую идею о систематическом изучении нумераций и нумерован-

ных множеств в России высказал А. Н. Колмогоров в середине 50-ых
годов XX столетия. Развитие этой идеи, приведшее к созданию тео-
рии нумераций, принадлежит В. А. Успенскому (основные результаты



4

см. в [32]). Параллельно ряд зарубежных математиков (Райс, Деккер,
Майхил, Фридберг, Лахлан, Роджерс) изучали схожие структуры, свя-
занные с нумерациями семейств вычислимых функций и вычислимо пе-
речислимых множеств. Впоследствии академик А. И. Мальцев синтези-
ровал советское и зарубежное направление исследований, сформировав
теорию нумераций в современном виде и задав основные направления
исследований на десятилетия вперёд (см. обзор [28], после этого обзора
выходили также другие статьи А. И. Мальцева, посвящённые нумера-
циям).
Работы Мапльцева привели к тому, что начиная с 60-ых годов про-

шлого века основной интерес у исследователей стал вызывать случай,
когда S равно семейству всех вычислимо перечислимых множеств, а
”естественными” именами этого семейства, образующими язык L, яв-
лялись описания алгоритмов, эффективно перечисляющих множества.
Нумерации, вычислимые относительно этого языка, назывались про-
сто вычислимыми; другими словами, исторически термин ”вычислимая
нумерация” применялся к нумерациям семейств вычислимо перечисли-
мых множеств, для которых существовала эффективная процедура, пе-
речисляющая множество по его номеру. В конце 60-ых – начале 70-ых
годов прошлого столетия были опубликованы десятки статей, посвя-
щённых полурешёткам вычислимых нумераций (достаточно подробная
библиография того, что было опубликовано к середине 70-ых годов,
есть в монографии академика Ю. Л. Ершова [23], посвящённой теории
нумераций).
В 80-ых годах интерес к вычислимым нумерациям пошёл на спад,

несмотря на то, что в теории вычислимых нумераций оставалось мно-
жество открытых проблем. Однако этот интерес снова возродился в
середине 90-ых благодаря работе Гончарова и Сорби [18]. В этой ра-
боте, фактически, была предложена концепция вычислимости относи-
тельно ”естественного” языка, описанная выше, и было показано, что
классическое понятие вычислимой нумерации является частным случа-
ем нумерации, вычислимой относительно языка. Поскольку термин ”вы-
числимая нумерация” к тому времени уже устоялся, Гончаров и Сорби
предложили термин ”обобщённо вычислимая нумерация”. В этой ста-
тье был дан старт к изучению обобщённо вычислимых нумераций; в
первую очередь нумераций, вычислимых относительно одной из извест-
ных иерархий (разностная иерархия или иерархия Ершова, арифме-
тическая иерархия, аналитическая иерархия). Мы не будем приводить
здесь подробные определения, данные Гончаровым и Сорби, отметим
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лишь, что вычислимость в каждой из этих иерархий может рассматри-
ваться как вычислимость относительно некоторого эффективно задан-
ного языка, естественного для этой иерархии. Кроме того, в случаях
с разностной и арифметической иерархиями вычислимость нумерации
относительно начального уровня этих иерархий равносильна вычисли-
мости нумерации в классическом смысле.
После доклада C. С. Гончарова на международной конференции в

г. Боулдер (США) в июне 1999 года (тезисы доклада см. в [3]) тема
получила широкий резонанс среди мировой научной обществественно-
сти. Вычислимые нумерации стали изучать в Новосибирске (Россия),
Алма-Ате (Казахстан), Сиене (Италия), Гейдельберге (Германия).
Одним из основных направлений исследований стали нумерации, вы-

числимые в арифметической иерархии. Дадим точные определения, ка-
сающиеся этого важного для нас случая. Пусть F ⊆ Σ0

n+1 и ν — ну-
мерация семейства F. Эта нумерация называется Σ0

n-вычислимой, если
множество {〈x, y〉 : x ∈ νy} принадлежит классу Σ0

n+1. Это равносильно
тому, что по ν-номеру множества из F можно эффективно вычислить
Σn+1-формулу языка арифметики первого порядка, выделяющую это
множество на стандартной модели арифметики. Таким образом, Σ0

n+1-
вычислимость нумерации является частным случаем вычислимости от-
носительно языка. Идеал в полурешётке нумераций F, образованный
Σ0

n+1-вычислимыми нумерациями, обозначается R0
n+1(F) и называется

полурешёткой Роджерса (Σ0
n+1-вычислимых нумераций семейства F).

В случае n = 0 полурешётка Роджерса R0
1(F) совпадает с классической

полурешёткой вычислимых нумераций.
Алгебраические и теоретико-модельные свойства полурешёток Род-

жерса Σ0
n+2-вычислимых нумераций (неклассический случай, классиче-

ский случай — это полурешётка R0
1(F)) стали темой множества публи-

каций. Помимо работ автора, посвящённых этой теме, можно отметить
работы [1, 2, 3, 11, 13, 12, 4], уже упоминавшуюся работу [18] и ряд дру-
гих, не вошедших в список литературы. Все эти работы перекликаются
с четвёртой главой диссертации, более того, в четвёртой главе решается
ряд вопросов, поставленных в перечисленных работах.
Результаты, касающиеся арифметических нумераций, имеют обшир-

ные приложения в теории конструктивных моделей [19]. Это одно из ос-
новных направлений современной теории вычислимости, имеющее боль-
шую популярность среди исследователей как в России, так и за рубе-
жом. О приложениях арифметических нумераций к конструктивным
моделям смотри конструкции в книге [19], а также [5, 6, 4, 7].
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Исследования полурешёток Роджерса со временем привели автора
диссертации к исследованию арифметических m-степеней. Эти степени
и связанная с ними m-сводимость — один из основных объектов тео-
рии вычислимости, введённый Постом в 40-ых годах XX столетия. Они
упоминаются во всех классических монографиях по теории вычисли-
мости (см., например, [10, 30, 31]), им посвящены сотни статей различ-
ных авторов. Из наиболее фундаментальных результатов, полученных
в разное время предшественниками автора диссертации и связанных с
m-степенями, можно назвать следующие четыре:

(1) В 1972 году Лахлан описал типы изоморфизма главных идеалов
полурешётки вычислимо перечислимых m-степеней [9, 10, 23];

(2) В 1975 Ершов и Палютин дали описание полурешётки всех m-
степеней с точностью до изоморфизма в терминах c-универсаль-
ных полурешёток [27, 10, 23];

(3) В 1978 Денисов дал характеризацию типа изоморфизма полу-
решётки всех вычислимо перечислимых m-степеней [20, 10];

(4) В 1980 Нероуд и Шор показали, что теория первого порядка по-
лурешётки m-степеней вычислимо изоморфна арифметике вто-
рого порядка [10].

В третьей главе диссертации первый и третий результат из этого списка
получили дальнейшее развитие. Характеризация Лахлана [9] обобще-
на на произвольные уровни арифметической иерархии, найдены новые
примеры введённых Денисовым [20] универсальных полурешёток.
Лахлановское описание [9] задаёт полурешётки, изоморфные глав-

ным идеалам вычислимо перечислимых m-степеней довольно сложным
образом. Они представлены в виде прямого предела последовательно-
сти конечных дистрибутивных решёток, удовлетворяющей списку из
нескольких свойств (подробности в [9, 23, 10] и в первой главе диссер-
тации). Позднее такие полурешётки были названы лахлановскими. Ана-
лизируя определение лахлановской полурешётки, можно заметить, что
каждая лахлановская полурешётка является ограниченной дистрибу-
тивной полурешёткой, имеющей Σ0

3-представление. Вопрос о том, верно
ли обратное, занимал умы многих исследователей, однако оставался от-
крытым на протяжении более 30 лет. Отдельные частные случаи (огра-
ниченные дистрибутивные решётки с Σ0

3-представлениями, конструк-
тивизируемые ограниченные дистрибутивные полурешётки), для кото-
рых доказательства в обратную сторону были найдены, использовались
Ершовым в [23], однако общий случай оставался открытой проблемой.
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Автор решает этот вопрос во второй главе диссертации, давая на него
положительный ответ. Результат доказывается сразу для обобщённого
случая n-лахлановских полурешёток.

Цель работы.
Работа посвящена исследованию алгебраических и алгоритмических
свойств таких дистрибутивных верхних полурешёток, как полурешётки
арифметическихm-степеней и полурешётки Роджерса арифметических
нумераций, а также вообще полурешёток и решёток, имеющих арифме-
тические представления различных типов.

Основные результаты.
В работе получены следующие основные результаты:

(1) Установлен ряд фактов, касапющихся арифметических пред-
ставлений полурешёток: доказано, что n-лахлановские полуре-
шётки — это, в точности, ограниченные дистрибутивные по-
лурешётки, обладающие Σ0

n+3-представлением; построен при-
мер дистрибутивной решётки, конструктивизируемой как ча-
стичный порядок, но не конструктивизируемой как верхняя по-
лурешётка; доказано, что каждый 0′-конструктивизируемый ло-
кально решёточный частичный порядок имеет позитивное пред-
ставление.

(2) Описаны типы изоморфизма главных идеалов в полурешётках
арифметических m-степеней: получена полная локальная ха-
рактеризация полурешёток арифметических m-степеней; дока-
зано, что полурешётки гиперпростых, простых и принадлежа-
щих классу ∆0

2 m-степеней, а также полурешётки Роджерса Σ0
2-

вычислимых нумераций конечного семейства, состоящего из по-
парно не сравнимых по включению множеств, изоморфны уни-
версальной лахлановской полурешётке без наибольшего элемен-
та.

(3) Исследованы типы изоморфизма главных идеалов в полурешёт-
ках Роджерса арифметических нумераций: доказано сильное до-
статочное условие на вложимость дистрибутивной полурешётки
в арифметическую полурешётку Роджерса в качестве идеала;
получена полная локальная характеризация полурешёток Род-
жерса арифметических нумераций конечных семейств;

(4) усилен результат Бадаева, Гончарова и Сорби о различии ти-
пов изоморфизма полурешёток Роджерса на разных уровнях
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арифметической иерархии, разрыв между уровнями сокращён
с 3 до 2;

(5) получен ряд достаточных условий существования минимальных
накрытий в полурешётках Роджерса арифметических нумера-
ций, полностью решён вопрос о минимальных накрытиях в по-
лурешётках Роджерса арифметических нумераций конечных се-
мейств.

Основные методы.
В работе использовались как общие методы теории решёток и теории
вычислимости (в частности, методы приоритета с конечными и беско-
нечными нарушениями), так и специальный метод, основанный на кон-
струкциях, использующих каркасы и башни. Этот метод был изобретён
Лахланом [9] и впоследствии усовершенствован Денисовым [20], Ершо-
вым [25], а также автором в ряде работ из списка диссертации.

Теоретическая и практическая ценность.
Работа носит теоретический характер. Ее результаты могут быть ис-
пользованы для дальнейших исследований в области теории вычисли-
мости вообще и теории нумераций в частности, при исследовании струк-
туры полурешётки m-степеней и полурешёток степеней относительно
других типов алгоритмической сводимости, а также для чтения спе-
циальных курсов для студентов и аспирантов, специализирующихся в
указанных областях.

Научная новизна работы.
Все основные результаты диссертационной работы являются новыми.

Апробация результатов работы.
Результаты работы были представлены автором в пленарных докладах
на международных конференциях ”Мальцевские чтения” (2005, 2006 и
2008 гг., Новосибирск), а также в секционных докладах международ-
ных конференций ”Logic Colloquium” (2004, Турин; 2006, Наймеген) и
”Computability in Europe” (2007, Сиена; 2008, Афины).
По теме диссертационной работы автором был сделан ряд докладов

на общеинститутском семинаре Института математики им. С. Л. Собо-
лева СО РАН, а также на научных семинарах Новосибирского государ-
ственного университета, Московского государственного университета,
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Казанского государственного университета и Казахского национально-
го университета им. Аль-Фараби в г. Алма-Ата (Казахстан). Резуль-
таты, доложенные на общеиститутском семинанаре института матема-
тики им. С. Л. Соболева СО РАН, трижды признавались одними из
лучших научных достижений института (2001, 2006 и 2008 гг.) Нара-
ботанная в ходе получения результатов диссертации техника исполь-
зовалась при чтении основного спецкурса ”Дополнительные главы тео-
рии вычислимости” на кафедре ДМИ Новосибирского государственного
университета.

Публикации.
Основные результаты диссертации опубликованы в журналах [34, 35]
и [38 – 42], входящих в список ВАК ведущих рецензируемых научных
журналов и изданий, в которых должны быть опубликованы основные
научные результаты диссертации на соискание ученой степени доктора
наук. Результаты, также представленные в диссертации, но не являю-
щиеся основными, опубликованы в [36, 37].

Структура и объем работы.
Диссертация состоит из введения, четырёх глав, разбитых на парагра-
фы, и списка литературы. Утверждения нумеруются тремя цифрами:
первая обозначает номер главы, вторая — номер параграфа в главе, а
третья — номер утверждения в параграфе. Список литературы содер-
жит 42 наименования. Объём диссертации составляет 118 страниц (112
страниц без оглавления и вводной части).

Содержание работы

Первая глава диссертации носит вспомогательный характер. В ней вво-
дятся все определения и обозначения, необходимые для изложения ре-
зультатов основной части. Глава разбита на шесть тематических пара-
графов. В первом содержатся общие сведения по теории вычислимости,
во втором — сведения из общей теории решёток. В третьем вводят-
ся различные типы алгоритмических представлений дистрибутивных
верхних полурешёток, исследованию которых посвящена вторая глава
диссертации. В четвёртом присутствует всё необходимое, касающееся
m-степеней, в пятом — сведения из теории нумераций. Наконец, в ше-
стом параграфе вводятся такие элементы алгоритмических конструк-
ций, как спектры, каркасы и башни, присутствующие в доказательствах
ряда теорем из третьей главы.
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Вторая глава посвящена изучению свойств различных алгоритмиче-
ских представлений ограниченных дистрибутивных полурешёток, кото-
рые вводятся в третьем параграфе предыдущей главы. Результаты этой
главы существенно используются в последующих главах.
Глава разбита на пять параграфов. Первый параграф содержит один

из основных результатов диссертации, в нём решается остававшийся
несколько десятилетий открытым вопрос о характеризации лахланов-
ских представлений верхних полурешёток. Этот результат сформули-
рован в диссертации как следствие из доказанной ранее теоремы 2.1.1

Следствие 2.1.1. Если ограниченная (то есть имеющая наибольший
и наименьший элементы) дистрибутивная полурешётка имеет Σ0

n+3-
представление, то она имеет n-лахлановское представление, причём
первое из этих представлений эффективно сводится ко второму.

Отсюда, в частности, следует, что лахлановские полурешётки (то
есть полурешётки, введённые в работе [9] и согласно этой же работе
изоморфные полурешёткам вычислимо перечислимыхm-степеней, есть,
в точности, ограниченные дистрибутивные полурешётки, обладающие
Σ0

3-представлением.
Следующий, второй параграф второй главы, очень короток. Его ос-

новной результат носит более технический характер, однако оказывает-
ся полезным при исследованииm-степеней и связанных с ними арифме-
тических нумераций. В диссертации он сформулирован как следствие
из теоремы 2.2.1.

Следствие 2.2.1. Если полурешётка имеет предлахлановское пред-
ставление, в котором тернарное отношение, задающее предпорядки на
последовательности конечных дистрибутивных предрешёток, принад-
лежит классу Π0

n+2 арифметической иерархии, то она имеет n-лахла-
новское представление, к которому сводится исходное представление.

Отсюда можно, в частности, заключить, что класс полурешёток, с
которыми работает Ю. Л. Ершов в статье [25], совпадает с классом
лахлановских полурешёток.
Третий параграф главы посвящён исследованию конструктивных

дистрибутивных решёток. В контексте диссертации он носит вспомо-
гательный характер, хотя его основной результат представляет само-
стоятельную ценность для теории конструктивных моделей. Основной
результат этого параграфа (являющийся одним из основных результа-
тов диссертации) сформулирован в диссертации в виде следствия:
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Следствие 2.3.2. Для каждого из трёх перечисленных ниже случаев
существует дистрибутивная решётка L, конструктивизируемая как
частичный порядок, такая что

(1) L конструктивизируема как нижняя полурешётка, но не кон-
структивизируема как верхняя полурешётка;

(2) L конструктивизируема как верхняя полурешётка, но не кон-
структивизируема как нижняя полурешётка;

(3) L не конструктивизируема ни как нижняя полурешётка, ни
как верхняя полурешётка.

В четвёртом параграфе исследуются позитивные представления так
называемых локально решёточных частичных порядков. Основной ре-
зультат имеет ценность для теории конструктивных моделей и форму-
лируется в следующей теореме.

Теорема 2.4.1. Всякий локально решёточный 0′-конструктивизиру-
емый частичный порядок имеет позитивное представление.

Эта теорема также относится к основным результатам диссертации.
Пятый, заключительный параграф второй главы подводит своеоб-

разный итог исследованиям, результаты которых изложены в двух пре-
дыдущих параграфах. Основным утверждением этого короткого пара-
графа является следующее следствие, имеющее непосредственное отно-
шение к теме всей второй главы и хорошо вписывающееся в контекст
диссертации.

Следствие 2.5.1. Для каждого натурального n существует ограни-
ченная верхняя дистрибутивная решётка, имеющая Σ0

n-представле-
ние как частичный порядок, но не имеющая Σ0

n-представления как
верхняя полурешётка.

Из него, в частности, видно, что класс лахлановских полурешёток
не совпадает с классом ограниченных дистрибутивных полурешёток,
имеющих Σ0

n+3-представление как частичные порядки.
Третья глава диссертации посвящена изучению полурешёток, возни-

кающих в арифметических m-степенях. Она содержит три параграфа,
имеет наибольший объём и является наиболее сложным с технической
точки зрения фрагментом работы.
Первый параграф третьей главы довольно короткий. В нём сформу-

лированы две теоремы и следствие из них, дающее локальную характе-
ризацию полурешётки арифметических m-степеней (один из основных
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результатов диссертации, имеющий несколько интересных приложений
в теории нумераций). Полная формулировка результата такова.

Следствие 3.1.1. Для не более чем счётной верхней полурешётки L

и произвольного натурального n следующие условия эквивалентны.
(1) L является ограниченной дистрибутивной полурешёткой, име-
ющей Σ0

n+3-представление;
(2) L изоморфна главному идеалу полурешётки m-степеней, по-
рождённому когипериммунным Σ0

n+1-множеством;
(3) L изоморфна главному идеалу полурешётки m-степеней, по-
рождённому гипериммунным Π0

n+1-множеством;
(4) L изоморфна главному идеалу полурешётки m-степеней, по-
рождённому произвольным ∆0

n+2-множеством.

Результат напрямую следует из теорем 3.1.1 и 3.1.2. Теорема 3.1.1
довольно проста и доказывается тут же, в первом параграфе. Теорема
3.1.2, напротив, весьма сложна с технической точки зрения. Она требу-
ет отдельного доказательства для случая n = 0 и случая n > 0. Дока-
зательству случая n > 0 целиком посвящён второй параграф третьей
главы диссертации, занимающий 10 страниц. Случай n = 0 следует из
результатов третьего параграфа (исторически он был доказан на два
года ранее, чем результаты третьего параграфа, однако, поскольку он
может быть получен в качестве простого следствия из более поздних ра-
бот, ранние работы в тексте диссертации не отражены; см. [38] и [41]).
Третий параграф третий главы занимает 25 страниц и содержит до-

казательство наиболее сложного с технической точки зрения основного
результата диссертации. Этот результат сформулирован в виде следу-
ющего утверждения.

Следствие 3.3.1. Следующие верхние полурешётки изоморфны:
(1) полурешётка всех гиперпростых m-степеней;
(2) полурешётка всех простых m-степеней;
(3) полурешётка всех вычислимо перечислимых m-степеней с уда-
лённым наибольшим элементом;

(4) полурешётка Роджерса Σ0
2-вычислимых нумераций конечного

семейства, состоящего из попарно не сравнимых по включению
множеств.

Другими словами, тип изоморфизма всех этих полурешёток совпада-
ет с типом изоморфизма введённой и изученной в работе Денисова [20]
универсальной лахлановской полурешётки с удалённым наибольшим
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элементом. Если в четвертом пункте взять полурешётку Роджерса двух-
элементного семейства, то, как несложно вывести, будем иметь полуре-
шётку всехm-степеней, составленных из∆0

2-множеств (следствие 3.3.2 в
тексте диссертации). Тот факт, что такая полурешётка изоморфна по-
лурешётке всех вычислимо перечислимых не креативных m-степеней,
был анонсирован Денисовым в 1978 году в уже упомянутой работе [20],
однако доказательство так и не было опубликовано.
В четвёртой, последней, главе диссертации содержатся результаты

из теории нумераций. Они касаются строения полурешёток Роджерса
Σ0

n+1-вычислимых нумераций для различных натуральных n, главным
образом для n > 0. Случай n = 0 является классическим для теории
нумераций; ему, начиная с конца 60-ых годов прошлого века, посвящено
множество работ самых различных авторов. Случай n > 0 сравнительно
новый; он активно изучается лишь в последнее десятилетие.
Глава разбита на два параграфа. В первом параграфе представлены

результаты, касающиеся локального строения (то есть типов изомор-
физма главных идеалов) полурешёток Роджерса. Даётся полная ло-
кальная характеризация типов изоморфизма полурешёток Роджерса
арифметических нумераций конечных семейств. Для бесконечных се-
мейств доказывается некое довольно сильное достаточное условие вло-
жимости ограниченной верхней полурешётки в полурешётку Роджер-
са в качестве идеала. На основании всего этого доказывается теорема
о различии типов изоморфизма нетривиальных полурешёток Роджер-
са разных уровней арифметической иерархии в случае, когда разрыв
между уровнями составляет 2 или более. Кратко эти результаты могут
быть сформулированы следующим рядом теорем (формулировки кото-
рых входят в число основных результатов диссертации).

Теорема 4.1.1. Пусть полурешётка R0
n+2(F) не тривиальна (то есть

семейство F ⊆ Σ0
n+2 не одноэлементно и имеет хотя бы одну Σ0

n+2-
вычислимую нумерацию) и L — произвольная ограниченная дистри-
бутивная полурешётка, имеющая Σ0

n+3-преставление. Тогда в полуре-
шётке Роджерса R0

n+2(F) существует идеал, изоморфный:
(1) L, если F конечно;
(2) L без наименьшего элемента, если F бесконечно.

Теорема 4.1.2. Пусть F — конечное непустое семейство Σ0
n+2 — мно-

жеств. Тогда имеет место один из следующих трёх случаев:
(1) семейство F одноэлементно и полурешётка R0

n+2(F) тривиаль-
на (т.е. одноэлементна);
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(2) F не одноэлементно, состоит из попарно несравнимых по вклю-
чению множеств и главные идеалы в R0

n+2(F) — это в точ-
ности ограниченные дистрибутивные полурешётки, имеющие
Σ0

n+3-представление;
(3) F содержит пару различных вложенных друг в друга множеств
и главные идеалы в R0

n+2(F) — это в точности ограниченные
дистрибутивные полурешётки, имеющие Σ0

n+4-представление.

Теорема 4.1.3. Пусть n, m ∈ N таковы, что n + 2 � m. Если для
некоторых семейств F, G полурешётки R0

n+1(F) и R0
m+1(G) локально

изоморфны, то они тривиальны.

Последнее утверждение усиливает ряд результатов, доказанных ра-
нее Бадаевым, Гончаровым и Сорби.
Во втором параграфе четвёртой главы исследуются вопросы, свя-

занные с минимальными и строго минимальными накрытиями в по-
лурешётках Роджерса арифметических нумераций. Этих вопросов два:
вопрос о существовании минимальных накрытий и вопрос о предельно-
сти наибольшего элемента полурешётки, то есть вопрос о том, может
ли наибольший элемент (если он существует) являться минимальным
накрытием другого элемента.
Наиболее правдоподобная в настоящий момент гипотеза гласит, что

в нетривиальных полурешётках Роджерса арифметических нумераций
строго минимальные накрытия есть у любого не наибольшего элемента.
Этот факт, к сожалению, так и не был доказан и до сих пор остаётся
гипотезой. Однако автором был получен ряд довольно сильных доста-
точных условий того, что у элемента полурешётки Роджерса имеется
минимальное, а в некоторых случаях и строго минимальное накрытие.
Условия могут быть представлены тремя утверждениями (составляю-
щими в совокупности один из основных результатов диссертации).

Предложение 4.2.1. Если в полурешётке R0
n+2(F) элемент представ-

лен некоторой нумерацией, для которой существует 0(n+1)-вычисли-
мая функция без неподвижной точки, то этот элемент имеет ми-
нимальное накрытие.

Следствие 4.2.3. Если семейство F содержит наименьший по вклю-
чению элемент, то в полурешётке R0

n+2(F) каждый не наибольший
элемент имеет строго минимальное накрытие.
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Следствие 4.2.4. Если семейство F конечно, то в полурешётке
R0

n+2(F) каждый не наибольший элемент имеет минимальное накры-
тие.

Перечисленные выше результаты доказаны в статье [34], написанной
автором совместно с С. А. Бадаевым.
Кроме перечисленных выше во втором параграфе представлены ре-

зультаты, касающиеся предельности наибольшего элемента в полуре-
шётках Роджерса арифметических нумераций. Из классической теории
нумераций хорошо известна теорема Хуторецкого, следствием которой
является утверждение о предельности наибольшего элемента в полуре-
шётках вида R0

1(F) (если он там существует). Для полурешёток вида
R0

n+2(F) аналогичный вопрос, к сожалению, остаётся открытым. Автор
не решает его полностью, однако доказывает, что в очень многих случа-
ях наибольший элемент, если он существует, действительно пределен.
Точная формулировка доказанного автором содержится в следующей
теореме.

Теорема 4.2.3. Если в полурешётке R0
n+2(F) существует наибольший

элемент, то он является предельным в случае, когда выполняется хо-
тя бы одно из следующих четырёх условий:

(1) семейство F содержит наименьший по включению элемент;
(2) семейство F конечно;
(3) семейство F содержит конечное множество;
(4) семейство F обладает Σ0

n+1-вычислимой нумерацией.

Теорема показывает, что контрпример с предельным наибольшим
элементом, если он существует, должен выглядеть довольно замысло-
вато; в частности, не должно выполняться ни одно из четырёх пере-
численных в теореме условий. В настоящее время такой контрпример
неизвестен.
В заключение отметим, что первый пункт этой теоремы является

следствием теоремы 4.2.2. В теореме 4.2.2, в свою очередь, содержится
одно любопытное утверждение о минимальных элементах полурешётки
Роджерса, имеющее самостоятельную ценность.

Теорема 4.2.2. Если семейство F ⊆ Σ0
n+2 содержит наименьший по

включению элемент, то в полурешётке Роджерса R0
n+2(F) для каждо-

го не наибольшего элемента найдётся несравнимый с ним минималь-
ный элемент.
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