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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.

Тема диссертации относится к теоретико-модельной алгебре. Пред-

метом исследования являются некоторые классы частично упорядочен-

ных полигонов. С помощью современного арсенала теории моделей,

включающего теорию категоричности, различные теоретико-модельные

конструкции, изучаются такие свойства этих классов, как аксиоматизи-

руемость, полнота, модельная полнота и категоричность.

Понятие частично упорядоченного полигона возникло при изучении

S. Blyth и M.F. Janowitz [1] отображений между частично упорядоченны-

ми множествами. В некотором смысле понятие частично упорядоченного

полигона является обобщением понятия полигона. Напомним, что левым

полигоном над моноидом S или, просто, полигоном называется мно-

жество, на котором S действует слева, при этом единица S действует

тождественно. Если S – частично упорядоченный моноид (ЧУ-моноид),

то под левым частично упорядоченным полигоном над ЧУ-моноидом S

или, просто, частично упорядоченным полигоном (ЧУ-полигоном) пони-

мается частично упорядоченное множество, являющееся левым полиго-

ном над моноидом S, на котором действие частично упорядоченного мо-

ноида S является монотонным по каждому аргументу. ЧУ-полигоны ис-

следовались такими авторами, как S.M. Fakhruddin, X. Shi, Z. Liu, F.

Wang, S. Bulman-Fleming и др..

Толчком к исследованию теоретико-модельных свойств ЧУ-

полигонов послужили работы в области теории моделей полигонов Т.Г.

Мустафина, S. Bulman-Fleming, V. Gould, J.B. Fountain, B. Poizat, А.А.

Степановой, Е.В. Овчинниковой, А.А. Иванова. В этих работах изучают-

ся класс всех полигонов над моноидом и классы плоских, проективных,

свободных, регулярных полигонов с точки зрения их аксиоматизируемо-

сти, полноты, модельной полноты, категоричности, стабильности. Ана-

логичные вопросы для ЧУ-полигонов исследуются в данной работе.

Основное содержание диссертации.
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В 1980-х годах S.M. Fakhruddin публикует две работы [3, 4], посвя-

щенные тензорным произведениям и плоскостным свойствам в контек-

сте ЧУ-моноидов, действующих на частично упорядоченных множествах.

В частности, в этих работах вводится понятия плоского ЧУ-полигона.

Позднее X. Shi [8] были рассмотрены сильно плоские и слабо плоские

ЧУ-полигоны. Сильно плоский ЧУ-полигон можно определить как ЧУ-

полигон, удовлетворяющий условиям (P<) и (E<), которые являются

аналогами условий (P ) и (E) для полигонов. V. Gould и S. Bulman-

Fleming в работах [10, 2, 5, 6] дали описание моноидов с аксиоматизи-

руемыми классами сильно плоских, слабо плоских, плоских полигонов

и полигонов, удовлетворяющих условию (P ) и условию (E). Подоб-

ные результаты для ЧУ-полигонов были получены нами в данной работе

(теоремы 1.33, 1.26, 1.27, 1.29, 1.31). V. Gould и L. Shaheen в [7] изуча-

лись аксиоматизируемые классы ЧУ-полигонов, удовлетворяющих неко-

торым более слабым, чем (P<) и (E<) условиям. А.А. Степановой [12]

рассматривались вопросы полноты и модельной полноты класса сильно

плоских полигонов. В данной работе нами показано (теорема 1.30), что

для коммутативных ЧУ-моноидов полнота (модельная полнота, катего-

ричность) класса сильно плоских ЧУ-полигонов эквивалентна тому, что

ЧУ-моноид является частично упорядоченной абелевой группой. Также

нами исследована полнота (модельная полнота, категоричность) классов

ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию (E<) и условию (P<) (тео-

ремы 1.34, 1.35).

Обобщением понятий плоского, слабо плоского и сильно плоско-

го ЧУ-полигонов является понятие проективного ЧУ-полигона, которое

впервые появилось в работе S.M. Fakhruddin [4]. Позднее в своей совмест-

ной работе X. Shi, Z. Liu, F. Wang, S. Bulman-Fleming [9] дали алгебраиче-

скую характеризацию проективных ЧУ-полигонов. Описание моноидов с

аксиоматизируемыми (полными, модельно полными и категоричными)

классами проективных полигонов получено А.А. Степановой в [12]. В

данной работе сформулированы соответствующие результаты для ЧУ-

полигонов (теоремы 2.13, 2.17).
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Известно, что любой проективный ЧУ-полигон является свободным

над множеством. Свободные над множествами ЧУ-полигоны впервые бы-

ли рассмотрены в работе X. Shi и др. [9] Здесь же были исследованы их

свойства. S.M. Fakhruddin ввел понятие свободного над ЧУ-множеством

ЧУ-полигона [4]. Описание моноидов с аксиоматизируемым классом сво-

бодных полигонов было получено А.А. Степановой [12] для некоторых

специальных моноидов и V. Gould [10] в общем случае. Нами получе-

но описание ЧУ-моноидов с аксиоматизируемыми классами свободных

над множествами и над ЧУ-множествами ЧУ-полигонов (теоремы 2.13,

2.14, 2.16 - 2.19). А.А. Степановой [12] доказано, что аксиоматизируемый

класс свободных полигонов является категоричным, полным и модель-

но полным. Нами показано, что аналогичный результат справедлив и

для свободных над множеством ЧУ-полигонов (теорема 2.22). Кроме то-

го доказано (теорема 2.23), что не существует ЧУ-моноида S такого, что

аксиоматизируемый класс свободных над ЧУ-множеством ЧУ-полигонов

полон (модельно полон, категоричен).

В 2005 году в в работе X. Shi и др. [9] было введено понятие регуляр-

ного ЧУ-полигона и изучены некоторые его свойства. А.А. Степановой

в [13] получена характеризация моноидов с аксиоматизируемым классом

регулярных полигонов и исследованы вопросы модельной полноты регу-

лярных полигонов. Для некоторых частных случаев Е.В.Овчинниковой

[11] были исследованы полные классы регулярных полигонов. Вопрос

о полном описании моноидов с полным классом регулярных полигонов

остается открытым. В данной работе описаны ЧУ-моноиды с аксиомати-

зируемым классом регулярных ЧУ-полигонов (теорема 3.6) и доказано,

что не существует ЧУ-моноида над которым аксиоматизируемый класс

регулярных ЧУ-полигонов был бы полон или модельно полон (теоремы

3.7, 3.8).

Новизна и научная значимость работы. Результаты диссерта-

ции являются новыми и носят теоретический характер. Они могут быть

использованы в теоретико-модельной алгебре, в теории полигонов, при

чтении спецкурсов по теории моделей, написании учебных пособий и мо-
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нографий.

Апробация работы. Результаты диссертации излагались автором

на семинарах Института математики СО РАН (г. Новосибирск), Дальне-

восточного государственного университета, а также на следующих меж-

дународных конференциях и школах–семинарах: Всероссийская конфе-

ренция “Мальцевские чтения” (Новосибирск, 2007), Дальневосточная ма-

тематическая школа - семинар им. ак. Е.В. Золотова (Владивосток, 2007),

Дальневосточная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых

по математическому моделированию (Владивосток, 2007), XV Междуна-

родная конференция студентов, аспирантов и молодых ученых “Ломоно-

сов” (Москва, 2008), Российская школа-семинар “Синтаксис и семантика

логических систем” (Владивосток, 2008), Дальневосточная конференция

студентов, аспирантов и молодых ученых по теоретической и прикладной

математике (Владивосток, 2009).

Публикации. Результаты диссертации опубликованы 1) в работах

[21, 20] из журналов, входящих в перечень ВАК ведущих рецензируемых

научных журналов и изданий, 2) в работе [22]. Две работы [21, 22] выпол-

нены в соавторстве, где А.А. Степановой принадлежит постановка задач

и общее руководство.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,

трех глав и списка литературы. Компьютерный набор выполнен с исполь-

зованием пакета LATEX. Общий объем диссертации 92 страницы. Библио-

графия включает 60 наименований.
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Содержание работы

Приведем некоторые определения, которые нам понадобятся для

формулировки основных результатов работы.

ЧУ-полигон SA называется слабо плоским (плоским, сильно плос-

ким), если функтор − ⊗ SA из категории правых ЧУ-полигонов в ка-

тегорию частично упорядоченных множеств сохраняет вложения правых

идеалов S в S (вложения правых ЧУ-полигонов, универсальные квадра-

ты).

ЧУ-полигон SA является проективным, если он изоморфен копро-

изведению ЧУ-полигонов вида SSe, где e = e2 ∈ S.

ЧУ-полигон SA является свободным над (ЧУ-)множеством X,

если он изоморфен копроизведению
∐

x∈X SSx, где SSx – копии ЧУ-

полигона SS, причем для любых s, t ∈ S и x, y ∈ X

sx 6 ty ⇔ (s 6 t и x 6 y) s 6 t и x = y,

где sx, ty – копии элементов s, t ∈ S в Sx и Sy соответственно.

ЧУ-полигон SA является регулярным, если все его циклические

подполигоны изоморфны ЧУ-полигонам вида SSe, где e = e2 ∈ S.

Для произвольного ЧУ-моноида S введем следующие обозначения:

F< – класс всех плоских ЧУ-полигонов,

WF< – класс всех слабо плоских ЧУ-полигонов,

SF(SF<) – класс всех сильно плоских полигонов (ЧУ-полигонов),

P(P<) – класс всех проективных полигонов (ЧУ-полигонов),

Fr(Fr<) – класс всех свободных полигонов (свободных над множе-

ством ЧУ-полигонов),

Fr≪ – класс всех свободных над ЧУ-множеством ЧУ-полигонов,

R< – класс всех регулярных ЧУ-полигонов.

Заметим, что имеют место следующие включения:

Fr< ⊆ P< ⊆ SF< ⊆ F< ⊆ WF<,

Fr< ⊆ Fr≪.
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Перейдем к изложению результатов данной работы.

В первом параграфе первой главы приводятся необходимые для

дальнейшего сведения из теории моделей и теории ЧУ-полигонов. Также

в первом параграфе изучаются совершенные ЧУ-моноиды.

Напомним определение совершенного слева ЧУ-моноида. ЧУ-

полигон SB называется оболочкой ЧУ-полигона SA, если существует

эпиморфизм f : SB → SA такой, что для всякого ЧУ-подполигона SC

ЧУ-полигона SB ограничение f на SC не является эпиморфизмом.

Оболочка SB ЧУ-полигона SA называется проективной оболочкой SA,

если SB – проективный ЧУ-подполигон. ЧУ-моноид S называется со-

вершенным слева, если всякий ЧУ-полигон имеет проективную оболочку.

Совершенные ЧУ-моноиды играют заметную роль в теории ЧУ-

полигонов. V. Gould и L. Shaheen найдены несколько условий, эквива-

лентных совершенности ЧУ-моноида. В частности, доказано, что S –

совершенный слева ЧУ-моноид тогда и только тогда, когда S – совер-

шенный слева моноид.

Во втором параграфе даются описания моноидов с аксиоматизируе-

мыми классами слабо плоских и плоских ЧУ-полигонов. Доказательства

этих результатов близки к доказательствам соответствующих результа-

тов для полигонов.

Теорема 1.26. Следующие условия для ЧУ-моноида S эквива-

лентны:

(1) класс WF< аксиоматизируем;

(2) класс WF< замкнут относительно ультрапроизведений;

(3) для всякого двойного остова S над S и a, a′ ∈ S существует

конечное число двойных остовов S1, ...,Sr над S таких, что для всякого

слабо плоского ЧУ-полигона SB , если пары (a, b), (a′, b′) ∈ S×B связаны

двойной ЧУ-схемой T над SS и SB с двойным остовом S , то пары

(a, b) и (a′, b′) связаны двойной ЧУ-схемой T ′ над (aS ∪ a′S)S и SB

так, что S(T ′) = Sk для некоторого k ∈ {1, ..., r}.
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Теорема 1.27. Следующие условия для ЧУ-моноида S эквива-

лентны:

(1) класс F< аксиоматизируем;

(2) класс F< замкнут относительно ультрапроизведений;

(3) для всякого двойного остова S над S существует конечное чис-

ло двойных остовов S1, ...,Sr′ над S таких, что для всякого правого

ЧУ-полигона AS и любого плоского левого ЧУ-полигона SB , если па-

ры (a, b), (a′, b′) ∈ A × B связаны двойной ЧУ-схемой T над AS и

SB с двойным остовом S , то пары (a, b) и (a′, b′) связаны двойной

ЧУ-схемой T ′ над (aS ∪ a′S)S и SB так, что S(T ′) = Sk для неко-

торого k ∈ {1, ..., r′}.

В этом же параграфе рассматривается класс сильно плоских ЧУ-

полигонов. Как было отмечено выше, ЧУ-полигон является сильно плос-

ким тогда и только тогда, когда он удовлетворяет условиям (P<) и (E<).

Условия (P<) и (E<) представляют самостоятельный интерес при изу-

чении ЧУ-полигонов. Они определяются по аналогии с условиями (P ) и

(E) для полигонов:

(P<) если x, y ∈ A и s, t ∈ S такие, что sx 6 ty , то существует

элемент z ∈ A и элементы s′, t′ ∈ S такие, что x = s′z, y = t′z и

ss′ 6 tt′ ;

(E<) если x ∈ A и s, t ∈ S такие, что sx 6 tx , то существуют

z ∈ A и s′ ∈ S такие, что x = s′z и ss′ 6 ts′ .

Для произвольных s, t ∈ S определим следующие множества

r<(s, t) = {u ∈ S | su 6 tu},

R<(s, t) = {(u, v) ∈ S × S | su 6 tv}.

Теорема 1.29. Следующие условия для ЧУ-моноида S эквива-

лентны:

(1) класс ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию ( E< ),

аксиоматизируем;

(2) любая ультрастепень ЧУ-полигона SS удовлетворяет условию

( E< );
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(3) для любых s, t ∈ S множество r<(s, t) либо пусто, либо ко-

нечно порождено как правый идеал S .

Теорема 1.31. Следующие условия для ЧУ-моноида S эквива-

лентны:

(1) класс ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию ( P< ),

аксиоматизируем;

(2) любая ультрастепень ЧУ-полигона SS удовлетворяет условию

( P< );

(3) для любых s, t ∈ S множество R<(s, t) либо пусто, либо ко-

нечно порождено как подполигон правого полигона (S × S)S .

Следующая теорема является комбинацией теорем 1.29, 1.31 и да-

ет описание ЧУ-моноидов с аксиоматизируемым классом сильно плоских

ЧУ-полигонов. Этот результат является аналогом соответствующего ре-

зультата для класса сильно плоских полигонов.

Теорема 1.33. Следующие условия для ЧУ-моноида S эквива-

лентны:

(1) класс SF< аксиоматизируем;

(2) любая ультрастепень ЧУ-полигона SS является сильно плос-

ким ЧУ-полигоном;

(3) для любых s, t ∈ S множество r<(s, t) либо пусто, либо конеч-

но порождено как правый идеал S , и множество R<(s, t) либо пусто,

либо конечно порождено как подполигон правого полигона (S × S)S .

В третьем параграфе первой главы исследуются полные, модельно

полные и категоричные классы ЧУ-полигонов, удовлетворяющих усло-

виям (E<) и (P<), а также полные, модельно полные и категоричные

классы сильно плоских ЧУ-полигонов.

Теорема 1.34. Не существует ЧУ-моноида S такого, что

аксиоматизируемый класс ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию

(E<), полон (модельно полон, категоричен).

Теорема 1.35. Пусть S – коммутативный ЧУ-моноид и класс

ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию (P<), аксиоматизируем. То-

гда следующие условия эквивалентны:
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(1) класс ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию (P<), полон;

(2) класс ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию (P<), модель-

но полон;

(3) класс ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию (P<), катего-

ричен;

(4) всякий ЧУ-полигон, удовлетворяющий условию (P<), является

свободным над множеством ЧУ-полигоном;

(5) S – частично упорядоченная абелева группа без одноэле-

ментных подгрупп T таких, что ЧУ-полигон SS/T удовлетворяет

условию (P<) .

Теорема 1.36. Пусть S – коммутативный ЧУ-моноид и класс

SF< аксиоматизируем. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) класс SF< полон;

(2) класс SF< модельно полон;

(3) класс SF< категоричен;

(4) SF< = Fr< ;

(5) S – частично упорядоченная абелева группа.

Заметим, что вопрос описания некоммутативных ЧУ-моноидов с

полным (модельно полным, категоричным) классом сильно плоских ЧУ-

полигонов, а также ЧУ-полигонов, удовлетворяющих условию (P<),

остается открытым.

Во второй главе рассматриваются проективные и свободные ЧУ-

полигоны. Необходимые определения и предварительные результаты

приводятся в первом параграфе. Во втором параграфе рассматриваются

аксиоматизируемые классы проективные и свободных ЧУ-полигонов.

Теорема 2.13. Для ЧУ-моноида S следующие условия эквива-

лентны:

(1) класс P< аксиоматизируем;

(2) каждая ультрастепень ЧУ-полигонов SS проективна;

(3) класс SF< аксиоматизируем и S – совершенный слева

ЧУ-моноид.
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Для формулировки критерия аксиоматизируемости класса свобод-

ных над множеством ЧУ-полигонов нам понадобится новое понятие.

Пусть e ∈ E и s, x ∈ S . Будем говорить, что s = xy является e -

хорошей факторизацией по x , если y 6∈ wS для любого w такого, что

e = xw и Sw = Se .

Теорема 2.14. Класс Fr< аксиоматизируем тогда и только то-

гда, когда класс P< аксиоматизируем и S удовлетворяет условию (*):

для любого e ∈ E \{1} существует конечное множество T ⊆ S такое,

что любой s ∈ S имеет e -хорошую факторизацию по x для некото-

рого x ∈ T .

Пусть S – ЧУ-моноид и s, t ∈ S, r ∈ H1. Через H1 обозначен класс

отношения Грина H с представителем 1, т.е. множество всех обратимых

элементов ЧУ-моноида S. Для формулировки следующей теоремы опре-

делим множества:

〈x, y〉 ∈ L1(s, t) ⇔ x−максимальный элемент ЧУ-множества S такой,

что sx 6 ty;

〈x, y〉 ∈ L2(s, t) ⇔ x−максимальный элемент ЧУ-множества S такой,

что sx < ty и либо sx 6∈ tS, либо ty 6∈ sS;

〈x, y〉 ∈ L3(r) ⇔ y 6= ry и x−максимальный элемент ЧУ-множества

S такой, что x 6 ry и x 6 y.

Теорема 2.16. Пусть S – ЧУ-моноид. Тогда класс Fr≪ аксиома-

тизируем в том и только том случае, когда

1) класс Fr аксиоматизируем;

2) ЧУ-множество S не содержит бесконечно возрастающих и

бесконечно убывающих цепей;

3) для любого ρ ∈ S × S множество r<(ρ) пусто или конечно

порождено как правый идеал S;

4) для любого i ∈ {1, 2} и ρ ∈ S × S множество Li(ρ) пусто

или существует конечное множество Li
ρ ⊆ Li(ρ) такое, что Li(ρ) ⊆

⋃
〈x,y〉∈Li

ρ
〈x, y〉S;

5) для любого s ∈ H1 множество L3(s) пусто или существует

конечное множество L3
s ⊆ L3(s) такое, что L3(s) ⊆

⋃
〈x,y〉∈L3

s
〈x, y〉S.
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В третьем параграфе рассматриваются вопросы полноты (модель-

ной полноты, категоричности) классов проективных и свободных ЧУ-

полигонов.

Теорема 2.17. Пусть S – ЧУ-моноид такой, что класс P<

аксиоматизируем. Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) класс P< полон;

(2) класс P< модельно полон;

(3) класс P< категоричен;

(4) P< = Fr< ;

(5) S – частично упорядоченная группа.

Следующая теорема показывает, что полные, модельно полные и

категоричные классы свободных над множествами ЧУ-полигонов совпа-

дают.

Теорема 2.18. Пусть S – ЧУ-моноид такой, что класс Fr<

аксиоматизируем. Тогда класс Fr< полон, модельно полон и катего-

ричен.

Для свободных над ЧУ-множествами ЧУ-полигонов получен следу-

ющий результат.

Теорема 2.19. Не существует ЧУ-моноида S такого, что

аксиоматизируемый класс Fr≪ полон (модельно полон, категоричен).

Исследованию теоретико-модельных свойств регулярных ЧУ-

полигонов посвящена третья глава данной работы. В первом парагра-

фе третьей главы вводятся необходимые для дальнейшего определения и

предварительные результаты. Вопросы аксиоматизируемости класса ре-

гулярных ЧУ-полигонов рассматриваются во втором параграфе главы.

Теорема 3.6. Класс R< аксиоматизируем тогда и только тогда,

когда

1) полугруппа R удовлетворяет условию минимальности для

главных правых идеалов, порожденных идемпотентами;

2) для любых n > 1, si, ti ∈ S (1 6 i 6 n) множество {x ∈ R |
n∧

i=1

six 6 tix} пусто или конечно-порождено как правый идеал полугруп-
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пы R .

В третьем параграфе доказывается, что не существует моноида над

которым аксиоматизируемый класс регулярных ЧУ-полигонов был бы

полон или модельно полон (теоремы 3.7, 3.8).

Автор выражает глубокую благодарность научному руководителю

д.ф.-м.н. А.А. Степановой за внимание к работе и всестороннюю под-

держку.
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