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Общая характеристика работы

Актуальность темы. В диссертации предложена схема
построения стохастических интегралов от неслучайных функ-
ций по неортогональным шумам. Эта конструкция позволя-
ет описывать предельные распределения для канонических

(вырожденных) статистик Мизеса произвольной размерно-
сти, построенных по слабо зависимым стационарно связан-
ным наблюдениям.

Исследование предельного поведения статистик Мизеса
(их нередко называют V -статистиками), а также U -статистик,
которые по структуре близки к V -статистикам (и, как прави-
ло, к ним сводятся), имеет богатую историю, ведущую свой
отсчет с классических работ Р. Мизеса [14] и В. Хёфдинга
[11]. Для U и V -статистик, построенных по независимым на-
блюдениям, предельная теория разработана достаточно пол-
но (см., например, [3] – [5], [9], [11], [13], [14] и др.).

В предельной теории для указанных статистик (как для
независимых, так и для зависимых наблюдений) можно вы-
делить два направления: асимптотический анализ невырож-

денных и вырожденных U и V -статистик. В силу известного
представления Хёфдинга главная часть любой невырожден-
ной U или V статистики представляет собой сумму одного и
того же детерминированного преобразования от рассматри-
ваемых наблюдений (независимых или зависимых), что по
сути позволяет сводить задачу к соответствующей пробле-
ме классической теории суммирования. При этом следую-
щие по порядку члены в упомянутом разложении Хёфдин-
га уже будут вырожденными статистиками (как, впрочем, и
суммы центрированных случайных величин). Так что асимп-
тотический анализ невырожденных U и V -статистик нередко
сводится к соответствующему анализу вырожденных стати-
стик. Именно поэтому последние и называются канонически-
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ми. Всюду в дальнейшем мы изучаем предельное поведение
только таких статистик.

В случае слабо зависимых наблюдений нам известна лишь
работа [10], в которой описано предельное распределение для
двумерных вырожденных U -статистик, построенных по ста-
ционарно связанным наблюдениям с условием равномерно
сильного перемешивания.

Упомянем также работу [8], в которой исследовались пре-
дельные распределения для вырожденных U -статистик от
специально построенных наблюдений – детерминированно-
го преобразования стационарно связанных сильно зависимых
(т. е. без условий перемешивания) гауссовских величин. Так
что в рамках достаточно частной конструкции в [8] изучают-
ся совершенно иные эффекты, нежели в диссертации.

В некоторых упомянутых выше работах в случае незави-
симых наблюдений предельный элемент, первоначально опи-
санный в терминах полиномов Чебышева–Эрмита от неза-
висимых стандартных нормальных величин, интерпретиру-
ется как некоторый стохастический интеграл от ядра рас-
сматриваемой статистики (см. [5], [9], [8]). Обычно это клас-
сический кратный интеграл Винера-Ито или его детермини-
рованное преобразование, а также близкие к ним конструк-
ции (см., например, [5]). Попытка переноса этой техники на
случай зависимых наблюдений привела к необходимости по-
строения кратного стохастического интеграла от неслучай-
ной функции по неортогональным элементарным стохасти-
ческим мерам (неортогональным шумам). В отличие от тео-
рии интегрирования неслучайных функций по ортогональ-
ным шумам, разработанной в классических работах Н. Ви-
нера, А. Н. Колмогорова, Г. Крамера, К. Ито и др., и наи-
более полно изложенной в монографиях [2] и [12], интегри-
рованию по неортогональным шумам посвящено не так мно-
го работ. Кратный стохастический интеграл по приращениям
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броуновского моста, по-видимому, впервые изучался в работе
А. А. Филипповой [5] при исследовании предельного поведе-
ния функционалов (статистик) Мизеса. Однако схема зада-
ния интеграла в [5] легко может быть сведена к построению
кратного стохастического интеграла по приращениям вине-
ровского процесса, и эта конструкция будет близка к схеме
задания кратного интеграла Винера – Ито. В работе С. Кам-
баниса и С. Т. Хуанга [7] была рассмотрена схема постро-
ения кратного стохастического интеграла по приращениям
произвольного гауссовского процесса. При этом использовал-
ся математический аппарат тензорных произведений некото-
рых евклидовых ядерных пространств, построенных по ис-
ходному гауссовскому процессу. Однако при таком задании
кратных стохастических интегралов остается невыясненным
вопрос касательно их стохастической непрерывности на про-
странстве ядер, снабженном удобной для анализа топологи-
ей. Именно это свойство является ключевым при доказатель-
стве предельных теорем для V -статистик. Отметим также,
что в последнее время вышел ряд работ, посвященных инте-
грированию по приращениям так называемого фрактального
броуновского движения.

Цель работы. Основной целью работы является постро-
ение стохастического интеграла от неслучайных функций по
неортогональным шумам (не обязательно гауссовским), за-
данным на произвольных измеримых пространствах, а также
применение этого математического аппарата для асимптоти-
ческого анализа канонических статистик Мизеса, построен-
ных по стационарно связанным слабо зависимым наблюде-
ниям.

Научная новизна. В диссертации предложена конструк-
ция абстрактного стохастического интеграла от неслучай-
ной функции по произвольным гильбертовым шумам, вклю-
чающая в себя конструкции как одномерных, так и кратных
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стохастических интегралов по приращениям случайных про-
цессов на прямой. С использованием этих результатов полу-
чено конструктивное представление предельного распределе-
ния канонических статистик Мизеса произвольной размерно-
сти, построенных по стационарно связанным наблюдениям с
условием ψ−перемешивания.

Апробация работы. Все результаты докладывались на
объединенном семинаре кафедры теории вероятностей и ма-
тематической статистики НГУ и лаборатории теории вероят-
ностей и математической статистики Института математики
СО РАН под руководством академика А. А. Боровкова. Ре-
зультаты работы также докладывались на четырех между-
народных конференциях: “8-я Вильнюсская международная
конференция по теории вероятностей и математической ста-
тистике” (2002 г.), “6-й Всемирный Конгресс Общества им.
Я. Бернулли по теории вероятностей и математической ста-
тистике (г. Барселона, 2004 г.), “4-я Азиатская Математиче-
ская Конференция” (Сингапур, 2005 г.), 4-я Международная
конференция по многомерным распределениям (г. Санта Фе,
США, 2005 г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубли-
кованы в работах [18] – [19].

Структура и объем диссертации. Диссертация состо-
ит из введения, двух глав и списка литературы. Объем дис-
сертации – 63 страницы.

Краткое содержание работы

Во Введении дается обзор работ по теме исследований и
обсуждается содержание диссертации по главам.

Первая глава посвящена построению абстрактного сто-
хастического интеграла от неслучайной функции по произ-
вольной гильбертовой элементарной стохастической мере (или
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шуму), определенной на полукольце подмножеств произволь-
ного непустого множества.

Пусть {Ω,F ,P} — вероятностное пространство, L2 — гиль-
бертово пространство всех случайных величин с конечными
вторыми моментами и стандартным скалярным произведе-
нием, порождающим соответствующую евклидову норму, X

— некоторое множество и M — полукольцо подмножеств X

с единицей, т. е. M замкнуто относительно операции “∩”,
X ∈ M и теоретико-множественная разность двух любых
элементов из M представима в виде конечного объединения
элементов из M. Предположим, что на {Ω,F ,P} задан слу-
чайный процесс {µ(A); A ∈ M}, для которого µ(A) ∈ L2

(такие процессы иногда называют гильбертовыми) и
(M1) µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2) п. н.,

если только A1 ∩ A2 = ∅ и A1 ∪ A2 ∈ M.

Определение 1. Гильбертов случайный процесс {µ(A); A ∈
M}, удовлетворяющий условию (M1), называется элемен-

тарной стохастической мерой или шумом. Если дополни-

тельно µ(A1 ∩A2) = 0 п. н. для всех несовместных A1, A2 ∈
M, то шум называется ортогональным.

Пусть µ – произвольный гильбертов шум. Определим на
канонических прямоугольниках A × B декартова квадрата
X

2, где A,B ∈ M, следующую функцию множества:

m(A×B) := Eµ(A)µ(B).

Мы рассматриваем m как функцию множества, заданную на
полукольце подмножеств M

2 := {A × B; A,B ∈ M} с эле-
ментом X

2 в качестве единицы. Эта функция (вообще гово-
ря, знакопеременная) аддитивна в следующем смысле: если
A =

⋃

i≤nAi и B =
⋃

j≤r Bj, причем A,B,Ai, Bj ∈ M и каж-
дый из конечных наборов {Ai} и {Bj} состоит из попарно
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непересекающихся подмножеств, то m(A× B) =
⋃

i,j m(Ai ×
Bj). Кроме того, функция m обладает очевидной симметри-
ей: m(A×B) = m(B × A).

Основное предположение. Функция множества m(·)
— конечная σ-аддитивная знакопеременная мера (заряд ) на

M
2, т. е. указанное выше свойство аддитивности имеет

место и для любых счетных семейств подмножеств {Ai}
и {Bj}.

Замечание 1. Так же, как и в классической теории интегри-
рования, нижеследующие результаты могут быть перефор-
мулированы на случай σ-конечной меры m.

В силу классической теоремы о продолжении меры конеч-
ный заряд m при выполнении основного предположения мо-
жет быть продолжен на σ(M2) – минимальную σ-алгебру, со-
держащую все канонические прямоугольники пространства
X

2. Этот заряд будем называть ковариационной мерой. Вве-
дем в рассмотрение следующее пространство σ(M)-измери-
мых функций:

S := {f :

∫

X2

f(t) f(s)m(dt, ds) <∞}.

Кроме того, введем в рассмотрение заданный на S2 билиней-
ный функционал

(f, g) :=

∫

X2

f(t) g(s)m(dt, ds),

для которого выполнены все аксиомы скалярного произве-
дения за исключением одной: уравнение (f, f) = 0 имеет,
вообще говоря, не единственное решение. Так что функци-
онал ||f || :=

√

(f, f) образует в S полунорму. Однако, если
провести факторизацию S по множеству корней уравнения

8



||f || = 0, то можно говорить об || · || как о норме. Именно это
в дальнейшем мы и будем иметь в виду, называя || · || нормой.

Далее, обозначим через L0{M} следующий класс простых
функций f(x):

f(x) =
n

∑

k=1

ckIAk
(x), (1)

где {Ak} – произвольное конечное разбиение X, n — любое
натуральное число, ck — произвольные числа, а IA(x) — ин-
дикатор множества A. Определим стохастический интеграл
от функции f(x) ∈ L0{M} по элементарной стохастической
мере µ(·) формулой

η(f) :=

∫

f(x)µ(dx) =
n

∑

k=1

ckµ(Ak). (2)

Нетрудно также установить, что замыкание в норме || · ||
в S линейной оболочки L0{M} совпадает с S, но при этом S

может не быть полным.
Теперь рассмотрим линейную оболочку L0{µ} уже вве-

денного семейства случайных величин {µ(A); A ∈ M}, т. е.
множество случайных величин, представимых в виде (2), и
пространство L2{µ}, являющееся замыканием L0{µ} в гиль-
бертовом пространстве случайных величин L2. Заметим, что
если S не полно, то пространства (S, || · ||) и L2{µ} не явля-
ются изометричными, а наличие такой изометрии является
ключевым аргументом в работах, связанных с построением
стохастических интегралов по ортогональным шумам.

Теорема 1. Пусть {fn} – последовательность функций ви-

да (1), сходящаяся к f ∈ S в норме || · ||.
Тогда для последовательности случайных величин {η(fn)}

вида (2) существует L2-предел η(f), который не зависит

от выбора последовательности {fn}.
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Определение 2. Назовем предельную случайную величину

η(f) ≡
∫

f(t) µ(dt) из теоремы 1 стохастическим интегра-

лом функции f по мере µ.

Теорема 1 представляет собой основной результат первой
главы диссертационной работы.

Зададим теперь на отрезке [0, T ] центрированный гильбер-
тов (не обязательно гауссовский) процесс ξ(t). Далее в пер-
вой главе рассматриваются интегралы по шумам двух типов:
µ(dt) := dξ(t) и µ̃(dt1 × ...× dtd) := dξ(dt1)...dξ(dtd). Изучают-
ся несколько достаточно широких классов интегрирующих
процессов с неортогональными приращениями и приводятся
достаточные условия принадлежности ядер пространству S

как для одномерных, так и для кратных стохастических ин-
тегралов, определенных в теореме 1. В случае кратного инте-
грала по приращениям гауссовского процесса ξ(t) эти условия
совпадают с условиями из [7].

Во второй главе диссертационной работы исследуется
предельное поведение вырожденных статистик Мизеса, по-
строенных по стационарно связанным наблюдениям с усло-
вием ψ-перемешивания.

Пусть {Xi; i ∈ Z} стационарная (в узком смысле) последо-
вательность случайных величин со значениями в произволь-
ном измеримом пространстве {X,A} и маргинальным рас-
пределением P . Рассмотрим измеримую функцию f(t1, ...td) :
X

d → R. Определим статистику Мизеса (или V -статистику)
по формуле

Mn := n−d/2
∑

1≤i1,...,id≤n

f(Xi1 , ..., Xid), n = 1, 2, ..., (3)

где d ≥ 2, индексы суммирования ik пробегают независимо
друг от друга все значения от 1 до n, а функция f удовле-
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творяет условию вырожденности

Ef(t1, ..., tk−1, Xk, tk+1, ..., td) = 0

при всех t1, ..., td ∈ X и k = 1, ..., d. Функция f называется
ядром статистики Мизеса.

Обозначим через Fk
j сигма-алгебру событий, порожден-

ную случайными величинами Xj, ..., Xk, j ≤ k. Для m ≥ 1
определим следующий коэффициент перемешивания:

ψ(m) := sup
k

sup
A∈Fk

−∞
, B∈F∞

k+m

{∣

∣

∣

∣

P(AB)

P(A)P(B)
− 1

∣

∣

∣

∣

; P(A)P(B) > 0

}

.

(4)

Cтационарная в узком смысле последовательность случай-
ных величин называется последовательностью с ψ-перемеши-
ванием, если limm→∞ ψ(m) = 0. Такие условия зависимости
впервые были исследованы в [6].

Введем основные ограничения на параметры рассматри-
ваемой задачи, которые всюду в дальнейшем будут предпо-
лагаться выполненными:

I. X = [0, 1].
II. Последовательность случайных величин {Xi; i ∈ Z}

удовлетворяет условию ψ-перемешивания, причем
∑

k≥1

ψ(k)k2d−2 <∞.

III. Случайная величина X0 равномерно распределена на
отрезке [0, 1], и при всех k ≥ 1 функции совместного распре-
деления Fk(t, s) пар (X0, Xk) имеют плотности pk(t, s), кото-
рые в силу (4) равномерно ограничены на квадрате [0, 1]2.

Рассмотрим центрированный гауссовский процесс Y (t) с
ковариационной функцией

EY (t)Y (s) = min(t, s)−ts+
∑

k≥1

(Fk(t, s) + Fk(s, t) − 2ts) , (5)
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где t, s ∈ [0, 1]. Отметим, что условие суммируемости коэф-
фициентов ψ(k) (которое, очевидно, следует из II) обеспечи-
вает абсолютную сходимость функционального ряда в пра-
вой части (5) и его равномерную ограниченность на [0, 1]2.

Гауссовские процессы с ковариацией (5) возникают как
слабые пределы для последовательности классических эмпи-
рических процессов при выполнении определенных условий
зависимости случайных величин {Xk}. В частности, данная
сходимость будет иметь место, если последовательность {Xk}
удовлетворяет условию ϕ-перемешивания (что слабее усло-
вия ψ-перемешивания) при менее ограничительных, чем в II,
условиях на скорость убывания соответствующего коэффи-
циента (см., например, [1]).

Напомним, что диагональное подпространство в X
d зада-

ется соотношением

Di∗ := {(t1, ..., td) : ti1 = ti2 ... = tiq1 , ..., tiqr−1+1
= tiqr−1+2

... = tiqr
},

где q1 ≥ 2, qi+1 − qi ≥ 2 при i ≥ 1,
∑

qi ≤ d;
i∗ := (i1, i2, ..., iq1

, ..., iqr−1+1, iqr−1+2, ..., iqr
) – вектор с попарно

различными целочисленными координатами из набора {1, .., d}.
В дальнейшем вместо векторного индекса i∗ диагональных
подпространств нам будет удобнее использовать скалярную
величину (скажем, i ), перенумеровав эти подпространства
натуральными числами произвольным образом. Подпростран-
ство в X

d, определяемое попарно различными ti, назовем глав-

ным подпространством и обозначим через D0.
Рассмотрим функциональное пространство

S0 := {f :
∑

∫

Di

f 2(t1, ..., td)dtiq1 ...dtiqr
<∞},

где сумма берется при всех i ≥ 0, т. е. по главному и всем
диагональным подпространствам X

d.
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Сформулируем основной результат второй главы:

Теорема 2. Пусть выполнены условия I – III. Тогда для лю-

бого ядра f ∈ S0 при n→ ∞

Mn
d
→

∫

Xd

f(t1, ..., td)dY (t1)...dY (td), (6)

где интеграл в правой части (6) определен в теореме 1, а

символ “
d
→” обозначает слабую сходимость соответствую-

щих распределений.

Автор выражает глубокую признательность своему науч-
ному руководителю И. С. Борисову за постановку задачи,
ценные советы и внимание к работе.
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