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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èíòåðåñ ê ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûì ãðóïïàì âûçâàí
ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ýòèõ ãðóïï. Ê ýòèì ñâîéñòâàì ìîæíî
îòíåñòè óäîáíûå íîðìàëüíûå ôîðìû, ðàçðåøèìîñòü áîëüøèíñòâà àëãîðèòìè-
÷åñêèõ ïðîáëåì, áîãàòóþ ïîäãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó. ×àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå
ãðóïïû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, â
÷àñòíîñòè â êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ. Õîðîøèì ââåäåíèåì â òåîðèþ ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíûõ ãðóïï ìîãóò ñëóæèòü ñòàòüè îáçîðíîãî õàðàêòåðà [26, 19].

×àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì êîíå÷-
íîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà Γ (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð) ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèíX = {x1, . . . , xn} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E(Γ) ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ãðàôó Γ ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíàÿ ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíàÿ ãðóïïà FΓ, êîòîðàÿ èìååò ïðåäñòàâëåíèå

FΓ = 〈X| xixj = xjxi ⇔ (xi, xj) ∈ E(Γ)〉,

òî åñòü, ñîîòíîøåíèå êîììóòàòèâíîñòè ìåæäó ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè èìå-
åò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû xi è xj ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå
Γ. Ñâîáîäíóþ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó ÷àñòî òàêæå íàçûâàþò ÷àñòè÷-
íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé.

×àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû ëèíåéíû [29]. Â [21] äîêàçàíî, ÷òî ÷àñòè÷-
íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èçîìîðôíû
èõ ãðàôû. Â [33] íàéäåíî ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ äëÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïû. Â [22] îïèñàíû öåíòðàëèçàòîðû ýëåìåíòîâ â
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïïàõ. Â [25] ââåäåíû ïîíÿòèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé è
êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïï, è íà ýòîì ÿçûêå îïèñàíû öåíòðàëèçàòîðû ÷à-
ñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï. Â [24] ïîñòðîåíà òåîðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðèè ïîëó÷åíî ìíîãî ðå-
çóëüòàòîâ, îïèñûâàþùèõ ñòðóêòóðó ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï.

Ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïû ìîæíî ââåñòè â ìíîãèõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè â ìíîãîîáðàçèè íèëüïîòåíòíûõ
Q-ãðóïï ôèêñèðîâàííîé ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè, ãäå Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû îïðåäåëÿþòñÿ è
èññëåäóþòñÿ â ìíîãîîáðàçèè íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï ñòóïåíè íèëüïîòåíòíî-
ñòè 2. Êàê è â ìíîãîîáðàçèè âñåõ ãðóïï, ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû â
ìíîãîîáðàçèè äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ
çàäàíèåì êîíå÷íîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà Γ, à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþùóþ
ãðóïïó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü GΓ.

Â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïî-
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òåíòíûõ Q-ãðóïï ðåøàþòñÿ äâå îñíîâíûå çàäà÷è: ïåðâàÿ èç íèõ ñâÿçàíà ñ ñî-
çäàíèåì îñíîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè äëÿ äàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãðóïï, à
âòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ýòèõ ãðóïï
(ðåøåíèå ïðîáëåìû Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà, ôîðìóëèðîâêó ïðîáëåìû ñìîòðè íè-
æå).

Ìíîãèå ñâÿçè ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè ýëåìåíòîâ ôèêñèðîâàííîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ñèñòåìû A ìîæíî âûðàçèòü íà ÿçûêå ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
íàä A. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ðàçäåë ìàòåìàòèêè,
èçó÷àþùèé òàêîãî ðîäà ñâÿçè, íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé. Âåäó-
ùåé ïðîáëåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ôèêñèðîâàííûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â íàèáîëåå ñèëüíîé
ôîðìå îíà ïðåäïîëàãàåò êëàññèôèêàöèþ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
(íå îáÿçàòåëüíî ïîëÿìè) � ýòî íîâîå íàïðàâëåíèå â ìàòåìàòèêå. Íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü îíî ïðåäñòàâëåíî ðàáîòàìè â îñíîâíîì ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
íàä ãðóïïàìè, ãäå ïîëó÷åíû õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè íàä ãðóïïàìè áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Ã. Áàóìñëàãà, À. Ã. Ìÿñíè-
êîâà, Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà [14], À.Ã. Ìÿñíèêîâà, Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà [35] è
Á.È. Ïëîòêèíà [38, 39], â êîòîðûõ áûëè èíòåðïðåòèðîâàíû ãëàâíûå èäåè àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â åå àëãåáðàè÷åñêîì è ëîãè÷åñêîì àñïåêòàõ äëÿ ñëó÷àÿ
ãðóïï.

Ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå ÿðêèå óñïåõè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
íàä ãðóïïàìè. Ïðåæäå âñåãî, äîñòàòî÷íî õîðîøî ðåøåíà îñíîâíàÿ ïðîáëåìà
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè î êëàññèôèêàöèè êîîðäèíàòíûõ ãðóïï è àëãåáðàè-
÷åñêèõ ìíîæåñòâ â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðóïïû, ïðè÷åì, êëàññèôèêàöèÿ êîîðäè-
íàòíûõ ãðóïï äàíà íà ÿçûêå ñâîáîäíûõ êîíñòðóêöèé. Ýòî äîñòèãíóòî áëàãî-
äàðÿ ðàáîòàì ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ â òåîðèè ãðóïï, îòìåòèì ñðåäè íèõ ðàáîòû
Ð. Ëèíäîíà [34], Ê.È. Àïïåëÿ [12], Ð. Áðàéíòà [16], Ã.Ñ. Ìàêàíèíà [2], À.À. Ðàç-
áîðîâà [4, 40], Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà [5], Ð.È. Ãðèãîð÷óêà è Ï.Ô. Êóð÷àíîâà [27],
Ç. Ñåëû [43], À. Ìÿñíèêîâà, Â. Ðåìåñëåííèêîâà è Ä. Ñåðáèíà [36, 37]. Çàâåð-
øàþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â çàìå÷àòåëüíûõ ðàáîòàõ Î. Õàðëàìïîâè÷ è
À. Ìÿñíèêîâà [30, 31, 32].

Äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûå ðåçóëüòàòû ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ñâîáîä-
íîé ìåòàáåëåâîé ãðóïïîé ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Î. Øàïþ [18], Â.Í. Ðåìåñëåííè-
êîâà [6], Â. Ðåìåñëåííèêîâà è Ð. Øò¼ðà [41, 42], Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà è Í.Ñ. Ðî-
ìàíîâñêîãî [7, 8], Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà è Å.È. Òèìîøåíêî [9].

Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ãðóïï ñ òî÷íîñòüþ äî óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñòàëà âåñüìà ïîïóëÿðíîé â ïîñëåäíèå ãîäû. Îòìåòèì â ýòîì íàïðàâëåíèè
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ðàáîòû Î. Øàïþ [18], Â. Ðåìåñëåííèêîâà è Ð. Øò¼ðà [41, 42], Í.Ñ. Ðîìàíîâ-
ñêîãî [10, 11] è ×.Ê. Ãóïòû è Í.Ñ. Ðîìàíîâñêîãî [28].

Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà. Ïóñòü
çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ãðàôà Γ1 è Γ2 è ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóïïû GΓ1

è
GΓ2

â íåêîòîðîì ìíîãîîáðàçèè ãðóïï. Ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó ïðîñòîìó
ãðàôó T îïðåäåëÿåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ôîðìóëà φ(T ) (îïðåäåëåíèå ôîðìóëû
ñìîòðè â ïàðàãðàôå 1.1). Åñëè ôèêñèðîâàí ãðàô Γ, òî îáîçíà÷èì

Φ(Γ) = {φ(T )| φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà GΓ}.

Ïðîáëåìà Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ãðóïïû GΓ1
è GΓ2

óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ(Γ1) = Φ(Γ2).
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íîå ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû â êëàññå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïîíàäîáèëîñü ðàçâèòü êîìáèíàòîðíóþ òåõíèêó
ñâÿçàííóþ ñ ãðàôàìè. Ýòà òåõíèêà èçëàãàåòñÿ â ãëàâå 1 äèññåðòàöèè.

Öåëü ðàáîòû. Äâå îñíîâíûå öåëè áûëè ñôîðìóëèðîâàíû âûøå, êîíêðå-
òèçèðóåì öåëè áîëåå äåòàëüíî. Â äàííîé ðàáîòå ìû ñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà-
÷è: îïèñàòü ôîðìóëû âûïîëíÿþùèåñÿ íà ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåí-
íî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïïàõ, îïèñàòü ñòðóêòóðó öåíòðàëèçàòîðîâ äëÿ ýòèõ
ãðóïï, îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíûìè äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûìè Q-ãðóïïàìè, êëàññèôèöèðîâàòü êîîð-
äèíàòíûå ãðóïïû è àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà, äîêàçàòü íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâà-
ëèñü ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ, ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè è ìåòîäû òåîðèè íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè â ïîðÿäêå ïîÿâëåíèÿ èõ â
ðàáîòå:

1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé
Q-ãðóïïûGΓ îïèñàíû ñïåöèàëüíûå ýêçèñòåíöèàëüíûå ôîðìóëû, âûïîëíÿ-
þùèåñÿ íà ýòîé ãðóïïå. Ñëó÷àé, êîãäà ãðàô Γ èìååò îáùèé âèä íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç ðàçáîðà äâóõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà Γ � ëèíåéíûé
ãðàô è êîãäà Γ � k-öèêëè÷åñêèé ãðàô. Ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà Γ � ëèíåéíûé ãðàô, ïðèíàäëåæàò àâòîðó äèññåðòàöèè, à ðåçóëüòàòû,
êàñàþùèåñÿ k-öèêëè÷åñêîãî ãðàôà ïðèíàäëåæàò À.Â. Òðåéåðó.

5



2. Îïèñàíà ñòðóêòóðà öåíòðàëèçàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ
äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé Q-ãðóïïû íà
ÿçûêå ïàðàáîëè÷åñêèõ è êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Ðåçóëüòàòû, êà-
ñàþùèåñÿ îïèñàíèå öåíòðàëèçàòîðîâ îäíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû ïîëó÷åíû
À.Â. Òðåéåðîì.

3. Äîêàçàí êðèòåðèé óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï.

4. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé îò
îäíîé ïåðåìåííîé è äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï.

5. Äîêàçàíî, ÷òî ëþáûå äâå íåàáåëåâûå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå äâóñòóïåí-
íî íèëüïîòåíòíûå Q-ãðóïïû ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà öåíòðàëèçàòîðîâ, ïî-
ëó÷åíî îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé îò îäíîé
ïåðåìåííîé è äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòà-
òèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï. Òàêæå äëÿ ýòèõ ãðóïï äîêàçàí
êðèòåðèé óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ðåøåíà ïðîáëåìà ãåîìåòðè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè è ïðîáëåìà óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà
ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ"(ã. Íîâî-
ñèáèðñê, 2006ã. è 2008ã.), ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè "Ýé-
ëåð è ñîâðåìåííàÿ êîìáèíàòîðèêà"(ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007ã.), ìåæäóíàðîä-
íîé øêîëå-ñåìèíàðå "Íîâûå àëãåáðî-ëîãè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ"(ã. Îìñê, 2009ã.), à òàêæå íà çàñåäàíèÿõ Îì-
ñêîãî Àëãåáðàè÷åñêîãî Ñåìèíàðà.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [45, 46, 47,
48, 49]. Ðàáîòû [47, 48, 49] âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ Àëåêñàíäðîì Âèêòîðîâè÷åì
Òðåéåðîì ïðè ðàâíîì âêëàäå ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 109 ñòðàíèöàõ,
ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà ïà-
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ðàãðàôû, áîëüøàÿ ÷àñòü ïàðàãðàôîâ ñòðóêòóðèðîâàíà ïî ðàçäåëàì. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 49 íàèìåíîâàíèé.

Äèññåðòàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ íåáîëüøîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî ïàðàãðàôà, ãäå ââî-
äÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ðàçäåëåíî íà
òðè ãëàâû.

Â ïåðâîé ãëàâå ïî ëþáîé n-êå ýëåìåíòîâ ãðóïïû ìû îïðåäåëÿåì òàê íà-
çûâàåìûé ãðàô êîììóòàòèâíîñòè T , è ïî ýòîìó ãðàôó T â ïàðàãðàôå 1.1 åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ýêçèñòåíöèàëüíàÿ ôîðìóëà φ(T ). Ïåðâàÿ ãëà-
âà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ïðîáëåìû. Ïóñòü çàäàí ãðàô Γ, ïî ãðàôó
Γ ñòðîèòñÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà GΓ.
Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ: äëÿ êàêîãî ãðàôà T ôîðìóëà φ(T ) âûïîëíÿòñÿ íà ãðóï-
ïå GΓ? Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ââîäÿòñÿ òðè ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè íà ãðà-
ôàõ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: åñëè ïðèìåíÿÿ äàííûå îïåðàöèè
ê ãðàôó T1 ìû ïîëó÷àåì ãðàô T2, òî ôîðìóëà φ(T1) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GΓ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà φ(T2) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GΓ.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàöèé çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî: ñíà÷àëà äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãðàôîì, çàòåì äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ãðàô
Γ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèííû k áåç äèàãîíàëåé (k > 3), è â êîíöå çàäà÷à ðåøàåòñÿ
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà Γ. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûì
øàãîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà îá óíèâåðñàëüíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè - òåîðåìà 3.3.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû ðåøàåì ïðîáëåìó îïèñàíèÿ öåíòðàëèçàòîðîâ äëÿ ÷à-
ñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé Q-ãðóïïû. Äëÿ ýòîãî, ñëå-
äóÿ ñòàòüå [25], ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé è êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîä-
ãðóïï, ïîíÿòèå áëîêîâîãî ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà è íåêîòîðûå îïåðàöèè îðòîãî-
íàëüíîñòè â ãðàôàõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ââîäèòñÿ ðåøåòêà çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ CS(X) äëÿ ãðàôà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â ýòèõ òåðìèíàõ
â òåîðåìå 2.1.

Â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï öåíòðàëèçàòîðû îäíîãî
ýëåìåíòà áûëè îïèñàíû Ñåðâàòèóñîì [44]. Öåíòðàëèçàòîðû íåñêîëüêèõ ýëåìåí-
òîâ îïèñûâàþòñÿ â ñòàòüå [25].
Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàì àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-

ðèè íàä ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé Q-ãðóïïîé. Îñ-
íîâû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè èçëîæåíû â ðàáîòàõ [14, 20, 35]. Ñëåäóÿ ýòèì
ðàáîòàì, â òðåòüåé ãëàâå ìû ââîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ â íàøåé êà-
òåãîðèè ãðóïï. Ïðåæäå âñåãî ìû ðåøàåì ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîæåñòâ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðåìåííîé è íåâûðîæäåííûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Äàííûå ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðó-
þòñÿ â òåîðåìå 3.7 äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðåìåííîé, è â òåîðåìå
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3.8 äëÿ ñèñòåì íåâûðîæäåííûõ óðàâíåíèé.
Á.È. Ïëîòêèí ââåë ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ñèñòåì. Íåôîðìàëüíî äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ãåîìåòðè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûå àëãåáðàè÷åñêèå
ãåîìåòðèè. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà Ïëîòêèíà ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè äëÿ ãðóïï áûëà ðåøåíà â ñòàòüå À.Ã. Ìÿñíèêîâà è Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà
[35]. Òåì íå ìåíåå, â êàæäîì êîíêðåòíîì êëàññå ãðóïï ýòà ïðîáëåìà êîíêðåòè-
çèðóåòñÿ è òðåáóåò ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàÿ èíäèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè ãðóïï èç
äàííîãî êëàññà.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì íå âñå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà, à òîëüêî íåïðèâî-
äèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà, òî ïî àíàëîãèè ñ ïðîáëåìîé Ïëîòêèíà ôîð-
ìóëèðóåòñÿ ïðîáëåìà óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Â äèñ-
ñåðòàöèè ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû. Òåîðåìà
3.5, â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ îá ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ íåàáåëåâûõ
÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï, è òåîðåìà 3.6,
ôîðìóëèðóþùàÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ãðóïï èç äàííîãî êëàññà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ íåáîëüøîãî ïàðàãðàôà ¾Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäå-
íèÿ¿, â êîòîðîì ìû ââîäèì îñíîâíîé îáúåêò äàííîé ðàáîòû ÷àñòè÷íî êîì-
ìóòàòèâíóþ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíóþ Q-ãðóïïó. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîèçâîëüíóþ êîììóòàòèâíóþ îáëàñòü öåëîñòíîñòè

ñîäåðæàùóþ Z êàê ïîäêîëüöî, íàçîâ¼ì áèíîìèàëüíûì êîëüöîì R, åñëè äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà λ ∈ R è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, êîëüöó R ïðèíàä-
ëåæèò ñëåäóþùèé áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò:

Cn
λ =

λ(λ− 1)(λ− 2) . . . (λ− n+ 1)

n!
.

Îïðåäåëåíèå 2. Íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà G ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè
m íàçûâàåòñÿ R-ãðóïïîé (çäåñü R � áèíîìèàëüíîå êîëüöî), åñëè äëÿ ëþáî-
ãî λ ∈ R è x ∈ G åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåë¼í ýëåìåíò xλ ∈ G, è
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G è êîëüöà R âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû
(x, y, x1, . . . , xn ∈ G, λ, µ ∈ R):

1. x1 = x, xλxµ = xλ+µ, (xλ)µ = xλµ.
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2. y−1xλy = (y−1xy)λ.

3. xλ1 . . . x
λ
n = (x1, . . . xn)

λτ
C2
λ

2 (X) . . . τ
Cmλ
m (X), ãäå X = {x1, . . . , xn}, τi(X) � i-

îå ñëîâî Ïåòðåñêó. Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
i, i-îå ñëîâî Ïåòðåñêó ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

xi1 . . . x
i
n = τ

C1
i

1 (X)τ
C2
i

2 (X) . . . τ
Ci−1
i

i−1 (X)τ
Cii
i (X)

â ñâîáîäíîé ãðóïïå F ñ ïîðîæäàþùèìè x1, . . . , xn, â ÷àñòíîñòè,

τ1(X) = x1x2 . . . xn, τ2(X) =
n∏

i<j, i,j=1
[xi, xj] mod γ3(F ), ãäå γ3(F ) � òðåòèé

ýëåìåíò íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà ãðóïïû F .

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ñòóïåíè
m = 2. Âñþäó äàëåå, êîììóòàòîð äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ G áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç [x, y] = x−1y−1xy, ÷åðåç G′ � êîììóòàíò ãðóïïû G è ÷åðåç Z(G) � öåíòð
ãðóïïû G.
Îïðåäåëåíèå 3.Ìíîãîîáðàçèå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï N2 îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:

G ∈ N2 åñëè ∀x, y, z ∈ G [x, y, z] = [[x, y], z] = 1.

Â ìíîãîîáðàçèè N2 òðåòüÿ àêñèîìà â îïðåäåëåíèè 2 R-ãðóïïû âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3
′
. xλ1 . . . x

λ
n = (x1, . . . xn)

λτ
C2
λ

2 (X), ãäå τ2(x1, . . . , xn) =
n∏

i < j,
i, j = 1

[xi, xj].

Êëàññ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ R-ãðóïï áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç N2,R.
Êëàññ N2,R ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â ÿçûêå LR = Lgr ∪ {fλ |λ ∈ R}, ãäå Lgr
� ñòàíäàðòíûé ãðóïïîâîé ÿçûê, fλ � óíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ, êîòî-
ðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ â íåêîòîðîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå G äàííîãî ÿçûêà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

fλ(x) = xλ, ãäå x ∈ G.
Áóäåì íàçûâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ÿçûêà LR R�ãðóïïàìè, åñëè â íèõ

âûïîëíåíû àêñèîìû ãðóïïû è àêñèîìû 1, 2 èç îïðåäåëåíèÿ 2, è íèëüïîòåíòíû-
ìè R-ãðóïïàìè, åñëè G � íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà è â íåé âûïîëíåíû àêñèîìû
1, 2, 3.

Ââåä¼ì îñíîâíîå ïîíÿòèå äàííîé ðàáîòû � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ äâóñòó-
ïåííî íèëüïîòåíòíóþ R-ãðóïïó, ãäå R�áèíîìèàëüíîå êîëüöî, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî
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â ìíîãîîáðàçèè N2,R, êàê è â äðóãèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, îïðåäåëåíà òåîðèÿ îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ïóñòü Fn,R � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ìíîãîîáðàçèÿ N2,R, c
áàçîé V = {a1, . . . , an}. Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé ïðîñòîé ãðàô (íåîðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô áåç êðàòíûõ ð¼áåð è ïåòåëü ìû íàçûâàåì ïðîñòûì) ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V (Γ) = V è ìíîæåñòâîì ð¼áåð E(Γ). Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíóþ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíóþ R-ãðóïïó ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàôó Γ c
ïîìîùüþ ïîðîæäàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé â ìíîãîîáðàçèè N2,R:

GΓ = 〈V |RΓ〉N2,R
, ãäå RΓ = {[ai, aj] = 1| (ai, aj) ∈ E(Γ)}.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå êîëüöà R áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëå ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q. Òàêèì îáðàçîì, âåçäå äàëåå çà GΓ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷àñòè÷íî
êîììóòàòèâíóþ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíóþ Q-ãðóïïó.

Â ïàðàãðàôå 1.1 ïåðâîé ãëàâû ïî êîíå÷íîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó
T ââîäÿòñÿ ôîðìóëû ñïåöèàëüíîãî âèäà φ(T ) ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîé
âåðøèíå ãðàôà T ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíà èç áóêâ z1, . . . , zn ôîðìóëû
φ(T ), ãäå |V (T )| = n. Òîãäà ôîðìóëà áóäåò èìåòü âèä

φ(T ) = ∃z1 . . . zn(
∧

[zi, zj] = 1 ∧
∧

[zk, zl] 6= 1 ∧
∧
i6=j

zi 6= zj ∧
∧
i

zi 6= 1),

ãäå [zi, zj] = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå zi è zj â
ãðàôå T , ñîåäèíåíû ðåáðîì, è [zk, zl] 6= 1 åñëè âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå zk è
zl â ãðàôå T , íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

Â ïåðâîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ âñå òàêèå ãðàôû T äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà φ(T )
âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GΓ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ãðàôà Γ. Äëÿ ýòîãî â ïàðà-
ãðàôå 1.2 ââîäÿòñÿ ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè íà ãðàôàõ, íàçûâàåìûå ðàçäóòèåì
è ñæàòèåì ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó
î÷åíü âàæíîìó ñâîéñòâó: ïðèìåíåíèå äàííûõ îïåðàöèé ê ãðàôó T ñîõðàíÿåò
âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû íà ãðóïïå GΓ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ãðàô T1 ïîëó÷åí
èç ãðàôà T2 ðàçäóòèåì èëè ñæàòèåì ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, òî
ôîðìóëà φ(T1) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GΓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìó-
ëà φ(T2) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GΓ.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ëè ôîðìóëà φ(T ) íà ãðóïïå GΓ äëÿ çàäàí-
íûõ ãðàôîâ T è Γ ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â òðè ýòàïà:

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãðàô Γ � ëèíåéíûé ãðàô (ïàðàãðàô 1.3);

2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãðàô Γ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèííû n > 4 áåç
äèàãîíàëåé (ïàðàãðàô 1.4);
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3. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ãðàô Γ ïðîèçâîëüíûé (ïàðàãðàô 1.5).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òùàòåëüíîì ðàçáîðå ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ, íà áà-
çå êîòîðûõ äîñòàòî÷íî áûñòðî ïîëó÷àåòñÿ îáùèé ñëó÷àé. Ñëó÷àé ï.1 ðàçîáðàí
àâòîðîì äèññåðòàöèè, ñëó÷àé ï.2 ðàçîáðàí À.Â. Òðåéåðîì. Äëÿ óäîáñòâà ÷è-
òàòåëÿ ìû ïðèâîäèì â äèññåðòàöèè äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
À.Â. Òðåéåðîì. Ê òîìó æå, êðèòåðèé âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû íà ãðóïïå GΓ

ìîæíî ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü, èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó ãðàôà Γ, ïîýòîìó ï.1 è ï.2
ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî.

Ïîä ëèíåéíûì ãðàôîì äëèííû n−1 ìû ïîíèìàåì ãðàô ñ âåðøèíàìè {x1, . . . , xn}
è n − 1 ðåáðîì, êîòîðûå ñîåäèíÿþò âåðøèíû ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè. Ãðóïïó
GΓ, ïîñòðîåííóþ ïî ãðàôó Γ, â äàííîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì Gn. Íà ðèñóíêå 1
èçîáðàæåí ëèíåéíûé ãðàô äëèííû 5, ïî êîòîðîìó ñòðîèòñÿ ãðóïïà G6.

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Ðèñ. 1: Ëèíåéíûé ãðàô äëèííû 5, Path6

Ëèíåéíûé ãðàô äëèííû n−1 áóäåì îáîçíà÷àòü Pathn. Îáîçíà÷èì çà Pathk
êëàññ äåðåâüåâ, ïîëó÷åííûõ èç Pathk äîáàâëåíèåì âèñÿ÷èõ âåðøèí ê íå âèñÿ-
÷èì âåðøèíàì.

Ðèñ. 2: Ãðàô èç êëàññà Pathk

Îáîçíà÷èì çà Cycn � öèêë äëèíû n áåç äèàãîíàëåé.

v2

v1 vn

Ðèñ. 3: Ãðàô Cycn

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûé ãðàô T íàçîâåì k-öèêëè÷åñêèì ãðàôîì, åñëè â
ãðàôå T åñòü òîëüêî îäèí öèêë äëèíû k áåç äèàãîíàëåé.
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Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì çà Cycn êëàññ n-öèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ, ïîëó÷åí-
íûõ èç Cycn äîáàâëåíèåì âèñÿ÷èõ âåðøèí ê íå âèñÿ÷èì âåðøèíàì. (Ñì. Ðèñ.
4).

v2

v1 vn

Ðèñ. 4: Ãðàô èç êëàññà Cycn

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåé ñåðèè òåî-
ðåì.
Òåîðåìà 1.1. Åñëè φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà Gn, ãäå T � äåðåâî, òî íàéäåòñÿ

k < n, òàêîå, ÷òî T ∈ Pathk.
Òåîðåìà 1.2. Ôîðìóëà φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå Gn äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ãðàôà T , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T
′ ∈ Pathk äëÿ íåêîòîðîãî k < n, ãäå

T
′
ïîëó÷àåòñÿ èç T ïîëíûì ñæàòèåì ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.
Ñëåäóþùèå òðè òåîðåìû (òåîðåìà 1.3, òåîðåìà 1.4 è òåîðåìà 1.5 ) ïðèíàä-

ëåæàò À.Â. Òðåéåðó.
Òåîðåìà 1.3. Åñëè φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà GCycn, ãäå T � äåðåâî, òî íàé-

äåòñÿ k ≤ n, òàêîå, ÷òî T ∈ Pathk.
Òåîðåìà 1.4. Åñëè φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà GCycn, ãäå T � n-öèêëè÷åñêèé

ãðàô, òî T ∈ Cycn.
Òåîðåìà 1.5. Ôîðìóëà φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GCycn äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ãðàôà T , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T
′ ∈ Pathk èëè T

′ ∈ Cycn, k ≤ n,
ãäå T

′
ïîëó÷àåòñÿ èç T ïîëíûì ñæàòèåì ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 1.6. Ôîðìóëà φ(T ) âûïîëíÿåòñÿ íà ãðóïïå GΓ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ãðàôîâ T è Γ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãðàô Γ0 � ïîëó÷åí-
íûé èç Γ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ ðàçäóòèé è ñæàòèé ïåðâîãî,
âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, òàêîé, ÷òî T ïîëíûé ïîäãðàô Γ0.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ñëåäóÿ èäåÿì ñòàòüè [25], ìû îïèñûâàåì ñòðóê-
òóðó öåíòðàëèçàòîðîâ äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî íèëüïîòåíò-
íîé Q-ãðóïïû íà ÿçûêå ïàðàáîëè÷åñêèõ è êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

Ñòðóêòóðà öåíòðàëèçàòîðîâ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé ãðóïïû
îïèñàíà â ðàáîòå [25]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ, îïè-
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ñûâàþùèå ñòðóêòóðó öåíòðàëèçàòîðîâ â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ äâó-
ñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï è ñâîáîäíûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï,
âåñüìà ñõîæè, íî äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷àþòñÿ.

Â ïàðàãðàôå 2.2 îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà öåíòðàëèçàòîðà ïðîèçâîëüíîãî ýëå-
ìåíòà ãðóïïûGΓ. Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.2 ïðèíàäëåæàò À.Â. Òðåéåðó, íî äëÿ
ïîëíîòû èçëîæåíèÿ è óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ìû ïðèâîäèì â äèññåðòàöèè äîêàçà-
òåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Â ïàðàãðàôå 2.3 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé
è êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû äëÿ ãðóïïû GΓ. È íàêîíåö, â ïàðàãðàôå 2.4
ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ãëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû � íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, êîãäà ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû GΓ ÿâëÿåòñÿ öåí-
òðàëèçàòîðîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ (òåîðåìà 2.1 ).

Ââåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ âòîðîé ãëàâû.
Ïóñòü ýëåìåíò ãðóïïû g ∈ GΓ èìååò âèä g = xα1

1 . . . xαnn
∏
yβklkl , òîãäà îáîçíà-

÷èì
g = xα1

1 . . . xαnn .

Çàìåòèì, ÷òî g = g
∏
yβklkl , è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû w ∈ GΓ âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî [w, g] = [w, g]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g ∈ GΓ îïðåäåëèì ìíî-
æåñòâî α(g) ⊂ X � ìíîæåñòâî âñåõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû GΓ âõîäÿùèõ â çàïèñü
g.

Ðàññìîòðèì ãðàô ∆ � äâîéñòâåííûé ê ãðàôó Γ, V (∆) = V (Γ) = X è âåð-
øèíû xi è xj ∈ V (∆) ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xi è xj íå
ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå Γ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ∆ = I1 t . . . t Ik, ãäå
I1, . . . , Ik � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà ∆, òî äëÿ ëþáûõ x1 ∈ Ii è x2 ∈ Ij, i 6=
j èìååì [x1, x2] = 1. Äëÿ ýëåìåíòà g ∈ GΓ îáîçíà÷èì ∆(α(g)) � ìàêñèìàëüíûé
ïîäãðàô ãðàôà ∆ íà ìíîæåñòâå âåðøèí α(g).

Ýëåìåíò g ∈ GΓ íàçûâàåòñÿ áëîêîâûì, åñëè ∆(α(g)) � ñâÿçíûé ãðàô.
Ïóñòü g ∈ GΓ è ∆(α(g)) = J1t . . .tJl, ãäå J1, . . . , Jl � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

ãðàôà ∆(α(g)). Òîãäà g ìîæíî çàïèñàòü â âèäå g = w1 . . . wl, ãäå ∆(α(wi)) = Ji.
Íàçîâåì w1 . . . wl áëîêîâûì ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà g. Ïóñòü x ∈ X, íàïîìíèì,
÷òî x⊥ ìû îáîçíà÷àåì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî {y ∈ X |(yx) ∈ E(Γ)} ∪ {x}. Äëÿ
Y ⊂ X áóäåì îáîçíà÷àòü Y ⊥ =

⋂
y∈Y

y⊥.

Ïóñòü Y ⊂ X, òîãäà çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Y îáîçíà÷èì cl(Y ) = (Y ⊥)⊥.
Ïîäìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì âX, åñëè Y = cl(Y ). Îáîçíà÷èì
CS(X) � ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ â X ïîäìíîæåñòâ.

Òàêèå æå îïðåäåëåíèÿ ââåäåíû â [23] äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâ-
íîé ãðóïïû.

Ïóñòü Y ⊂ X, Γ(Y ) � ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô ãðàôà Γ íà âåðøèíàõ Y , òîãäà
çà 〈Y 〉 áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäãðóïïó ãðóïïû GΓ ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ Y
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è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ïîñòðîåííûìè ïî ãðàôó Γ(Y ).
Ïóñòü w ∈ GΓ, îáîçíà÷èì çà A(w) = 〈Y 〉, ãäå Y = α(w)⊥.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî w ∈ GΓ îáîçíà÷èì çà C(w) = {g ∈ GΓ|[g, w] = 1}

öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà w. Â ïàðàãðàôå 2.2 îïèñûâàþòñÿ ìíîæåñòâà C(w) äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà w ãðóïïû GΓ.

Åñëè |α(w)| = 0, òî w = 1, è ýëåìåíò w ïðèíàäëåæèò êîììóòàíòó. Ñëåäîâà-
òåëüíî, åãî öåíòðàëèçàòîð ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé GΓ. Åñëè |α(w)| = 1, òî
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî C(w) = A(w) ·G′Γ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà |α(w)| > 1. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïèñûâàåò
öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà w â ñëó÷àå åñëè îí ÿâëÿåòñÿ áëîêîâûì.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü w ∈ GΓ áëîêîâûé ýëåìåíò, ïðè÷åì |α(w)| > 1. Òîãäà

C(w) = (〈w〉 × A(w)) ·G′Γ

Â ñëó÷àå, êîãäà w ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû GΓ, èìååì ñëåäóþùåå îïè-
ñàíèå öåíòðàëèçàòîðà C(w).
Ëåììà 2.2. Ïóñòü w ∈ GΓ è w = w1 . . . wk � áëîêîâîå ðàçëîæåíèå ýëåìåí-

òà w, òîãäà
C(w) = (

∏
|α(wi)|>1

〈wi〉 × A(w)) ·G′Γ.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé è êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïï. Ïóñòü Y ⊂ X, Γ(Y ) � ìàêñèìàëüíûé ïîäãðàô ãðàôà Γ íà âåðøè-
íàõ Y , òîãäà GΓ(Y ) = GΓ(Y ) = 〈Y 〉 � êàíîíè÷åñêàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû GΓ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü GΓ(Y ) � íåêîòîðàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ

ïîäãðóïïà, òîãäà ïîäãðóïïó P (Y ) = GΓ(Y ) · G′Γ íàçîâåì ïàðàáîëè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïîé.
Ëåììà 2.5. Ïóñòü P1 è P2 � ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû. Òîãäà P = P1∩P2

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.
Ñëåäñòâèå 2.1. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïàðàáî-

ëè÷åñêèõ ïîäãðóïï òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.
Ïóñòü, êàê è ðàíåå, Γ � êîíå÷íûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèíX,GΓ � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿQ-ãðóïïà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó Γ. Ïóñòü w = w1 . . . wk � áëîêîâîå ðàçëîæåíèå ýëåìåí-
òà w ∈ GΓ. Ââåäåì ïîíÿòèå êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà Q = (〈w1〉 × . . . × 〈wk〉 × GΓ(Z)) · G′Γ, ãäå Z ⊂

X, [α(w), Z] = 1, GΓ(Z) � êàíîíè÷åñêàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, íàçûâàåò-
ñÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α(wi) = 1, äëÿ íåêîòîðîãî i = 1 . . . k, òî åñòü áëîê wi ñî-
ñòîèò èç îäíîãî ñèìâîëà xt, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîä-
ãðóïïà Q äîïóñêàåò çàïèñü â áîëåå êîðîòêîì âèäå: Q = (〈w1〉 × . . . × 〈wi−1〉 ×
〈wi+1〉×. . .×〈wk〉×GΓ(Z1))·G′Γ, ãäå Z1 = Z∪{xt}. Ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ïðî-
öåññ óêîðà÷èâàíèÿ çàïèñè ïîäãðóïïû Q äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ áëîêîâ,
ñîñòîÿùèõ èç îäíîé áóêâû. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîé
çàïèñè êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû.
Îïðåäåëåíèå. Êâàçèïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà Q = (〈w1〉 × . . . × 〈wk〉 ×

GΓ(Z)) ·G′Γ çàïèñàíà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, åñëè |α(wi)| > 1, i = 1 . . . k.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàïèñü êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïû â ñòàíäàðòíîé

ôîðìå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé.
Ëåììà 2.7. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êâàçèïàðàáîëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

ÿâëÿåòñÿ êâàçèïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé.
Â ïàðàãðàôå 2.4 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ òåîðåìà âòîðîé ãëà-

âû � êðèòåðèé, ïî êîòîðîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ïîäãðóïïà
öåíòðàëèçàòîðîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû GΓ èëè íåò.
Òåîðåìà 2.1. Ïîäãðóïïà H ãðóïïû GΓ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ïîäãðóïïà H � êâàçèïàðàáîëè÷åñêàÿ.

2. Åñëè êâàçèïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà H = (〈w1〉× . . .×〈wk〉×GΓ(Y )) ·G′Γ
çàïèñàíà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, òî Y ∈ CS(X) è Y ∈ CS(α(w)⊥).

Â ðàçäåëå 3.1 òðåòüåé ãëàâû ìû ïðèñòóïàåì ê äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû
Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà. Íàïîìíèì, ÷òî Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâûì áûëà ñôîðìóëè-
ðîâàíà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà: ïóñòü FΓ1

è FΓ2
� ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå ãðóï-

ïû, ïîñòðîåííûå ïî ãðàôàì Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ãðóïïà FΓ1
óíèâåð-

ñàëüíî ýêâèâàëåíòíà ãðóïïå FΓ2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ(Γ1) = Φ(Γ2). Çà

Φ(Γ) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë ñïåöèàëüíîãî âèäà φ(Γ), âûïîëíåí-
íûõ íà ãðóïïå FΓ. Îïðåäåëåíèÿ ôîðìóë ñìîòðè â ïàðàãðàôå 1.1. Â ðàçäåëå 3.1
ýòà ãèïîòåçà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ãðóïï â ìíîãîîáðàçèè
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïï, ãäå Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ãèïîòåçû èñïîëüçîâàëñÿ êðèòåðèé óíèâåðñàëüíîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè èç ñòàòüè Ã. Áàóìñëàãà, À.Ã. Ìÿñíèêîâà è Â.Í. Ðåìåñëåííèêîâà
[14] è ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À.Â. Òðåéåðîì [49] � òåî-
ðåìà 1.6.

Êðîìå ñàìîãî êðèòåðèÿ óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòìåòèì åùå îäèí
âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü Γ2 � ýëåìåíòàðíîå ðàçäóòèå ïåðâîãî, âòîðîãî èëè
òðåòüåãî ðîäà ãðàôà Γ1. Òîãäà ãðóïïû GΓ1

è GΓ2
� óíèâåðñàëüíî ýêâèâàëåíò-

íû.
Â ïàðàãðàôå 3.1.3 äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé óíèâåðñàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè,

êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü Γ1 è Γ2 � ïðîèçâîëüíûå ãðàôû, GΓ1

è GΓ2
� ÷àñòè÷-

íî êîììóòàòèâíûå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûå Q-ãðóïïû, ïîñòðîåííûå ïî
ãðàôàì Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà GΓ1

≡∀ GΓ2
òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Φ(Γ1) = Φ(Γ2).
Â ðàçäåëå 3.2 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ àëãåáðàè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè íàä ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûìè äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûìè
Q-ãðóïïàìè.

Ïóñòü G � äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà. Äåêàðòîâà ñòåïåíü Gn =
G × · · · × G (n êîïèé) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì íàä G. Ïóñòü
X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî áóêâ, à G[X] îáîçíà÷àåò íèëüïîòåíòíîå ïðîèç-
âåäåíèå G ∗N2

F (X), ãäå F (X) � ñâîáîäíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà
ñ áàçîé X. Ñèñòåìà óðàâíåíèé S íàä G åñòü ïîäìíîæåñòâî èç G[X]. Ýëåìåíò
u ∈ S ìîæåò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîììóòèðóþùèé ïîëèíîì îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç G. Ýëåìåíò p = (g1, . . . , gn) ∈ Gn íàçîâåì êîð-
íåì ïîëèíîìà u = u(x1, . . . , xn), åñëè u(g1, . . . , gn) = 1 â ãðóïïå G. Ïóñòü S
� ïîäìíîæåñòâî G[X], òîãäà p íàçûâàåòñÿ êîðíåì S, åñëè p ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
äëÿ êàæäîãî u ∈ S. Ïîäìíîæåñòâî V àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Gn íàçûâà-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàä G, åñëè V � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
ñèñòåìû óðàâíåíèé S ⊆ G[X]. Äëÿ äàííîãî S ÷åðåç VG(S) îáîçíà÷èì àëãåáðà-
è÷åñêîå ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû S. Êðîìå òîãî, äëÿ V è S òàêèõ, ÷òî
V = VG(S), îïðåäåëèì ðàäèêàë ñèñòåìû S

RadG(V ) = {u ∈ G[X] |u(p) = 1 äëÿ âñåõ p ∈ VG(S)}.
Ãðóïïà Γ(V ) = G[X]/RadG(V ) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé ãðóïïîé àëãåáðàè-

÷åñêîãî ìíîæåñòâà V . Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà è êîîðäèíàòíóþ ãðóïïó àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè è äëÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòóïåííî
íèëüïîòåíòíîé Q-ãðóïïû GΓ, ïîñòðîåííîé ïî ãðàôó Γ.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîéñòâî ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé áåç êîýôôèöèåíòîâ. Ïóñòü L � ãðóïïîâîé ÿçûê áåç
êîíñòàíò.
Îïðåäåëåíèå. Äâå ãðóïïû A è B íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíûìè â ÿçûêå L, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è äëÿ ëþáîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé S îò n ïåðåìåííûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ðàäèêàëîâ:

RadA(S) = RadB(S).
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Äðóãèìè ñëîâàìè ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ãðóïï îçíà÷àåò, ÷òî
íàõîæäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé â îäíîé ãðóïïå è íàõîæäåíèå ðåøåíèé
òîé æå ñàìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â äðóãîé ãðóïïå � ýêâèâàëåíòíûå çàäà÷è.
Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü GΓ1

è GΓ2
� äâå íåàáåëåâûõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâ-

íûõ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíûõ Q-ãðóïïû. Òîãäà GΓ1
è GΓ2

ãåîìåòðè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Åùå îäíèì âàæíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Äâå ãðóïïû A è B íàçûâàþòñÿ óíèâåðñàëüíî ãåîìåòðè-

÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè â ÿçûêå L, åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è
äëÿ ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S îò n ïåðåìåííûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
ðàäèêàëîâ:

RadA(S) = RadB(S),

è ðàäèêàë RadA(S) íåïðèâîäèì íàä A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàäèêàë
RadB(S) íåïðèâîäèì íàä B.
Òåîðåìà 3.6. Äâå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå äâóñòóïåííî íèëüïîòåíò-

íûå Q-ãðóïïû GΓ1
è GΓ2

óíèâåðñàëüíî ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ(Γ1) = Φ(Γ2).

Ïîä îñíîâíîé çàäà÷åé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ãðóïïîé G ìû ïîíèìà-
åì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä G. Òàê æå, êàê
è â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ïîëåì, çäåñü ñïðàâåäëèâà òåîðåìà îá ýêâè-
âàëåíòíîñòè êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è êàòåãîðèè êîîðäèíàòíûõ
ãðóïï. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäîâ
ê ðåøåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä G:

• Êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä G;

• Êëàññèôèêàöèÿ êîîðäèíàòíûõ ãðóïï íàä G.

Â ïàðàãðàôå 3.4.1 ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ äëÿ ñè-
ñòåì óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äàííûé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
ñëåäóþùåé òåîðåìû.
Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü GΓ � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëü-

ïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà, X = {x} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, è S ⊆ GΓ[X] -
ñèñòåìà óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé V (S)
ñèñòåìû S áóäåò îäíèì èç ñëåäóþùèõ:

1. V (S) = ∅;

2. V (S) = GΓ;

17



3. V (S) = {g}, ãäå g ∈ GΓ;

4. V (S) = {gc | c ∈ C}, ãäå g ∈ GΓ, à C � öåíòðàëèçàòîð íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû GΓ.

Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, è GΓ � ÷àñòè÷íî êîììó-
òàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà ñ ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ
{a1, . . . , ak}. È ïóñòü S ⊆ GΓ[X] ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ñèñòåìó S
ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäå ñëåäóþùåì îáðàçîì

xα11
1 . . . xα1n

n aβ11

1 . . . aβ1k

k

∏
i<j

[xi, xj]
γ

(1)
ij
∏
i,j

[xi, aj]
δ
(1)
ij
∏
i<j

[ai, aj]
ε
(1)
ij = 1;

. . .

xαm1
1 . . . xαmnn aβm1

1 . . . aβmkk

∏
i<j

[xi, xj]
γ

(m)
ij
∏
i,j

[xi, aj]
δ
(m)
ij
∏
i<j

[ai, aj]
ε
(m)
ij = 1,

ãäå [ai, aj] 6= 1 â ãðóïïå GΓ, è αij, βij, γ
(t)
ij , δ

(t)
ij , ε

(t)
ij ∈ Q.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ èç X

A(S) =

∣∣∣∣∣∣
α11 . . . α1n
...

...
αm1 . . . αmn

∣∣∣∣∣∣ .
Â ïàðàãðàôå 3.4.2 äàåòñÿ îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû S, ñîñòîÿ-

ùåé èç m óðàâíåíèé, îò n ïåðåìåííûõ íàä ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíîé äâóñòó-
ïåííî íèëüïîòåíòíîé Q-ãðóïïîé â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïðè
ïåðåìåííûõ A(S) èìååò ðàíã m.
Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü GΓ � ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ äâóñòóïåííî íèëü-

ïîòåíòíàÿ Q-ãðóïïà, X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, è S ⊆
GΓ[X] � ñèñòåìà èç m óðàâíåíèé îò n ïåðåìåííûõ íàä ãðóïïîé GΓ. Êðîìå
òîãî ïóñòü ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïåðåìåííûõ A(S) èìååò ðàíã m. Òîãäà
ìíîæåñòâî ðåøåíèé V (S) ñèñòåìû S ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà áóäåò
îäíèì èç ñëåäóþùèõ:

1. V (S) = (g1, . . . , gn) ∈ Gn
Γ;

2. V (S) = G
(n−m)
Γ � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ãðóïïîé GΓ ðàçìåðíîñòè

n−m.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Âëàäèìèðó Íèêàíîðîâè÷ó Ðåìåñëåííèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàòåëü-
íîå îòíîøåíèå ê èäåÿì ïî åå ðåøåíèþ, à òàêæå Ýâåëèíå Äàíèÿðîâîé çà îáñóæ-
äåíèå ðåçóëüòàòîâ è êîíñòðóêòèâíûå ñîâåòû.
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