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Суперпозиция, то есть замена одной из переменных функ-
ции также функцией, является одним из простых и естествен-
ных способов получения новых функций из уже имеющихся.
Возникающая в результате суперпозиций функция называет-
ся сложной. Одни свойства исходных функций наследуются
сложной функцией, другие же не сохраняются. Например,
при суперпозиции возрастающих функций получается так-
же возрастающая функция. Закономерный интерес вызыва-
ет вопрос, можно ли всякую функцию, обладающую каким-
то заданным свойством, получить при помощи суперпозиций
из функций, обладающих тем же свойством, но зависящих
от меньшего числа переменных. В качестве свойства обычно
выбирается непрерывность, дифференцируемость и т. п.

Упомянем лишь некоторые результаты в указанном на-
правлении, полученные отечественными математиками А. Г.
Витушкиным, А. Н. Колмогоровым и В. И. Арнольдом. Если
натуральные числа m,n,m1, n1 удовлетворяют неравенству

m

n
>
m1

n1

,

то, как доказал А. Г. Витушкин [2], существует зависящая от
m переменных n раз дифференцируемая функция, которую
нельзя получить суперпозициями из n1 раз дифференциру-
емых функций, зависящих от m1 переменных. А. Н. Колмо-
горов [24] и В. И. Арнольд [1] доказали, что каждая веще-
ственная непрерывная функция представима в виде супер-
позиции непрерывных функций, зависящих от двух перемен-
ных. Любую непрерывную функцию от нескольких перемен-
ных можно получить при помощи суперпозиций из функции
x+y и непрерывных функций, зависящих от одного аргумен-
та (Колмогоров, [25]).

В приведенных выше примерах решаемые задачи можно
сформулировать следующим образом.
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Каким-то способом заданы два множества функций M1

и M2. Можно ли каждую функцию из множества M1 по-
лучить суперпозициями функций, принадлежащих множе-
ству M2?

К этой задаче близка следующая.
Задан класс функций K. Описать все функции, которые

можно получить суперпозициями функций, принадлежащих
K.

Функции, получаемые при помощи суперпозиции из функ-
ций класса K, образуют множество [K], называемое замыка-
нием класса K. Класс K называется порождающим для сво-
его замыкания. Если K = [K], то класс [K] называется за-
мкнутым. Описание множества [M2] ведет к решению первой
из указанных выше задач: функции из множества M1 можно
получить суперпозициями функций, принадлежащих множе-
ству M2 тогда и только тогда, когда множество M1 является
подмножеством замыкания множества M2. Однако решение
первой задачи может и не зависеть от решения второй.

Задача описания замыкания множества функций M имеет
смысл только при существенных ограничениях на входящие
в M функции. Одним из таких ограничений является фикси-
рование числа элементов в множестве, на котором определе-
ны функции из M . Э. Постом [34, 35] описаны все замкнутые
классы функций, определенных на множестве из двух эле-
ментов. По включению эти классы образуют решетку, назы-
ваемую решеткой Поста. На множестве из трех элементов
имеется континуум замкнутых классов [49], образующие ре-
шетку очень сложного строения, поэтому приходится допол-
нительно ограничивать множество изучаемых классов.

Замкнутые классы функций и свойства порождающих их
систем изучались во многих работах по математической ло-
гике, поскольку операции, определенные на конечном множе-
стве, используются при интерпретации связок в различных
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исчислениях. Формулам при таких интерпретациях отвеча-
ют сложные функции, принадлежащие замкнутым классам,
порождаемым этими операциями. Особое внимание привле-
кала проблема полноты: найти условия, необходимые и до-
статочные для того, чтобы система функций, определенных
на конечном множестве, порождала замкнутый класс, содер-
жащий все функции, определенные на этом множестве. Как
уже говорилось, проблема полноты в классе всех функций,
определенных на множестве из двух элементов, была реше-
на Э. Постом. Задача оказалась намного сложнее в случае,
когда функции определены на множестве, содержащем бо-
лее двух элементов. Одну из первых работ в этом направ-
лении опубликовал в 1939 г. Я. Слупецкий [44]. Он доказал,
что каждая полная система функций должна содержать су-
щественно многоместную функцию, принимающую все воз-
можные значения. Такую функцию принято называть функ-
цией Слупецкого. В 1954 г. С. В. Яблонский [47, 48] решил
проблему полноты для случая, когда функции определены
на множестве из трех элементов. Затем в течение 10 лет по-
явилось много работ, в которых указывались достаточные
условия полноты системы функций. Окончательно проблема
полноты была решена И. Розенбергом [41] в 1965 году.

Стоит отметить, что упомянутую ранее теорему А. Н. Кол-
могорова [25] о том, что функция x+y вместе со всеми непре-
рывными одноместными функциями порождает все одномест-
ные функции, можно рассматривать в качестве аналога тео-
ремы Слупецкого. Любую непрерывную функцию от несколь-
ких переменных можно получить при помощи суперпозиций
из функции x + y и непрерывных функций, зависящих от
одного аргумента (Колмогоров, [25]). Определенные тополо-
гические аналоги теоремы Колмогорова были позже найдены
А. А. Мальцевым [27].
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В теории универсальных алгебр важную роль играют клас-
сы функций, замкнутые относительно суперпозиций и содер-
жащие все проекции, то есть функции вида en

i (x1, . . . , xn) =
xi. Эти классы называются клонами. Две универсальные ал-
гебры с одинаковыми носителями называются рационально
эквивалентными, если множества их основных операций по-
рождают один и тот же клон. Ввиду этого описание с точно-
стью до рациональной эквивалентности различных универ-
сальных алгебр, определенных на каком-то множестве, сво-
дится к описанию всех клонов на этом множестве.

Клоны можно рассматривать как алгебры, например, как
содержащие функцию e22(x1, x2) = x2 предитеративные ал-
гебры, введенные А. И. Мальцевым [29]. Предитеративны-
ми алгебрами называются подалгебры предитеративной ал-
гебры Поста OA = 〈OA; ζ, τ,∆, ∗〉 типа (1, 1, 1.2), в которой
OA — множество всех функций, определенных на множестве
A. Операции ζ, τ,∆, ∗ при n > 1 определены следующим об-
разом:

(ζf)(x1, . . . , xn) = f(x2, x3, . . . , xn, x1),

(τf)(x1, . . . , xn) = f(x2, x1, x3, . . . , xn),

(∆f)(x1, . . . , xn−1) = f(x1, x1, x2, . . . , xn−1),

(∇f)(x1, . . . , xn+1) = f(x2, x3, . . . , xn+1).

Если функция f унарная, то ζf = τf = ∆f = f . Операция ∗
определена так:

(f ∗ g)(x1, . . . , xn+m−1) = f(g(x1, . . . , xm), xm+1, . . . , xm+n−1).

В совокупности операции ζ, τ,∆,∇, ∗ заменяют суперпози-
цию, которая не является алгебраической операцией. Посколь-
ку элементами носителей предитеративных алгебр являются
функции, гомоморфизмы таких алгебр бывают двух видов:
сохраняющие арность функций и не сохраняющие арности.

6



Отвечающие им конгруэнции соответственно называются по-
дарностными и внеарностными. Сохраняющий арность го-
моморфизм клона, отображающий каждую проекцию en

i од-
ного клона в такую же проекцию en

i другого клона называ-
ется клоновым.

Тождество t ≈ t′ называется гипертождеством алгебры
A, если t = t′ тождественно выполняется в A при любой
замене символов операций, входящих в термы t и t′, тер-
мальными функциями алгебры A соответствующей арности.
Тождества в клонах называются клоновыми тождествами.
Клоновые тождества алгебры T (A) соответствуют гипертож-
дествам алгебры A [45].

Следующий пример [11] показывает, что гипертождества
могут применяться в теории логических сетей. Если

g

является произвольным переключающим элементом с двумя
входами и одним выходом, реализующим какую-то бинарную
булеву функцию g(x, y), то составную переключающую схему

g

g

g
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можно заменить элементом

g

какой бы не была функция g, поскольку

F (x, F (x, F (x, y))) ≈ F (x, y)

является гипертождеством алгебры 〈{0, 1}; &, N〉.
Гипертождества позволяют кратко формулировать при-

знаки полноты системы функций [23]. Например, система бу-
левых функций S полна тогда и только тогда, когда равен-
ство

F (F (x, y), F (x, y))) ≈ F (F (x, x), F (y, y))

не является гипертождеством алгебры 〈{0, 1}; S〉.
Обзор основных результатов, вошедших в диссер-

тацию.
Для любого множества функций F ⊆ Ok через F (n), n ∈

N, обозначим множество всех функций из F , зависящих ров-
но от n переменных, через F {n} — множество всех функций
из F , принимающих не более n значений, через F [n] — мно-
жество всех функций из F , принимающих ровно n значений.
Отметим, что множество A(1) относительно операции ∗ яв-
ляется полугруппой. Порождаемую множеством A(1) подал-
гебру алгебры PA, образованную всеми существенно одно-
местными функциями из A, обозначим через A(1)∇. Полу-
группа одноместных функций называется s раз транзитив-
ной, если для любых попарно различных чисел a1, . . . , as и
любых чисел b1, . . . , bs в ней найдется такая функция f , что
f(ai) = bi, i = 1, s.
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Итеративная алгебра называется клеточной (А. И. Маль-
цев [31]), если она состоит из всех существенно одноместных
функций и всех существенно многоместных функций, прини-
мающих не более s значений. Клеточная алгебра имеет вид

P
(1)
k ∪ P

{s}
k и далее иногда будет обозначаться через Us. Ос-

новной клеткой клеточной алгебры называется подалгебра

P
{s}
k , образованная всеми функциями, принимающих не бо-

лее s значений.
А. И. Мальцевым [29] доказана структурная теорема, обоб-

щающая известные теоремы Слупецкого [44] и С. В. Яблон-
ского [48]. Опуская особые случаи, ее можно сформулировать
следующим образом.

Итеративная алгебра, порождаемая всеми функциями s
раз транзитивной полугруппы вместе с существенно много-
местной функцией f , принимающей m значений, содержит

клетку P
{m}
k и все функции, значения которых принадле-

жат множеству значений функции f , если 2 < m ≤ s+ 1.
В диссертации изучаются итеративные алгебры с s раз

транзитивными основаниями, и обобщения таких алгебр. Од-
нако в ряде случаев, например в четвертой главе, исследу-
емые алгебры не укладываются в указанные границы, по-
скольку некоторые утверждения носят общий характер. Для
рассматриваемых алгебр строятся порождающие системы и
находятся условия полноты систем функций. Для ряда изу-
чаемых алгебр описываются решетки подалгебр. Описыва-
ются конгруэнции и образуемые ими решетки, а также груп-
пы автоморфизмов. Описываются алгебры многообразий, по-
рождаемых универсальными алгебрами, клоны которых близ-
ки к транзитивным. Рассматривается проблема разделения
клонов при помощи гипертождеств. Для произведений ите-
ративных алгебр доказывается аналог структурной теоремы
А. И. Мальцева.
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Глава 1. Первые два параграфа носит вводный характер.
В нем приводятся определения, соглашения и точные форму-
лировки утверждений из работ других авторов, необходимые
в дальнейшем. Многие из них уже приведены выше. Далее
нам потребуется следующие определения.

Функции, представимые в виде f0(f1(x1) ⊕ . . . ⊕ fn(xn)),
где n ≥ 1, значения одноместных функций f1, . . . , fn при-
надлежат множеству {0, 1}, сложение ведется по модулю 2, а
одноместная функция f0 может принимать любые значения,
называются квазилинейными. Итеративная алгебра, состоя-
щая из квазилинейных функций, будет обозначаться через
L. Ввиду ее свойств она также считается клеточной. Ее ос-
новной клеткой является алгебра L{2}.

Параграф 1.3 содержит ряд структурных теорем и след-
ствия из них. Утверждение 1.3.1 дополняет приведенную вы-
ше теорему А. И. Мальцева следующим образом.

Если A содержит два раза транзитивную полугруппу G
и не квазилинейную функцию, принимающую два значения,

то A ⊇ P
{2}
k .

Если алгебра A при k ≥ 3 содержит полугруппу P
(1){2}
k ,

а также существенно многоместную квазилинейную функ-
цию, то A ⊇ L{2}.

Известная теорема Саломаа [43] утверждает, что при k > 4

множество функций P
(1)[k]
k вместе с любой существенно мно-

гоместной функцией, принимающей k значений, порожда-
ет Pk. Систему порождающих какой итеративной алгебры

мы получим, присоединив к функциям из P
(1)[k]
k существен-

но многоместную функцию, принимающую менее k значе-
ний? Теорема 1.3.9 утверждает, что если k > 3 и добавляемая
функция не квазилинейная, то получится система порожда-
ющих некоторой клеточной подалгебры.

В четвертом параграфе доказывается, что все клетки и
клеточные алгебры имеют конечные базисы. Доказательство
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конструктивное в том смысле, что для каждого случая ука-
зывается базис. Находятся также минимальные длины бази-
сов и порядки этих алгебр, то есть минимальное число пере-
менных, от которых должна зависеть хотя бы одна функция,
входящая в базис.

В параграфе 1.5 рассматриваются максимальные подал-
гебры клеток и клеточных алгебр. Теорема 1.5.1 показывает,
что задача описания всех максимальных подалгебр алгебр L,
U2, . . . , Uk−1 сводится к задаче описания всех максимальных
подгрупп симметрической группы σk (группы, образованной

функциями из P
[k]
k относительно операции ∗). Например, при

2 < s < k − 1 максимальными подалгебрами алгебры Us яв-
ляются лишь следующие алгебры:

Us−1, P
{s}
k ∪P

(1){k−2}∇
k ∪σ∇

k , P
{s}
k ∪P

(1){k−1}∇
k ∪M∇

i (i ∈ Ik),

где M∇
i — максимальная подгруппа группы σk. Следствием

этой теоремы является описание подалгебр Фраттини алгебр
L, U2, . . . , Uk−1. Так, подалгеброй Фраттини указанной выше

алгебры Us является алгебра E∪P
{s−1}
k ∪P

(1){k−2}∇
k , где E — се-

лекторная подалгебра алгебры Pk (подалгебра, порождаемая
функцией e22(x, y) = x).

В том же параграфе описываются два класса максималь-
ных подалгебр клеток алгебры Pk, причем оказывается, что
пересечение всех построенных максимальных подалгебр ал-

гебры P
{s}
k при 2 6 s < k пусто. Доказывается, что подалгеб-

рой Фраттини алгебры L{2} является алгебра P
[1]
k .

Пример, построенный Ю. И. Яновым и А. А. Мучником

[49], показывает, что уже у алгебры P
{s}
k имеется контину-

ум подалгебр, а потому столько же подалгебр есть у каждой
клеточной подалгебры, отличной от L. В разделе 1.6 дока-
зывается, что мощность множества всех подалгебр алгебры
L{2} счётна. В алгебре L{2} имеются бесконечнопорожденные
подалгебры, но нет подалгебр с бесконечным базисом.
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Глава 2. Эта глава целиком посвящена описанию под-
клонов клона Бурле над множеством из трех элементов. Ука-
занный клон состоит из существенно одноместных функций
и функций вида

f0(f1(x1) + . . .+ fn(xn)),

где значения одноместных функций f1, . . . , fn принадлежат
множеству {0, 1}, сложение ведется по модулю 2, а функция
f0 может принимать любые значения. Клон Бурле являет-
ся наименьшим среди клонов, содержащих все одноместные
функции и хотя бы одну существенно многоместную функ-
цию. Хотя он содержит счетное число подклонов, образу-
емая этими подклонами решетка значительно сложнее ре-
шетки Поста. Здесь исследованы лишь подклоны, состоящие
из функций, значения которых принадлежат либо множе-
ству {0, 1}, либо множеству {0, 2}. Удалось нарисовать граф
решетки подклонов клона Z0, образованного функциями со
значениями в множестве {0, 1} (рис. 1). Приводятся таблицы
с указанием состава клонов, системы порождающих. Много-
численные диаграммы помогают уяснить взаимное располо-
жение клонов в решетке всех подклонов клона Бурле. Иссле-
дование выполнено совместно с Я. Деметровичем [5] – [9].

Глава 3. Конгруэнции на подалгебрах алгебр Поста впер-
вые изучались А. И. Мальцевым в работе [29]. Им было отме-
чено, что, если исключить тривиальные случаи, на каждой
подалгебре алгебры Pk имеется три конгруэнции: κ0, совпа-
дающая с отношением равенства, κ1, совпадающая с тож-
дественно истинным отношением, и κa, определяемая следу-
ющим образом: функции f1 и f2 тогда и только тогда κa-
конгруэнтны, когда они зависят от одинакового числа пере-
менных. В дальнейшем эти три конгруэнции будут называть-
ся тривиальными. В той же работе найдено условие, доста-
точное для того, чтобы все конгруэнции на какой-либо по-
далгебре алгебры Pk являлись тривиальными; в частности,
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Рис. 1. Решетка L(Z0).
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оказалось, что тривиальны все конгруэнции на самой алгебре
Pk.

Упомянутое условие не выполняется ни для клеток алгеб-
ры Pk, ни для клеточных подалгебр. В параграфе 3.1 дока-

зывается, что при k > 2 на подалгебрах P
{2}
k , . . . , P

{k−1}
k име-

ются лишь тривиальные конгруэнции, а на L{2} есть лишь
одна нетривиальная конгруэнция, В разделе 3.2 показывает-
ся, что тривиальными являются также все конгруэнции на
любой подалгебре A алгебры Pk, удовлетворяющей условию

P
{2}
k ⊇ A ⊇ S{s}, где S{s} — некоторая специальная подал-

гебра алгебры Pk. В параграфе 2.3 указывается достаточное
условие, при котором решетка конгруэнций на подалгебре
G∇, содержащей лишь существенно одноместные функции,
легко строится, если известна решетка конгруэнции на по-
лугруппе G. Этому условию удовлетворяют основания всех
клеточных подалгебр. Затем, используя описание решетки

конгруэнций на полугруппе P
(1)
k , приведенное в [28], строятся

решетки конгруэнции на подалгебрах L, U2, . . . , Uk−1.
Пусть D ⊆ A, D 6= ∅. Алгебру KD, образованную всеми

функциями из PA, значения которых принадлежат D, на-
зовём простой, или элементарной квазиклеткой над множе-
ством D; множество D назовем определяющим для KD. Ква-
зиклеткой называется подалгебра алгебры PA, являющаяся
объединением произвольного множества простых квазикле-
ток. Клетки являются частным случаем квазиклеток. Изу-
чение свойств квазиклеток и их подалгебр проводится в па-
раграфе 3.5. Оказывается, что эти свойства можно увязать
с изоморфными вложениями алгебры PA в PB, описанны-
ми А. И. Мальцевым [29]. Ранее свойства простых квазикле-
ток конечного ранга исследовались Д. Лау [26]. Она нашла
все конгруэнции на подалгебрах простых квазиклеток. Часть
этих конгруэнций имеет весьма регулярное строение. Назо-
вем их S-конгруэнциями.
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Пусть α — взаимно однозначное отображение множества
A в множество B, C — образ множества A, β — отображе-
ние множества B на C, оставляющее элементы множества C
неподвижными. Каждой функции f(x1, . . . , xn) из подалгеб-
ры A алгебры PA сопоставим функцию fαβ(y1, . . . , yn) из PB

следующим образом:

fα(α(x1), . . . , α(xn)) = α(f(x1, . . . , xn)),

fαβ(y1, . . . , yn) = fα(β(y1), . . . , β(yn)).

Отображения α : f → fα и γ : f → fαβ являются изоморфиз-
мами алгебры A в алгебры PC и PB соответственно. Обозна-
чим через C и B образы алгебры A при этих изоморфизмах.
Алгебра B называется проективным расширением алгебры
C.

Пусть D ⊆ A, B — подалгебра алгебры PD и KD — квази-
клетка алгебры PA, имеющая определяющее множество D.
Подалгебру алгебры KD, образованную такими функциями
fi из PA, что fi ↾ D ∈ B, назовём вполне ограниченным рас-
ширением алгебры B в PA. Будем писать A ⋗ B, если A яв-
ляется вполне ограниченным расширением алгебры B.

Обозначим через A(A) объединение множеств значений
всех функций, принадлежащих подалгебре A итеративной
алгебры PA. Алгебру A ↾ A(A) назовём ядром алгебры A.
Ядро алгебры A назовём отделимым, если оно не совпадает
с A. Мощность множества A \A(A) назовём индексом алгеб-
ры A.

В параграфе 3.5 описан ряд свойств S-конгруэнций. Цен-
тральным результатом является следующая теорема.

Пусть подалгебра A алгебры PA является вполне огра-
ниченным расширением алгебры B, S = {Ai|i ∈ I} — сово-
купность попарно различных подмножеств множества A\
A(A), DS = ∪i∈IAi, κS — S-конгруэнция на A. Алгебра A/κS

изоморфна такой подалгебре C алгебры A, которая является
15



проективным расширением алгебры C′⋗B. Если множество
A конечно, то индекс алгебры C′ строго меньше индекса ал-
гебры A. Если каждое множество Ai содержит лишь один
элемент, то алгебра C′ имеет индекс |A \ (A(A) ∪DS)|.

В разделе 3.6 рассматриваются итеративные алгебры про-
извольного ранга. А. И. Мальцев [29] разделил все автомор-
физмы таких алгебр на внутренние и внешние. Он устано-
вил, что внутренними являются все автоморфизмы любой
итеративной алгебры, содержащей все функции, принимаю-
щие некоторое фиксированное значение ω, как только значе-
ние любой ее переменной равно ω, и потому группа автомор-
физмов такой алгебры вложима в группу σk. В параграфе 3.6
доказывается, что внутренними являются все автоморфизмы
итеративной алгебры, содержащей все константы, и потому
ее группа автоморфизмов также вложима в σk. Это в частно-
сти означает, что внутренними являются все автоморфизмы
клеток и клеточных алгебр.

В параграфе 3.7 устанавливаются некоторые связи меж-
ду квазиклетками и универсальными алгебрами, у которых
клон, порождаемый основными операциями, получается по-
полнением квазиклетки всеми проекциями. Описываются мно-
гообразия, порождаемые такими алгебрами. Тем самым обоб-
щаются результаты, полученные ранее Б. Венглоржем [3] и
И. Розенбергом [42].

Глава 4. Тождества алгебр функций являются формула-
ми языка второго порядка (гипертождествами). Естествен-
ным образом возникает следующий вопрос: верно ли, что
клоны однозначно определяются множествами своих гипер-
тождеств? Обсуждению этой проблемы посвящены три па-
раграфа этой главы.

Если рассматривать клоны функций, определенных на мно-
жестве, содержащем более двух элементов, то ответ в общем
случае будет отрицательным. Однако булевы клоны одно-
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значно (с точностью до изоморфизмов) определяются мно-
жествами своих гипертождеств, так как справедлива следу-
ющая теорема.

Пусть C и C
′ — два таких булевых клона, что C

′ не
изоморфен никакому подклону клона C. Тогда C можно от-
делить от C

′ гипертождествами.
В этом смысле булевы клоны можно разделить гипертож-

дествами. Доказательство указанного выше утверждения при-
ведено в разделе 4.3. Оно опубликовано в работе [10], напи-
санной совместно с К. Денеке. Отметим, что в статье [11],
написанной в соавторстве с К. Денеке и М. Решке, приведе-
но конструктивное доказательство с указанием разделяющих
гипертождеств.

В этих результатах, сформулированных на языке гипер-
тождеств, отражается существенное различие между буле-
выми клонами и клонами функций, определенных на множе-
стве, содержащем более двух элементов.

В последнем параграфе исследуется следующая пробле-
ма: можно ли отделить квазиклетки от других подалгебр
алгебры P∗

A при помощи гипертождеств? Для | A | = 3
положительный ответ был найден совместно с Д. Швайгер-
том [18]. Точнее говоря, сформулированы условия, необхо-
димые и достаточные для того, чтобы подалгебра алгебры
P3 являлась квазиклеткой. Ниже указаны такие условия для
рассмотренных случаев.

Пусть через Θ обозначено функциональное тождество

λ(λ(µ(x),µ(x)), λ(µ(y), µ(y))) =

= λ(λ(µ(x), µ(y)), λ(µ(x), µ(y))).
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Через Λ обозначим функциональное тождество

λ(λ(λ(λ(x, x)), λ(λ(x, x), λ(x, x))),

λ(λ(λ(y, y), λ(y, y)), λ(λ(y, y), λ(y, y)))) =

= λ(λ(λ(λ(x, x)), λ(λ(y, y), λ(y, y))),

λ(λ(λ(x, x), λ(x, x)), λ(λ(y, y), λ(y, y)))).

Через Ω обозначим формулу

∀ϕ∀ψ∀γ[(ϕψϕψγ3ϕψ = ϕψϕψγϕψ) ∨ (ϕψ3ϕ = ϕψϕ)].

Подалгебра A 6 P∗
3 совпадает с квазиклеткой K{0,1} 6

P∗
3 тогда и только тогда, когда одновременно выполняются

следующие условия:
1) Никакая функция из A не принимает значение 2;
2) A 6|= ϕ3 = ϕ;
3) A 6|= Θ.
Подалгебра A 6 P∗

3 совпадает с квазиклеткой K{0,1} ∪
K{0,2} 6 P∗

3 тогда и только тогда, когда одновременно вы-
полняются следующие условия:

1) ∀f ∈ A(f(E3) + {1, 2});
2) A 6|= (γϕ3γ = γϕγ) ∨ ϕγ3ϕ = ϕγϕ);
3) A 6|= Λ.
Подалгебра A 6 P∗

3 совпадает с квазиклеткой

K0,1 ∪ K0,2 ∪ K1,2

тогда и только тогда, когда одновременно выполняются сле-
дующие условия:

1) ∀f ∈ A(|f(E3)| 6 2);
2) A 6|= Ω;
3) A 6|= Λ.
Глава 5. Пусть

∏
c PAi

= PA1
× . . . × PAm

— множество
всевозможных последовательностей
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(f1(x1, . . . , xn), . . . , (fm(x1, . . . , xn)),

в которых fi ∈ PAi
. Каждую такую последовательность мож-

но рассматривать как функцию f(x1, . . . , xn), определенную
на множестве A = A1 × . . . × Am. Очевидным образом на∏

c PAi
можно определить операции ζ, τ, ∆, ∇, ∗. Напри-

мер,

(ζf)(x1, . . . , xn) = ((ζf1)(x1, . . . , xn), . . . , (ζfm)(x1, . . . , xn)).

Алгебра Pk1,...,km
= 〈

∏
c PAi

; ζ, τ,∆,∇, ∗〉 называется согласо-
ванным (с числом переменных у функций, принадлежащих
носителям сомножителей) произведением алгебр PAi

. В уни-
версальной алгебре этому понятию соответствует определен-
ное В. Наркевичем [4] неиндексированное произведение ал-
гебр. Различные свойства согласованных произведений ис-
следовались Б. А. Ромовым [36] – [40], В. А. Таймановым [46],
С. С. Марченковым [32, 33].

Пятая глава диссертации делится на два параграфа. Пара-
граф 5.1 содержит теорему, обобщающую структурная теоре-
му А. И. Мальцева [30](с дополнениями, описанными в пер-
вой главе) на произведения итеративных алгебр. Она опуб-
ликована в статье [21], написанной совместно с Б. Г. Тугыл-
баевой. Результаты параграфа 5.2 опубликованы в [22].

Пусть ki > 3 при i = 1,m, si ∈ N, si ≥ 2, A — под-
алгебра алгебры Pk1,...,km

, содержащая такую функцию f =
(f1, . . . , fm), что fi для любого i = 1,m является существен-
но многоместной функцией, принимающей либо si, либо si +
1 значение, Fi – множество всех функций из Pki

, все значе-
ния которых содержатся в множестве fi(Eki

). Пусть да-
лее Hi — si раз транзитивная подполугруппа полугруппы

P
(1)
k , если si > 4, либо полугруппы P

(1){si}
ki

, если si ∈ {2, 3}

и fi — не квазилинейная функция, и Hi = P
(1){2}
k , если функ-

ция fi ∈ P
[2]
ki

квазилинейная. Если A содержит все функции
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из множества H = H1 × . . . ×Hm, то A принадлежат все
функции из произведения B1 × . . . × Bm, где Bi может сов-
падать либо с Fi, если fi принимает si + 1 значение и Hi

содержит тождественную функцию e11(x) = x, либо с L{2},

если fi ∈ L{2}, либо с P
{si}
ki

, если fi 6∈ L{2}.
Слова «может совпадать» в заключительной части фор-

мулировки теоремы указывают на то, что в некоторых случа-
ях произведение B1×. . .×Bm может быть составлено несколь-
кими способами и каждый раз будет получено множество
функций, принадлежащих A, причем разные варианты про-
изведений могут давать несовпадающие множества функций.
Так, если fi 6∈ L{2}, fi принимает si + 1 значение и Hi содер-
жит тождественную функцию, то в качестве Bi можно взять

либо множество P
{si}
ki

, либо множество Fi.
В приведенной выше теореме существенную роль играют

произведения H1× . . .×Hm транзитивных полугрупп Hi. По-
скольку существенные переменные в разных сомножителях
могут иметь различные индексы, такие произведения следу-
ет считать существенно многоместными функциями. Такая
точка зрения подтверждается например утверждением 5.2.3,
доказываемым в параграфе 5.2. Существенно одноместны-
ми являются произведения одноместных функций, у которых
индексы существенных переменных, если таковые имеются,
совпадают. В связи с этим случай, когда известно, что алгеб-
ра содержит все такие произведения и еще какую-либо функ-
цию, не совпадает с уже рассмотренным, и является интерес-
ным. Теорема 5.2.4 также является аналогом упоминавшей-
ся выше структурной теоремы А. И. Мальцева, хотя требо-
вания, накладываемые на множества одноместных функций
в сомножителях, приближают ее к теоремам Слупецкого и
С. В. Яблонского.

Если подалгебра A алгебры Pk1,...,km
содержит все функ-

ции, принадлежащие множеству US
k1,...,km

, и такую функ-
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цию f = (f1, . . . , fm), что для каждого i = 1,m функция

fi ∈ P
(1)∇
ki

принимает zi ≥ 2 значений, и ее единственная
существенная переменная имеет индекс, отличающийся от
индексов существенных переменных всех остальных проек-
ций функции f , то A содержит все функции из произведе-

ния A
{z1}
p1 × . . .×A

{zm}
pm .

Напомним, что подалгебра Слупецкого является единствен-
ной максимальной подалгеброй алгебры Pk, содержащей все

функции из P
(1)
k . Она образована всеми существенно одно-

местными функциями из Pk и всеми существенно многомест-
ными функциями, принимающими не более k − 1 значений.
Следуя С. С. Марченкову [33], присвоим это название мак-
симальным подалгебрам алгебры Pk1...km

, содержащим все
функции из US

k1...km
. Последняя теорема позволяет описать

все подалгебры Слупецкого в произведениях итеративных
алгебр.

Алгебра S = R1 ∪ . . . ∪Rm, где

Ri = Pk1
× . . .× Pki−1

× Ti × Pki+1
× . . .× Pkm

, i = 1,m

и Ti — подалгебра Слупецкого алгебры Pki
, является един-

ственной подалгеброй Слупецкого алгебры Pk1...km
, если ki ≥

3 для каждого i ∈ {1, . . . ,m}.
Все вошедшие в диссертацию результаты опубликованы в

[5] – [22]. Они докладывались на семинарах в институте ма-
тематики СО РАН, Новосибирском и Московском государ-
ственных университетах, а также на международных конфе-
ренциях в России, Австрии, Венгрии, Германии, Китае, Юго-
славии и Японии. Статьи [5] – [9] написаны в неразделимом
соавторстве с Я. Деметровичем, работа [10] – в неразделимом
соавторстве с К. Денеке, работа [11] – в неразделимом соав-
торстве с К. Денеке и М. Решке, статья [18] – в неразделимом
соавторстве с Д. Швайгертом, статья [21] – в неразделимом
соавторстве с Б. Г. Тугылбаевой.
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