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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Òåìàòèêà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íåêî-
òîðûõ ïðîáëåì òåîðèè âû÷èñëèìûõ (êîíñòðóêòèâíûõ) ìîäåëåé. Å¼ îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê âû÷èñëèìûì áóëåâûì àëãåáðàì. Òåîðèÿ
âû÷èñëèìûõ (êîíñòðóêòèâíûõ) ìîäåëåé áåðåò èñòîêè â 50-õ ãîäàõ ïðî-
øëîãî âåêà â òðóäàõ À. È. Ìàëüöåâà [13], Ì. Î. Ðàáèíà [23], Ð. Âîîòà [24],
Â. À. Êóçíåöîâà, À. Ôð¼ëèõà è Äæ. Øåôåðäñîíà [18]. Èçó÷åíèþ âû÷èñ-
ëèìûõ áóëåâûõ àëãåáð â ÷àñòíîñòè ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò Þ. Ë. Åðøîâà,
Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâà è èõ ó÷åíèêîâ, à òàêæå ìíîãî÷èñëåííûõ çàðóáåæíûõ
èññëåäîâàòåëåé.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîäåëü êîíå÷íîãî ÿçûêà íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìîé, åñ-
ëè å¼ íîñèòåëü � âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïåðàöèè
� âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, è îòíîøåíèÿ âû÷èñëèìû. Âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü
íàçûâàåòñÿ n-âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé
ïî êîíå÷íîé Σn-ôîðìóëå è íàáîðó ýëåìåíòîâ, èñòèííà ëè ýòà ôîðìóëà
íà ýòîì íàáîðå. Ñèëüíî âû÷èñëèìàÿ ìîäåëü � òà, äëÿ êîòîðîé ïîäîá-
íûé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Ìû
áóäåì íàçûâàòü ìîäåëü ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé, åñëè ó íå¼ ñó-
ùåñòâóåò ñèëüíî âû÷èñëèìàÿ èçîìîðôíàÿ êîïèÿ.

Ïîíÿòèå ñèëüíî âû÷èñëèìîé (ñèëüíî êîíñòðóêòèâíîé) ìîäåëè áûëî
ââåäåíî Þ. Ë. Åðøîâûì [10] â 1968 ãîäó. Çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ òåîðèÿ
àêòèâíî ðàçðàáàòûâàëàñü â ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå À. Íåðîóäà íà îñ-
íîâå àíàëîãè÷íîãî (ïî ñóùåñòâó, ýêâèâàëåíòíîãî) ïîíÿòèÿ ðàçðåøèìîé
ìîäåëè, èçó÷àåìîãî òàêæå Ë. Õàððèíãòîíîì [21] è Ì. Ìîðëè [22].

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ áóëåâû àëãåáðû � äèñòðèáóòèâíûå
ðåøåòêè ñ íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì ýëåìåíòàìè, è äîïîëíåíèÿìè. Â
ðåøåòêå ó êàæäûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x è y åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
ãðàíü, êîòîðûå, ñëåäóÿ [19], áóäåì ñèìâîëè÷åñêè îáîçíà÷àòü êàê x · y
è x + y, ñîîòâåòñòâåííî. Äîïîëíåíèå ýëåìåíòà x äî íàèáîëüøåãî ýëå-
ìåíòà áóëåâîé àëãåáðû îáîçíà÷àåì (−x). Ãîâîðÿ î âû÷èñëèìîé áóëåâîé
àëãåáðå, áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî îíà âû÷èñëèìà êàê ìîäåëü â ÿçûêå
ΣBA = {+, ·,−, 0, 1}, ãäå 0 è 1 ñîîòâåòñòâóþò íàèìåíüøåìó è íàèáîëü-
øåìó ýëåìåíòàì.

Áóëåâû àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè, âîçíèêàþùè-
ìè â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ïðèâëåêàþùèìè âíèìàíèå èñ-
ñëåäîâàòåëåé óæå â òå÷åíèè ïîëóòîðà âåêîâ. Ïîïûòêà ñîáðàòü õîòÿ áû
îñíîâíûå äîñòèæåíèå â ýòîé îáëàñòè ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ òðåõòîìíîãî
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ñïðàâî÷íèêà [19]. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñî ñ÷åòíûìè áóëåâûìè àëãåáðàìè,
èíîãäà íàçûâàÿ èõ êðàòêî àëãåáðàìè; â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ïðåäâàðè-
òåëüíûõ ñâåäåíèé ïî òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð áóäåì èñïîëüçîâàòü [6]. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé îäíèì èç íàèáîëåå åñòåñòâåí-
íûõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå òåõ áóëåâûõ àëãåáð, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìûìè.

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ çàäà÷, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòà-
öèÿ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ðÿä ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èäåàëîâ I1 è I2 áóëåâîé àëãåáðû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: I1 + I2 = {x + y|x ∈ I1, y ∈ I2}.

Ïóñòü B � àëãåáðà. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ B íàçûâàåòñÿ àòîìîì,
åñëè ∀b(b < a ⇒ b = 0). Ìíîæåñòâî àòîìîâ àëãåáðû B îáîçíà÷èì
At0(B). Ýëåìåíò a ∈ B íàçûâàåòñÿ àòîìíûì, åñëè

∀x 6 a(x 6= 0 ⇒ (∃y 6 x(y ∈ At0(B)))).

Àòîìíûå ýëåìåíòû îáðàçóþò èäåàë, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê Atm0(B). Ýëåìåíò a ∈ B íàçûâàåòñÿ áåçàòîìíûì, åñëè
∀x 6 a (x 6∈ At0(B)); áåçàòîìíûå ýëåìåíòû òàêæå îáðàçóþò èäå-
àë, è îí îáîçíà÷àåòñÿ Als0(B). ×åðåç F0(B) îáîçíà÷èì èäåàë Ôðå-
øå (èäåàë, ïîðîæäåííûé àòîìàìè), E(B) = Als0(B) + Atm0(B)
� èäåàë Åðøîâà-Òàðñêîãî. Ïóñòü {En}n∈ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èòåðèðîâàííûõ èäåàëîâ Åðøîâà-Òàðñêîãî, òî åñòü E0(B) = {0},
En+1(B) = (En ◦E)(B) = {x ∈ B| x/En ∈ E(B/En)}. Äëÿ êàæäîãî k ∈ ω
îáîçíà÷èì ÷åðåç Atk ïðåäèêàò, âûäåëÿþùèé â êàæäîé àëãåáðå ìíîæå-
ñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ x, ÷òî x/Ek � àòîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
ïðåäèêàòû Fk, Alsk è Atmk. Äëÿ ïðåäèêàòîâ At0,F0,Als0,Atm0,E1 áó-
äóò èíîãäà èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ At,F,Als,Atm,E, ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå íàáîðû îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ.
Ïóñòü Ψ0 = {E0}, Ψn = Ψ0 ∪ {At0,Als0,Atm0,E1, ...,Atn−1,Alsn−1,
Atmn−1,En} äëÿ n ≥ 1 è Ψω = {E0,At0,Als0,Atm0,E1, ...}.

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð èãðàåò ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîé
õàðàêòåðèñòèêè. Íàèìåíüøåå n, äëÿ êîòîðîãî En+1(B) = B, íàçûâàåò-
ñÿ ïåðâîé (ýëåìåíòàðíîé) õàðàêòåðèñòèêîé àëãåáðû B è îáîçíà÷àåòñÿ
ch1(B). Åñëè òàêèõ n íåò, ïîëàãàåì ch1(B) = ∞. Ïðè ch1(B) = ∞ ñ÷èòà-
åì, ÷òî âòîðàÿ ch2(B) è òðåòüÿ ch3(B) (ýëåìåíòàðíûå) õàðàêòåðèñòèêè
àëãåáðû B ðàâíû íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ò.å. åñëè ch1(B) = n), âòî-
ðàÿ õàðàêòåðèñòèêà ch2(B) ðàâíà ÷èñëó àòîìîâ àëãåáðû B/En, åñëè ýòî
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÷èñëî êîíå÷íî, è ch2(B) = ∞, åñëè â B/En áåñêîíå÷íî ìíîãî àòîìîâ.
Òðåòüÿ õàðàêòåðèñòèêà ch3(B) ðàâíà 1, åñëè â B/En åñòü íåíóëåâîé
áåçàòîìíûé ýëåìåíò, è ðàâíà 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýëåìåíòàðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ch(B) àëãåáðû B � ýòî òðîéêà
(ch1(B), ch2(B), ch3(B)). Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ýëåìåíòàðíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äâå áóëåâû àëãåáðû ýëå-
ìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû (èìåþò îäíó è òó æå ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ýëåìåíòàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàâíû.

Äëÿ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèè áóëåâîé àëãåáðû Ò, êðîìå òîé,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêå (∞, 0, 0), Þ.Ë.Åð-
øîâ â [9] ïîñòðîèë êîíå÷íûé íàáîð ïðåäèêàòîâ Ψ(T), îïðåäåëÿåìûõ
ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàêîé, ÷òî áóëåâà àëãåáðà B ñ ýëåìåí-
òàðíîé òåîðèåé Ò ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âû÷èñëèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà B âû÷èñëèìà è âû÷èñëèìû âñå ïðåäèêàòû èç íàáîðà Ψ(T). Ïîç-
æå Ñ.Ñ.Ãîí÷àðîâûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n ≤ |Ψ(T)| âû÷èñëèìîñòü
B âìåñòå ñ âû÷èñëèìîñòüþ ïåðâûõ n + 1 ïðåäèêàòîâ íàáîðà Ψ(T) ðàâ-
íîñèëüíà âû÷èñëèìîñòè Σn-äèàãðàììû B, ò.å. n-âû÷èñëèìîñòè.

Â òåðìèíàõ ïðèâåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé è ïîíÿòèé, íàáîð ïðå-
äèêàòîâ Ψ(T), ïðåäñòàâëåííûé Þ. Ë. Åðøîâûì â [9] èìååò âèä Ψn+1,
ãäå n ∈ ω ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêîé, ñîîòâåòñòâó-
þùåé òåîðèè Ò.

Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû ïîðîäèëè öåëóþ ñåðèþ èññëåäîâàíèé, â êî-
òîðûõ ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ
Çàäà÷à 1. Åñëè S ⊆ Ψ(T) è èçâåñòíî, ÷òî B âû÷èñëèìà è â B âû÷èñ-
ëèìû âñå ïðåäèêàòû èç S, òî ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî B ñèëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìà?

Äàííàÿ ïðîáëåìà ïðèâëåêàëà ñåðüåçíîå âíèìàíèå øèðîêîãî êðóãà
èññëåäîâàòåëåé. Â ðàáîòàõ Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâà, Ñ. Ï. Îäèíöîâà, Â. Í. Âëà-
ñîâà è Ï. Å. Àëàåâà áûë ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñâÿçè n-âû÷èñëè-
ìîñòè ñ ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòüþ, òî åñòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
S ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì Ψ(T). Â ÷àñòíîñòè, Ï. Å. Àëàåâûì áûë
ïîëó÷åí îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ïðèâåäåì çäåñü êðàò-
êèé îáçîð ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â [8] ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð 0-âû÷èñëèìîé (òî åñòü ïðîñòî âû÷èñëè-
ìîé) àëãåáðû õàðàêòåðèñòèêè (0,∞, 0), íå èìåþùåé ñèëüíî âû÷èñëè-
ìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì èç [9] ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå 1-
âû÷èñëèìîñòü âëå÷åò íå òîëüêî ñèëüíóþ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü, íî
è ñèëüíóþ âû÷èñëèìîñòü. Äëÿ (0,m, 0) è (0,m, 1), m ∈ ω, îòâåò ñðàçó
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ñëåäóåò èç [9]: âû÷èñëèìîñòü îçíà÷àåò è ñèëüíóþ âû÷èñëèìîñòü.
Â [9] óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé âû÷èñëèìîñòè (à çíà÷èò,

è ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè) è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê âèäà (m, ?, ?), ãäå m ∈ ω. Íàïðèìåð, äëÿ õàðàêòåðèñòèê (m,∞, 0)
è (m,∞, 1) ñèëüíàÿ âû÷èñëèìîñòü ñëåäóåò èç (4m + 1)-âû÷èñëèìîñòè.
Íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðèìåðà èç [8], âûïîëíåííàÿ â [6], ïîêàçûâàåò,
÷òî 4m-âû÷èñëèìîñòè íåäîñòàòî÷íî è äëÿ ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóå-
ìîñòè.

Â [14] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèñòèêè (1, 1, 0) 2-âû÷èñëè-
ìîñòü âëå÷åò ñèëüíóþ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü, à äëÿ (1, 0, 1) 3-âû÷èñ-
ëèìîñòü âëå÷åò ñèëüíóþ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü. Â [6] áûëî çàâåðøåíî
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿ (1, 1, 0) óæå 1-âû÷èñëèìîñòü âëå÷åò ñèëü-
íóþ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü. Â [5] äëÿ õàðàêòåðèñòèêè (1, 0, 1) áûë ïî-
ñòðîåí ïðèìåð 1-âû÷èñëèìîé àëãåáðû, íå èìåþùåé ñèëüíî âû÷èñëèìî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèñòèêè (1, 0, 1)
óæå 2-âû÷èñëèìîñòü âëå÷åò ñèëüíóþ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü. Â [2] ïî-
ëó÷åíî, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèñòèêè (m, 1, 0), m ≥ 2, ñèëüíàÿ êîíñòðóêòèâè-
çèðóåìîñòü ñëåäóåò èç (4m− 3)-âû÷èñëèìîñòè, à äëÿ (m, 0, 1), m ≥ 2, �
èç (4m−2)-âû÷èñëèìîñòè. Â [25] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå àëãåáðû õàðàê-
òåðèñòèêè (m, 0, 1), m > 0 èç (4m − 3)-âû÷èñëèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè
ïðåäèêàòà Atmm−1 òàêæå ñëåäóåò ñèëüíàÿ êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòü.

Â äèññåðòàöèè îòâåò íàéäåí äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ
S ⊆ Ψ(T), ñôîðìóëèðîâàííûé â òåîðåìå 1, è òåì ñàìûì çàâåðøåíî
èññëåäîâàíèå, èìåþùåå ñòîëü äëèííóþ èñòîðèþ.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü n, p ∈ ω, B � âû÷èñëèìàÿ áóëåâà àëãåáðà ñ ïåðâîé
ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêîé n, S ⊆ Ψn+1 è â B âû÷èñëèìû âñå
ïðåäèêàòû èç S.

(1) Ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà B ðàâíà (n, p, 1). Åñëè
äëÿ êàæäîãî k < n â S ñîäåðæèòñÿ Atk è õîòÿ áû îäèí èç ïðåäèêà-
òîâ Alsk è Atmk, òî B èìååò ñèëüíî âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèëüíî êîíñòðóê-
òèâèçèðóåìîé.

(2) Ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà B ðàâíà (n, p+1, 0). Åñëè
äëÿ êàæäîãî k < n â S ñîäåðæèòñÿ Atk è äëÿ êàæäîãî m < n− 1 õîòÿ
áû îäèí èç ïðåäèêàòîâ Alsm è Atmm, òî B èìååò ñèëüíî âû÷èñëèìîå
ïðåäñòàâëåíèå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé.

(3) Ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà B ðàâíà (n,∞, 0) èëè
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(n,∞, 1). Åñëè äëÿ êàæäîãî k ≤ n â S ñîäåðæèòñÿ Atk è äëÿ êàæäîãî
m < n õîòÿ áû îäèí èç ïðåäèêàòîâ Alsm è Atmm, òî B èìååò ñèëü-
íî âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íå ÿâëÿåòñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ è ñëó÷àé õàðàê-
òåðèñòèêè (∞, 0, 0). ×òî æå èçâåñòíî î ñâÿçè âû÷èñëèìîñòè ðàññìàòðè-
âàåìûõ ïðåäèêàòîâ è ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè áóëåâîé àëãåá-
ðû, êîãäà ýëåìåíòàðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà åñòü (∞, 0, 0)? Â [7] ïîñòðîåí
ïðèìåð àëãåáðû ñ õàðàêòåðèñòèêîé (∞, 0, 0), êîòîðàÿ n-âû÷èñëèìà äëÿ
âñåõ n ∈ ω (áåç ðàâíîìåðíîñòè ïî n), íî íå èìååò ñèëüíî âû÷èñëèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ. Òåì ñàìûì äëÿ àëãåáðû õàðàêòåðèñòèêè (∞, 0, 0) íå ñó-
ùåñòâóåò êîíå÷íîãî íàáîðà ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé ìîã áû îáåñïå÷èòü ñèëüíóþ êîíñòðóêòèâèçèðó-
åìîñòü. Îäíàêî Þ. Ë. Åðøîâ [9] ïîêàçàë, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ψω ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìà, òî áóëåâà àëãåáðà õàðàêòåðèñòèêè (∞, 0, 0)
áóäåò ñèëüíî âû÷èñëèìà. Òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîé âû÷èñëèìîñòè çäåñü
ñóùåñòâåííî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Äàííûå ðå-
çóëüòàòû ïîäâîäÿò íàñ ê âîïðîñó, àíàëîãè÷íîìó çàäà÷å 1:
Çàäà÷à 2. Åñëè Ψ � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψω è èçâåñòíî, ÷òî B �
âû÷èñëèìàÿ áóëåâà àëãåáðà ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêè (∞, 0, 0) è â
B ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ψ, òî ìîæíî ëè óòâåð-
æäàòü, ÷òî B ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà?

Ýòà çàäà÷à òàêæå ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà â äèññåðòàöèè, ðåçóëüòàò
ñôîðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 2.
Òåîðåìà 2. (1) Äëÿ ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû A ýëåìåíòàðíîé õàðàê-
òåðèñòèêè (∞, 0, 0) è ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè h(i), ïðèíèìàþùåé
çíà÷åíèÿ èç {0, 1}, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. A èìååò ñèëüíî
âû÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî êîãäà, êîãäà A èìååò âû-
÷èñëèìîå ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðåäèêàòîâ At0, R0, At1, R1, ..., ãäå

Ri =

{
Alsi, åñëè h(i) = 0;
Atmi, åñëè h(i) = 1.

(2) Óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïóíêòå (1), ìèíèìàëüíû â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå: äëÿ êàæäîãî i ∈ ω ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ áó-
ëåâà àëãåáðà, â êîòîðîé ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðåäèêàòîâ Ψ′ = Ψω\{Ati}, íå èìåþùàÿ ñèëüíî âû÷èñëèìîãî ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ; è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ψ′′ = Ψω\{Alsi,Atmi}.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Äëÿ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé òåîðèè T, êðîìå òåîðèè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêå (∞, 0, 0), ïåðå÷èñëåíû âñå ìíî-
æåñòâà S ⊆ Ψ(T) òàêèå, ÷òî åñëè áóëåâà àëãåáðà B äàííîé òåîðèè
âû÷èñëèìà è â B âû÷èñëèìû âñå ïðåäèêàòû èç S, òî ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî B ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìà (òåîðåìà 1, îïóáëè-
êîâàíî â [25], [26], [27], [28] è [29]).

2. Ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ∆0
6-âû÷èñëèìûõ áóëåâûõ àë-

ãåáð (òåîðåìà 9, ïðèâåäåíà íèæå, îïóáëèêîâàíà â [26]).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè âû÷èñëèìûõ áóëåâûõ àëãåáð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè áûëè ñäåëàíû
äîêëàäû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Computability in Europe 2012¿
(Êåìáðèäæ, Àíãëèÿ), ¾Logic Colloquium 2011¿ (Áàðñåëîíà, Èñïàíèÿ),
¾Logic Colloquium 2010¿ (Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ), ¾Logic Colloquium 2009¿
(Ñîôèÿ, Áîëãàðèÿ), ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2010 è 2009¿ (Íîâîñèáèðñê).
Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà ñîâìåñòíûõ
ñåìèíàðàõ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ è ÍÃÓ �Êîíñòðóêòèâíûå ìîäåëè� è �Àëãåáðà è
ëîãèêà�.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [25-
33], èç íèõ [25-29] âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ðîññèéñêèõ ðåöåíçèðóåìûõ
íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû îñíîâíûå
íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ ñòåïåíåé äîêòîðà
è êàíäèäàòà íàóê.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (39 íàèìåíîâàíèé), ãëàâà 2 äî-
ïîëíèòåëüíî ðàçáèòà íà ïàðàãðàôû. Òåîðåìû è ëåììû ïðîíóìåðîâàíû
íåçàâèñèìî, ñêâîçíûì îáðàçîì. Èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå
â ðàáîòå, ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ëåìì è òåîðåì, è èìåþò íåïîñðåäñòâåí-
íî ïîñëå íîìåðà ññûëêó íà èñòî÷íèê. Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 67 ñòðàíèö.
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ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ãëàâû 1, 2 è 3 ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ çàäà÷è 1, ðåçóëüòàò êîòîðîé
ñôîðìóëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 1. Â ÷àñòíîñòè, ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà äî-
êàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå 1 òðåáîâàíèé äëÿ
ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè áóëåâûõ àëãåáð ýëåìåíòàðíûõ õàðàê-
òåðèñòèê (n, 0, 1), (n, 1, 0) è (n,∞, 0), êîòîðîå ìîæíî íàéòè â òåîðåìàõ
4, 5 è 6, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü n ∈ ω, B � âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà ýëåìåíòàðíîé
õàðàêòåðèñòèêè (n, 0, 1). Åñëè äëÿ êàæäîãî k < n â B âû÷èñëèì ïðå-
äèêàò Atk è õîòÿ áû îäèí èç ïðåäèêàòîâ Alsk è Atmk, òî B � ñèëüíî
êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ àëãåáðà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n ∈ ω, B � âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà ýëåìåíòàð-
íîé õàðàêòåðèñòèêè (n, 1, 0). Åñëè äëÿ êàæäîãî k < n â B âû÷èñëèì
ïðåäèêàò Atk è äëÿ êàæäîãî m < n − 1 âû÷èñëèì õîòÿ áû îäèí èç
ïðåäèêàòîâ Alsm è Atmm, òî B � ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ àë-
ãåáðà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü n ∈ ω, B � âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà ýëåìåíòàðíîé
õàðàêòåðèñòèêè (n,∞, 0). Åñëè äëÿ êàæäîãî k ≤ n â B âû÷èñëèì ïðå-
äèêàò Atk è äëÿ êàæäîãî m < n âû÷èñëèì õîòÿ áû îäèí èç ïðåäèêàòîâ
Alsm è Atmm, òî B � ñèëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ àëãåáðà.

Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìàõ 4, 5 è 6, ïîëó÷åíû àâ-
òîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [27]. Êðîìå òîãî, òåîðåìà 4 äëÿ ñëó÷àÿ
n = 1 áûëà ðàíåå îïóáëèêîâàíà â ñòàòüå àâòîðà [25].

Â ãëàâå 2 ïîêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîñòü íåêîòîðûõ èç ñôîðìóëèðî-
âàííûõ â òåîðåìå 1 òðåáîâàíèé äëÿ ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçèðóåìîñòè
áóëåâûõ àëãåáð õàðàêòåðèñòèê (n, 0, 1) è (n,∞, 0) â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
äîêàçàíî, ÷òî åñëè îïóñòèòü íåêîòîðîå èç òðåáîâàíèé, òî ñóùåñòâóåò
êîíòðïðèìåð, òî åñòü áóëåâà àëãåáðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì îñòàâøèì-
ñÿ óñëîâèÿì, íî íå èìåþùàÿ ñèëüíî âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ãëàâà 2 íà÷èíàåòñÿ ñ ïàðàãðàôà 2.1, ãäå ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâà-
íèå ñëåäóþùåãî êîíòðïðèìåðà áóëåâîé àëãåáðû ýëåìåíòàðíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè (1, 0, 1).
Òåîðåìà 8. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà ýëåìåíòàðíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè (1, 0, 1) ñ âû÷èñëèìûìè ìíîæåñòâîì àòîìîâ è èäåàëîì ðàç-
ëîæèìûõ ýëåìåíòîâ, ó êîòîðîé íåò ñèëüíî âû÷èñëèìîé èçîìîðôíîé
êîïèè.

Â ïàðàãðàôå 2.2 òàêæå ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ∆0
6-
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âû÷èñëèìûõ áóëåâûõ àëãåáð, ïðàêòè÷åñêè ïîëó÷åííàÿ â õîäå äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 8.

Îïðåäåëèì îáîçíà÷åíèå äëÿ èäåàëà T1 = (Atm → F) + Atm, ãäå
Atm→ F = {x|∀z ≤ x(z ∈ Atm⇒ z ∈ F)}.
Òåîðåìà 9. Àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ∆0

6-âû÷èñëèìîé àëãåáðîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà C õàðàêòåðèñòè-
êè (1,0,1) òàêàÿ, ÷òî C/T1

∼= A.
Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìàõ 8 è 9, ïîëó÷åíû àâòîðîì

ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [26].
Â ïàðàãðàôå 2.3 ïîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùåãî êîíòðïðè-

ìåðà áóëåâîé àëãåáðû ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêè (n,∞, 0).
Òåîðåìà 10. Äëÿ ëþáîãî n ∈ ω ñóùåñòâóåò 4n-âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà
ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêè (n,∞, 0), ó êîòîðîé íåò ñèëüíî âû÷èñ-
ëèìîé èçîìîðôíîé êîïèè.

Â ïàðàãðàôå 2.4 òåîðåìà 8 ïðîäîëæàåòñÿ íà ñëó÷àé áóëåâûõ àëãåáð
ýëåìåíòàðíûõ õàðàêòåðèñòèê (n, 0, 1), ãäå n ≥ 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 11. Äëÿ ëþáîãî n > 0 ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà ýëå-
ìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêè (n,0,1) ñ âû÷èñëèìûìè ïðåäèêàòàìè èç
ìíîæåñòâà σ = Ψn\{Alsn−1, Atmn−1}, íå èìåþùàÿ ñèëüíî âû÷èñëè-
ìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 2.5 ïðèâîäèòñÿ î÷åðåäíàÿ ñåðèÿ êîíòðïðèìåðîâ äëÿ
áóëåâûõ àëãåáð ýëåìåíòàðíûõ õàðàêòåðèñòèê âèäà (n,∞, 0), ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ â òåîðåìàõ 12 è 13.
Òåîðåìà 12. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà õàðàêòåðèñòèêè
(1,∞, 0) ñ âû÷èñëèìûìè ïðåäèêàòàìè At0, E1 è At1, íå èìåþùàÿ ñèëü-
íî âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Òåîðåìà 13. Äëÿ ëþáîãî n > 1 ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ àëãåáðà ýëå-
ìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêè (n,∞, 0) ñ âû÷èñëèìûìè ïðåäèêàòàìè èç
ìíîæåñòâà Ψn+1\ {Alsn−1, Atmn−1}, íå èìåþùàÿ ñèëüíî âû÷èñëèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Â ãëàâå 3 ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòîâ ãëàâ 1 è 2 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü è ìèíèìàëüíîñòü òðåáîâàíèé äëÿ âñåõ îñòàëü-
íûõ ýëåìåíòàðíûõ õàðàêòåðèñòèê, êðîìå (∞, 0, 0) è, òåì ñàìûì, çàâåð-
øèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìàõ 10, 11, 12 è 13, à òàêæå
ðåçóëüòàòû ãëàâû 3, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [28].
Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû ãëàâ 1-3 îïóáëèêîâàíû â îáçîðíîé ñòàòüå [29].
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Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è 2, ðåçóëüòàò êîòîðîé ñôîðìó-
ëèðîâàí â âèäå òåîðåìû 2. Ñíà÷àëà ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ìèíè-
ìàëüíîñòè íàéäåííûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîé êîíñòðóêòèâè-
çàöèè äëÿ áóëåâûõ àëãåáð ýëåìåíòàðíîé õàðàêòåðèñòèêè (∞, 0, 0), òî
åñòü ïóíêòà (2) òåîðåìû 2, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíûì ñëåäñòâèå ðåçóëü-
òàòîâ ãëàâ 1-3. Îñíîâíóþ ÷àñòü ãëàâû 4 çàíèìàåò äîêàçàòåëüñòâî ïóíê-
òà 1 òåîðåìû 2, äëÿ ÷åãî ïðèâåäåíû äâå êîíñòðóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ
íóæíîé ñèëüíîé êîíñòðóêòèâèçàöèè. Ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé â
òåîðåìå 2, ïîëó÷åí àâòîðîì ëè÷íî.

Ãëàâû 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïî ñîäåðæàíèþ, ãëàâà 3 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ãëàâ 1 è 2, çàâåðøàþùèì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1. Ãëàâà 4 îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ãëàâ 1-3 â âîïðîñàõ äîêà-
çàòåëüñòâà ïóíêòà (2) òåîðåìû 2.
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