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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Òåìàòèêà äèññåðòàöèè

Ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû � äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åííûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò.

Ïîýòîìó ïðè âîçíèêíîâåíèè íîâîãî ïîíÿòèÿ, ôóíêöèè âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå

æåëàíèå â ïåðâóþ î÷åðåäü èññëåäîâàòü ýòî ïîíÿòèå äëÿ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï,

ïîòîì ïûòàòüñÿ èçó÷àòü êàêèå-íèáóäü áëèçêèå ãðóïïû. Â äàííîé äèññåðòàöèè

ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñðàâíèòåëüíî íîâûõ ïîíÿòèÿ â òåîðèè ãðóïï: óñðåäíåííàÿ

ôóíêöèÿ Äåíà è ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà, êîòîðûå â ïåðâóþ î÷åðåäü èññëåäóþòñÿ êàê

ðàç äëÿ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà. Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé

ôóíêöèè äëÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ ãðóïï âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ìàêñà Äåíà 1910�

12 ãîäîâ. Äåí äîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ äëÿ ñòàíäàðòíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè

âòîðîãî ðîäà è âûøå ðàçðåøèìà. Òåïåðü àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ òàê è íàçûâàåòñÿ

àëãîðèòìîì Äåíà. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ Äåíà

ýòèõ ãðóïï óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó D(n) ≤ n. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñøèðåí Ì.Ä.

Ãðèíäëèíãåðîì â 1960 ãîäó, ïðåäñòàâèâøèì ãðóïïû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ C(1
6
)

ìàëîãî ñîêðàùåíèÿ ([14]).

Îäíàêî, ïîíÿòèå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè è ôóíêöèè Äåíà îôîðìèëîñü

òîëüêî â êîíöå 80-õ � íà÷àëå 90-õ â ñâÿçè ñ âîçíèêíîâåíèåì è ðàçâèòèåì òåîðèè

ñëîâåñíî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï. Â ñâîåé ìîíîãðàôèè "Ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû" â

1987 ãîäó Ãðîìîâ âïåðâûå ââîäèò îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Äåíà ([16]) è ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñëîâåñíî-ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó

íåðàâåíñòâó.

Èçó÷åíèå èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (è â îñîáåííîñòè ôóíêöèè Äåíà) áûñòðî

ñòàëî îäíîé èç îñíîâíûõ òåì ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï, ïîñêîëüêó òèï ðîñòà ýòèõ

ôóíêöèé � åñòåñòâåííûé êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò êîíå÷íî îïðåäåëåííûõ

ãðóïï. Êðîìå òîãî, ðåêóðñèâíîñòü ôóíêöèè Äåíà ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî â äàííîé

ãðóïïå ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ.

Ïëîùàäüþ åäèíè÷íîãî ñëîâà íàçûâàþò ïëîùàäü ìèíèìàëüíîé äèàãðàììû
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âàí Êàìïåíà ýòîãî ñëîâà (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ïðåîáðàçîâàíèé Äåíà, íåîáõîäèìîå äëÿ ýòîãî ñëîâà). Èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

(êàê è â ãåîìåòðèè) îãðàíè÷èâàþò ñâåðõó ðîñò ïëîùàäè ñëîâà â çàâèñèìîñòè îò åãî

äëèíû. Ôóíêöèÿ Äåíà � ìèíèìàëüíàÿ èç âñåõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Èçâåñòíî ([16] è [26]), ÷òî ëèíåéíîñòü ôóíêöèè Äåíà ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî

ãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

À.Þ.Îëüøàíñêèé [19] (ñì.òàêæå [4] è [20]) äîêàçàë òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè

ôóíêöèÿ Äåíà ñóáêâàäðàòè÷íà, òî ãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Ôóíêöèÿ Äåíà àâòîìàòíûõ ãðóïï (à â ÷àñòíîñòè, è ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï)

êâàäðàòè÷íà ([6]).

Â ðàáîòå ([5]) Áðýéäè è Áðèäñîí äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë d, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ãðóïïà ñ ôóíêöèåé Äåíà,

ýêâèâàëåíòíîé nd, ïëîòíî â èíòåðâàëå [2; +∞).

Â ñòàòüå [13] Ãåðñòåí, Õîëüò è Ðàéëè ïîëíîñòüþ äîêàçàëè èçâåñòíóþ (c + 1)-

ãèïîòåçó (à èìåííî: ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà ñòóïåíè c

äîïóñêàåò â êà÷åñòâå èçîïåðèìåòðè÷åñêîé ôóíêöèþ ýêâèâàëåíòíóþ nc+1).

Áûâàþò ãðóïïû ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé Äåíà. Òàêîâà, íàïðèìåð, ãðóïïà

Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà B(1, 2) =< a, b|ab = b2a > ([11]).

Ó ãðóïïû Áàóìñëàãà-Ãåðñòåíà G =< a, t|(t−1a−1t)a(t−1at) = a2 > ôóíêöèÿ

Äåíà ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ áàøíÿ ýêñïîíåíò (à èìåííî,

D(n) ' exp(exp(. . . (exp(1)︸ ︷︷ ︸
[log2 n] ýêñïîíåíò

) . . .))) ([12]).

Â 90-õ ãîäàõ XX âåêà â òåîðèè àëãîðèòìîâ è òåîðèè ñëîæíîñòè ïîÿâèëàñü íîâàÿ

òåíäåíöèÿ: îöåíèâàòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ íå â "õóäøåì" ñëó÷àå, à â ñðåäíåì. Òóò

æå ýòà èäåÿ áûëà ïîäõâà÷åíà è âî ìíîãèõ äðóãèõ îòðàñëÿõ ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè,

â òåîðèè ãðóïï ñòàëè âîçíèêàòü ïîïûòêè óñðåäíèòü ôóíêöèþ Äåíà.

Ïåðâîå îïðåäåëåíèå óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà äàåò Ì.Ãðîìîâ â ðàáîòå [15] â

1993 ãîäó. Â ýòîé æå ðàáîòå îí óòâåðæäàåò áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî óñðåäíåííàÿ

ôóíêöèÿ Äåíà ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñóáêâàäðàòè÷íà è çàäàåò âîïðîñ: "Âåðíî

ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ãðóïïû åå óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ñóáàññèìïòîòè÷íà ïî

îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè Äåíà? Ò.å. âåðíî ëè, ÷òî lim
n→∞

σ(k)
D(k)

= 0."

Ýòîò âîïðîñ â äàííîå âðåìÿ è îïðåäåëÿåò îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ â èññëåäîâàíèè

4



óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà.

Â 2003 ãîäó â ñòàòüå Å.Ã.Êóêèíîé è Â.À.Ðîìàíüêîâà [30] äîêàçàíà ãèïîòåçà

Ãðîìîâà î ñóáêâàäðàòè÷íîñòè óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà äëÿ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ

ãðóïï â åñòåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Ýòà ðàáîòà è ñîñòàâèëà ãëàâó 2 äàííîé

äèññåðòàöèè.

Åñëè ïðî ôóíêöèþ Äåíà èçâåñòíî ([6]), ÷òî îíà íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ

ãðóïïû, òî ïðî óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Äåíà ïîêà òàêîãî ôàêòà äîêàçàòü íå óäàëîñü.

Â.À.Ðîìàíüêîâ ([28]) çàìå÷àåò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà èç ñòàòüè [30] ëåãêî

ðàñïðîñòðàíèòü íà âñå àáåëåâû ãðóïïû â ëþáûõ êîíå÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Â 2008 ãîäó îöåíêó íà óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Äåíà ñóùåñòâåííî óëó÷øèëè

Î.Â.Áîãîïîëüñêèé è Ý.Âåíòóðà ([1]), äîêàçàâ, ÷òî óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà

àáåëåâûõ ãðóïï îãðàíè÷åíà ñâåðõó ôóíêöèåé n log2 n. Ýòî íàèëó÷øàÿ ïîëó÷åííàÿ

îöåíêà ñâåðõó íà óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Äåíà äëÿ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Â ðàáîòàõ [28], [27] Â.À. Ðîìàíüêîâ äîêàçûâàåò, ÷òî óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà

ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû ñòóïåíè íèëüïîòåíòíîñòè

c ≥ 1 ñóáàññèìïòîòè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè kc+1. Ýòîò ðåçóëüòàò â ÷àñòíîñòè

äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ãðîìîâà äëÿ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ

êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï ëþáîé ñòóïåíè c ≥ 1 â ëþáîì êîíå÷íîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ð.ßíã ([24]) äîêàçûâàåò ñóáàññèìïòîòè÷íîñòü äëÿ áîëüøèíñòâà íèëüïîòåíòíûõ

ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó

íåðàâåíñòâó D(k) � kα äëÿ α > 2 òîãäà óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà σ(k) � k
α
2 ,

ïðè÷åì â ñëó÷àå íåàáåëåâûõ ñâîáîäíûõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï ýòà îöåíêà òî÷íà.

Îäíàêî, îïðåäåëåíèå ßíãà îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííîãî

Ãðîìîâûì. ßíã äîáàâëÿåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò â ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ. Îò øàðà

(ìíîæåñòâà âñåõ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëèíû ≤ n) ïåðåõîäèò ê ñôåðå (ìíîæåñòâó

âñåõ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëèíû ðîâíî n), ÷òî ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü

ïëîùàäè åäèíè÷íûõ ñëîâ â ñðåäíåì, ïîñêîëüêó êîðîòêèå ñëîâà ñ íåáîëüøîé

ïëîùàäüþ òåïåðü ó÷èòûâàþòñÿ ìíîãî ðàç (â åäèíè÷íîå ñëîâî ìîæíî â ëþáîå ìåñòî

âñòàâèòü ýòîò íîâûé ïîðîæäàþùèé è ñíîâà ïîëó÷èòü åäèíè÷íîå ñëîâî).

Â ðàáîòå [33] (è â ãëàâå 3 äàííîé äèññåðòàöèè) ðàçîáðàí ïðèìåð ãðóïïû ñ

ñóáëèíåéíîé óñðåäíåííîé ôóíêèåé Äåíà.
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Áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ([31]) ïî-äðóãîìó óñðåäíèòü ôóíêöèþ Äåíà.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå óñðåäíÿåò ôóíêöèþ Äåíà ðàâíîìåðíî; à íîâîå

� îòíîñèòåëüíî ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èäåÿ ââåäåíèÿ íà

ãðóïïàõ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòàì Áîðîâèêà, Ìÿñíèêîâà,

Øïèëüðàéíà è Ðåìåñëåííèêîâà [3] è [2]. Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè íà ãðóïïå âîçíèêàþò è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå

ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ãðàôó Êýëè ãðóïïû).

Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå è

ôóíêöèþ Äåíà ãðóïïû, íîâàÿ óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà íå ïðåâîñõîäèò êîíñòàíòû.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ãëàâó 4 äàííîé äèññåðòàöèè.

Ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà. Èçó÷åíèå ñâîéñòâà ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè

ìîòèâèðîâàíî òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèåé ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé, òàêæå

èìåíóåìîé òåîðèåé Íèëüñåíà. Â 1927�1932ãã öèêëå ñòàòåé [18] Íèëüñåí ââîäèò

êëàññû ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê ãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé. Âïîñëåäñòâèè

Ðàéäåìàéñòåð ðàçðàáîòàë àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâàíèÿ äëÿ òåîðèè Íèëüñåíà äëÿ

ëþáîãî îáðàçà ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîãðàííèêà (ñì. [21]). Â ýòîé

ðàáîòå Ðàéäåìàéñòåðà ïîÿâëÿþòñÿ êëàññû ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè ãðóïï

ãîìåîìîðôèçìîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî êëàññû ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê îáðàçîâ ìîãóò áûòü

ëåãêî îòîæäåñòâëåííû ñ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè ëèôòèíãà îáðàçà óíèâåðñàëüíîãî

çàìîùåíèÿ êîìïàêòíîãî ìíîãîãðàííèêà; è êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ëèôòèíãà ìîãóò

áûòü îòîæäåñòâëåííû ñ êëàññàìè ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè ãîìîìîðôèçìà,

èíäóöèðîâàííîãî íà ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ìíîãîãðàííèêà.

Ïóñòü X � ñâÿçíûé êîìïàêòíûé ìíîãîãðàííèê è f : X → X åãî íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. ×èñëî Ðàéäåìàéñòåðà R(f) (òî åñòü êîëè÷åñòâî φ-ñîïðÿæåííûõ

êëàññîâ, ãäå φ = f# � èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû)

î÷åíü çíà÷èìî äëÿ èçó÷åíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê f . Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîñòü ÷èñëà

Ðàéäåìàéñòåðà èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âàæíà ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ àíàëîãà èçâåñòíîé òåîðåìû

Áåðíñàéäà-Ôðîáåíèóñà äëÿ ñêðó÷åííîé ñîïðÿæåííîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ âàæíî îïèñàòü

êëàññ ãðóïï R∞ (êëàññ òåõ ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ R(φ) = ∞ äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà

φ) (ñì.[10]). Äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï ïîêàçàíà èõ ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó R∞:
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• íåýëåìåíòàðíûå ãèïåðáîëè÷íûå ïî Ãðîìîâó ãðóïïû [29],[17];

• ãðóïïû Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà çà èñêëþ÷åíèåì B(1,1) [8];

• îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëè÷íûå ãðóïïû [9];

• ãðóïïû Ãðèãîð÷óêà è Ãóïòû-Ñèäêè [10];

• ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå ãðóïïû ðàíãà 2 ñòóïåíè c ≥ 4, ðàíãà 3 êëàññà c ≥ 12,

ðàíãà r ≥ 4 êëàññà c ≥ 2r [22, 34].

Äîâîëüíî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïîíÿòèå ñïåêòðà Ðàéäåìàéñòåðà ãðóïïû (ò.å.

ìíîæåñòâà âñåõ ÷èñåë Ðàéäåìàéñòåðà àâòîìîðôèçìîâ ýòîé ãðóïïû). Îíî âïåðâûå

ââåäåíî â ðàáîòàõ [32] è [34].

Â ðàáîòå [25] äîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà N22 ñîäåðæèò êðîìå

áåñêîíå÷íîñòè ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî, íî íå èçó÷åí âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ñïåêòðó

íå÷åòíûõ ÷èñåë. Â ðàáîòå äèññåðòàíòà [32] ïîëó÷åíî, ÷òî íå÷åòíûå ÷èñëà íå

ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà N22. Â ýòîé æå ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî

ñïåêòð ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ðàíãà r ≥ 2 ñîäåðæèò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

è áåñêîíå÷íîñòü, à ñïåêòð ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû N32 ðàíãà 3 ñòóïåíè

2 ñîäåðæèò âñå íå÷åòíûå ÷èñëà, âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 4 è áåñêîíå÷íîñòü. Ýòè

ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò ãëàâó 5 äàííîé äèññåðòàöèè. Êðîìå òîãî, â ÷àñòè 5.3

ïîëíîñòüþ çàêðûò âîïðîñ î ñïåêòðå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Â ðàáîòå [34] Â.À.Ðîìàíüêîâûì âû÷èñëåí ñïåêòð ñâîáîäíîé íèëüïîòåíòíîé

ãðóïïû ðàíãà 2 ñòóïåíè 3 S(N23) = {2k2|k ∈ N} ∪ {∞}.

Ñîâñåì íåäàâíî ïîÿâèëàñü íîâàÿ ðàáîòà [7], â êîòîðîé èçó÷åí ñïåêòð

Ðàéäåìàéñòåðà ìåòàáåëåâûõ ãðóïï âèäà Qn o Z è Z[1/p]n o Z.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Äîêàçàíà ñóáêâàäðàòè÷íîñòü óñðåäíåííîé ôóíêöèè Äåíà äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï.

2. Íàéäåí ïðèìåð ãðóïïû ñ ñóáëèíåéíîé ôóíêöèåé Äåíà.

3. Èçó÷åí íåêëàññè÷åñêèé ñïîñîá óñðåäíåíèÿ ôóíêöèè Äåíà � óñðåäíåííàÿ

ôóíêöèÿ Äåíà îòíîñèòåëüíî çàäàííîé âåðîÿòíîñòè.
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4. Âû÷èñëåí ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï è

ñâîáîäíûõ íèëüïîíåíòíûõ ãðóïï ñòóïåíè 2 ðàíãîâ 2 è 3.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Íîâîñèáèðñê, 17�19 íîÿáðÿ 2003);

íåîäíîêðàòíî íà Îìñêîì àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå (â 2002 è 2003 ãîäàõ); â

ðàìêàõ ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Íîâûå àëãåáðî-ëîãè÷åñêèå ìåòîäû

ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ¿ (Îìñê, 16�22 àâãóñòà 2009).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû [30], [31], [33],

[32], [34]. Ðàáîòû [30] è [34] âûïîëíåíû ñîâìåñòíî ñ Â.À.Ðîìàíüêîâûì â íåðàçäåëèìîì

ñîàâñòîðñòâå.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà èçëîæåíà íà 54 ñòðàíèöàõ è

ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçäåëåííûõ íà 17 ÷àñòåé, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê ñîäåðæèò 48 íàèìåíîâàíèé.

Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ñîáðàíû íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ:

îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ãèïîòåçû Ãðîìîâà î

òîì, ÷òî óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñóáêâàäðàòè÷íà.

Äîêàçàíî äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû

â ëþáîì êîíå÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ñóáêâàäðàòè÷íà.

Êðîìå òîãî, â ÷àñòè 2.6 äîêàçûâàåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïëîñêèõ êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ ãðóïï ñ ãðàôîì Êýëè,

ñîîòâåòñòâóþùèì ðåãóëÿðíîìó çàìîùåíèþ ïëîñêîñòè, óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà

ñóáêâàäðàòè÷íà.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè òåîðåìû.

Ïóñòü Xr = {x1, . . . , xr} � êîíå÷íûé àëôàâèò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(Xr) ñâîáîäíûé

ìîíîèä íà ìíîæåñòâå Xr ∪X−1
r , ãäå X−1

r =
{
x−1

1 , . . . , x−1
r

}
� ìíîæåñòâî ôîðìàëüíî

îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ. Ýëåìåíòû ìîíîèäà Σ(Xr) áóäåì íàçûâàòü ñëîâàìè. Îáîçíà÷èì
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÷åðåç |w| äëèíó ñëîâà w.

Ïóñòü G = Fr/R � êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ãðóïïà, ïðåäñòàâëåííàÿ êàê

ôàêòîð ãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû Fr êîíå÷íîãî ðàíãà r îò ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ

ïîðîæäàþùèõ Xr ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå R = ncl(r1, . . . , rm). Îáîçíà÷èì

êàê P(G) =< x1, ..., xr|r1, ..., rm > ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G ÷åðåç

ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Ëþáîå (íå îáÿçàòåëüíî

ðåäóöèðîâàííîå) ñëîâî w ìîíîèäà Σ(Xr) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò ãðóïïû Fr.

Åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕ : Fr → G ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î çíà÷åíèè ñëîâà w

â ãðóïïå G. Â ÷àñòíîñòè, çàïèñü w =G v îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëîâ w, v â ãðóïïå G

ñîâïàäàþò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî w =G 1 è âêëþ÷åíèå w ∈ R ðàâíîñèëüíû. Îíè

ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî â ãðóïïå Fr ñóùåñòâóåò çàïèñü âèäà:

w = g1g2 . . . gp, (1)

ãäå gi =
(
rεi
ij

)fi

äëÿ íåêîòîðîãî fi ∈ Fr, εi ∈ ±1, ij ∈ {1, . . . m}, i ∈ {1, . . . p}. Êàê

îáû÷íî, çàïèñü gf îçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå f−1gf.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïëîùàäüþ Sw ñëîâà w =G 1 îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ P(G)

íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå p, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò çàïèñü âèäà (1).

Îïðåäåëèì Ωk =
{

w =G 1
∣∣∣|w| ≤ k

}
� ìíîæåñòâî ñëîâ àëôàâèòà Xr, çíà÷åíèÿ

êîòîðûõ â ãðóïïå G ðàâíû 1, à äëèíà íå ïðåâîñõîäèò ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà k.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèåé Äåíà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ P(G)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

D(k) = max
w∈Ωk

Sw. (2)

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ïèñàòü f � g, åñëè äëÿ ôóíêöèé f è g ñóùåñòâóþò

êîíñòàíòû a, b, c, d (a, b 6= 0), òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 0 âåðíî

f(n) ≤ ag(bn) + cn + d

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè îäíîâðåìåííî f � g è g � f , ôóíêöèè f è g íàçûâàþò

ýêâèâàëåíòíûìè. Îáîçíà÷åíèå: f ' g.
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Îïðåäåëåíèå 5. Óñðåäíåííîé ôóíêöèåé Äåíà ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî

ïðåäñòàâëåíèÿ P(G) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

σ(k) =

∑
w∈Ωk

Sw

cardΩk

. (3)

Â òðåòüåé ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ íåìíîãî äðóãîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìû ïèøåì, ÷òî f �′ g, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû a, b, c, d

(a, b 6= 0), òàêèå ÷òî äëÿ âñåõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(n) ≤ ag(bn + c) + d

Ôóíêöèè f è g íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè f �′ g è îäíîâðåìåííî g �′ f .

Îáîçíà÷åíèå: f '′ g

Ýòî îïðåäåëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî

îïðåäåëåíèÿ 3) âûäåëÿòü ôóíêöèè, ìåíüøèå ëèíåéíûõ, ÷åãî íå ïîçâîëÿåò

êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Äåíà D(k) ìåíüøå ëèíåéíîé

òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå: â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðóïïû â åå åñòåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè

(çäåñü D(k) = 0). Óñðåäíåííàÿ æå ôóíêöèÿ Äåíà ìîæåò áûòü ñóáëèíåéíîé, ïîýòîìó

íàì è ïîòðåáîâàëîñü íîâîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé.

Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåí ïðèìåð ãðóïïû ñ ñóáëèíåéíîé óñðåäíåííîé ôóíêöèåé

Äåíà. Äîêàçàíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Óñðåäåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ãðóïïû Z2 â åñòåñòâåííîì

ïðåäñòàâëåíèè < a|a2 > ýêâèâàëåíòíà
√

k (ò.å. σ(k) '′
√

k.

Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 2 ïîëó÷åíî ñëåäñòâèå. Îíî îòâå÷àåò íà âîïðîñ

Â.Í.Ðåìåñëåííèêîâà, çàäàííûé àâòîðó: "Êàêîâà ñðåäíÿÿ äëèíà ñëîâ â ñâîáîäíîé

àáåëåâîé ãðóïïå ïîñëå ñîêðàùåíèÿ?"

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó ðàíãà r â åå ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè

P(Zr). Ââåäåì Ψr,k � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû k â àëôàâèòå Xr. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

cr(k) =

∑
|w|=k

|w|Zr

cardΨr,k

,

ò.å. ñðåäíÿÿ äëèíà ñëîâ äëèíû k ïîñëå ñîêðàùåíèÿ.
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Ñëåäñòâèå 1.Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî r ôóíêöèÿ cr(k) ýêâèâàëåíòíà
√

k.

Óñðåäíåíèå ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè σ(k) ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ

ðàâíîìåðíîé âåðîÿòíîñòüþ íà ìíîæåñòâå Ωk. Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âîçìîæíîñòü

îïðåäåëåíèÿ óñðåäíåííîé ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, êàê â ÷åòâåðòîé ãëàâå, óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëîæíîñòüþ γ è ðàñïðåäåëåíèåì {pk}.

Ïîêàæåì, êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ èäåÿìè ñòàòåé [3] è [2] ìîæíî ââåñòè íà ìîíîèäå

Σ(Xr) âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèþ γ : Σ(Xr) → N áóäåì íàçûâàòü ñëîæíîñòüþ, åñëè îíà

èìååò êîíå÷íîå ñëîåíèå, ò.å. äëÿ âñåõ k âûïîëíåíî óñëîâèå cardΓk < ∞, ãäå Γk ={
w ∈ Σ(Xr)

∣∣γ(w) = k
}
.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå N îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòü pk = P{ξ = k}. Ýòî

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü íà ìîíîèäå Σ(Xr) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀w ∈ Γk p(w) = P{ξ = w} = πk =
pk

cardΓk

, (4)

ò.å. P{ξ ∈ Γk} = pk, à âñå ýëåìåíòû îäèíàêîâîé ñëîæíîñòè ðàâíîâåðîÿòíû.

Òåïåðü óñðåäíèì ôóíêöèþ Äåíà ïî-äðóãîìó.

Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Ω′
k =

{
w =G 1

∣∣γ(w) ≤ k
}
ñëîâ èç ìîíîèäà

Σ(Xr), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ â ãðóïïå G ðàâíû 1, à ñëîæíîñòü íå ïðåâîñõîäèò

ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà k.

Îïðåäåëåíèå 8. Îòíîñèòåëüíîé óñðåäíåííîé ôóíêöèåé Äåíà ãðóïïû G,

îòâå÷àþùåé ïðåäñòàâëåíèþ P(G), ñëîæíîñòè γ(w) è âåðîÿòíîñòè {pk}, íàçîâåì

ôóíêöèþ

ζγ,{pk}(k) = ζ(k) =

∑
w∈Ω′

k

p(w)Sw

p(Ω′
k)

(5)

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 8 îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

ðàñïðåäåëåíèÿ {pk}.

Îïðåäåëåíèå 9. Ðàñïðåäåëåíèå {pk} íàçîâåì õîðîøèì, åñëè pk 6= 0 äëÿ âñåõ k.
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Òîëüêî äëÿ õîðîøèõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòü ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà

Σ(X) íå ðàâíà íóëþ. Ýòî îäíî èç åñòåñòâåííûõ òðåáîâàíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà

ðàñïðåäåëåíèå â ðàáîòå [3].

Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ôóíêöèþ γ(w) = |w|, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

îñíîâíûõ ïðèìåðîâ ñëîæíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà Ω′
k = Ωk.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè äîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ

ôóíêöèÿ Äåíà ζ(k) ãðóïïû G îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåíóëåâîé êîíñòàíòîé ïðè

íåêîòîðûõ (íå ñëèøêîì æåñòêèõ) îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèå {pk} è ñàìó

ãðóïïó G.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � êîíå÷íî-îïðåäåëåííàÿ ãðóïïà ñ óñëîâèåì δ(k) ≺ kβ

äëÿ íåêîòîðîãî β ≥ 0, è ïóñòü {pk} � õîðîøàÿ âåðîÿòíîñòü íà N ñ óñëîâèåì

Mξβ = M < ∞. Òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ ôóêíöèÿ Äåíà ζ(k) ãðóïïû G,

îòâå÷àþùàÿ ñëîæíîñòè γ(w) = |w| è âåðîÿòíîñòè {pk}, íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé

ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû.

Êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ζ(k)

îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî ðàñïðåäåëåíèÿ

è ëþáîé êîíå÷íî-îïðåäåëåííîé ãðóïïû G, êðîìå ñâîáîäíîé ãðóïïû â åñòåñòâåííîì

ïðåäñòàâëåíèè.

Â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå ñâîáîäíîé ãðóïïû F (X) â åñòåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè

P(F (X)) =
〈
x1, . . . , xr

∣∣〉 îòíîñèòåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà òîæäåñòâåííî

ðàâíà íóëþ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü P(G) =
〈
x1, . . . , xr

∣∣r1, . . . , rm

〉
� ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå

ïðåäñòàâëåíèå, êðîìå åäèíñòâåííîãî èñêëþ÷åíèÿ � åñòåñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ïóñòü γ(w) = |w| è ðàñïðåäåëåíèå {pk} õîðîøåå. Òîãäà

óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Äåíà ζγ,{pk}(n) îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè {pk} � ïðîèçâîëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, èìåþùàÿ äèñïåðñèþ, òî

îòíîñèòåëüíî íåãî ôóíêöèÿ ζ(k) ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè

îãðàíè÷åíà ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè ñâåðõó è ñíèçó.
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Â ïÿòîé ãëàâå ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ íîâîå ïîíÿòèå � ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü φ � ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G. Äâà ýëåìåíòà f è g ãðóïïû G

íàçîâåì φ-ñîïðÿæåííûìè (èëè ñêðó÷åííî-ñîïðÿæåííûìè), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé

x ∈ G, ÷òî φ(x)f = gx. Áóäåì ïèñàòü f∼φg

Îïðåäåëåíèå 11. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ φ-ñîïðÿæåííîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì

Ðàéäåìàéñòåðà R(φ) ýíäîìîðôèçìà φ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ìíîæåñòâî S(G) = {R(φ)|φ ∈ Aut(G)} âñåõ ÷èñåë

Ðàéäåìàéñòåðà àâòîìîðôèçìîâ íàçîâåì ñïåêòðîì Ðàéäåìàéñòåðà ãðóïïû G.

Òåîðåìà 4. Ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ãðóïïû N22 ñîñòîèò èç âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë

è áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 5. Ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ãðóïïû N23 ñîñòîèò èç âñåõ íå÷åòíûõ

÷èñåë, âñåõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 4, è áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà,

ðàçëîæåííàÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ

G = Zn0

⊗
Zn1

2

⊗
pi∈P,pi>2

Zni
pi

1. Åñëè n0 = 0, n1 6= 1, ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñîñòîèò èç âñåõ äåëèòåëåé

ïîðÿäêà ãðóïïû.

2. Åñëè n0 ≥ 2, n1 6= 1, ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñîñòîèò èç âñåõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë è áåñêîíå÷íîñòè.

3. Åñëè n0 = 1, n1 6= 1, ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñîñòîèò èç âñåõ óäâîåííûõ

äåëèòåëåé ÷èñëà Πr
i=1p

ni
i è áåñêîíå÷íîñòè.

4. Åñëè n0 = 0, n1 = 1, ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñîñòîèò èç âñåõ ÷åòíûõ

äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû.

5. Åñëè n0 = 0, n1 = 1, ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñîñòîèò èç âñåõ ÷åòíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è áåñêîíå÷íîñòè.

6. Åñëè n0 = 0, n1 = 1, ñïåêòð Ðàéäåìàéñòåðà ñîñòîèò èç âñåõ ó÷åòâåðåííûõ

äåëèòåëåé ÷èñëà Πr
i=2p

ni
i è áåñêîíå÷íîñòè.
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Àâòîð âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü è ñåðäå÷íóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó

íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, Âèòàëèþ Àíàòîëüåâè÷ó Ðîìàíüêîâó, çà ïîíèìàíèå è

äîëãîòåðïåíèå.
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