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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè âîç-
ðàñòàåò èíòåðåñ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
×àñòî îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ñâåäåíèå (èëè ïîñòàíîâêà) çàäà-
÷è ê èíòåãðàëüíîé ôîðìå, êîãäà èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ìíîãîêðàòíûé èíòåãðàë, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà, èëè ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè
îöåíêå òðåáóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ
íà ÝÂÌ.

Äëÿ èíòåãðàëîâ I ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé ñ ãëàäêèìè (â îáû÷íîì
èëè îáîáùåííîì ñìûñëàõ) ïîäûíòåãðàëüíûìè ôóíêöèÿìè è îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòûìè îáëàñòÿìè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçâèòà òåîðèÿ êóáà-
òóðíûõ ôîðìóë. Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä

I =
∫
X

g(x) dx ≈ Sn =
n∑
j=1

cjg(xj), X ⊆ Rl, (1)

ãäå {x1, . . . ,xn} � çàäàííûå äåòåðìèíèðîâàííûå (è, êàê ïðàâèëî, ðå-
ãóëÿðíûå) óçëû ñåòêè â Rl, à {c1, . . . , cn} � âåñà. Îïòèìàëüíûé âûáîð
óçëîâ è âåñîâ â (1) ñâÿçàí ñ ìèíèìèçàöèåé ïîãðåøíîñòè δn = |I−Sn| è
îñíîâàí (ÿâíî èëè íåÿâíî) íà èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèé ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè g. Ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì êóáàòóðíûõ ôîðìóë
ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé è ñðàâíèòåëüíî
áûñòðîé ñõîäèìîñòè δn ê íóëþ ïðè n → ∞ äëÿ êëàññîâ ãëàäêèõ
ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé g.

Ê íåäîñòàòêàì ¾êëàññè÷åñêèõ¿ (äåòåðìèíèðîâàííûõ) êóáàòóð-
íûõ ôîðìóë íà êëàññàõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò îòíåñòè:
ñëàáûé ó÷åò ñïåöèôèêè òîé èëè èíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè,
íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ïî-
èñêà îïòèìàëüíûõ âåñîâ è (èëè) óçëîâ, ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ðîñòó
ðàçìåðíîñòè è ê ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ (ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè g è îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ X), òðóäíîñòè â ïîñòðîåíèè
ïîêàçàòåëüíûõ òåñòîâûõ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ è êîíòðîëÿ òî÷íîñòè
è çàòðàò ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ.

Äëÿ ñóùåñòâåííî ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ (ò. å. äëÿ ñëó÷àÿ l � 1 è
äàæå l → ∞) äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûé
ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè
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I =
∫
q(x)f(x) dx = Eζ ≈ 1

n

n∑
j=1

ζj ζ = q(ξ) =
g(ξ)
f(ξ)

; (2)

çäåñü l-ìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàñïðåäåëåí ñîãëàñíî ïëîòíîñòè
f . Ýòîò àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèå ïîëîæèòåëüíûå ñâîéñòâà. Èìååò-
ñÿ âîçìîæíîñòü óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà çà ñ÷åò óäà÷-
íîãî (ñîãëàñîâàííîãî ñ âèäîì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g) âûáîðà
âåñîâîé ôóíêöèè f (àëãîðèòì âûáîðêè ïî âàæíîñòè) èëè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ èñõîäíîãî èíòåãðàëà (âûäåëåíèå ãëàâíîé ÷àñòè) è âåñîâîé
ôóíêöèè (ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ðàñùåïëåíèÿ, âû-
áîðêà ïî ãðóïïàì è ò. ï.). Âåñà èìåþò ïðîñòîé âèä cj = 1/n, à óçëû
ðåàëèçóþòñÿ ñîãëàñíî âûáèðàåìîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ñ ïëîòíîñòüþ f . Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà (2) îòíîñèòåëüíî ñëàáî
çàâèñèò îò ðîñòà ðàçìåðíîñòè l è îò îòñóòñòâèÿ ãëàäêîñòè íà÷àëüíûõ
äàííûõ. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ çàòðàò è òî÷íîñòè âû÷èñ-
ëåíèé.

Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî íèçêàÿ (ïîðÿäêà 1/

√
n) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè ê íóëþ

ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà ñëó÷àéíûõ óçëîâ n.
Ýôôåêòèâíûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ è ñìåøàííûå, êîìáèíèðîâàí-

íûå ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ñî÷åòàþùèå â ñåáå ýëå-
ìåíòû êóáàòóðíûõ ôîðìóë è ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Êàê ïðàâèëî,
ýòè ñõåìû ñîäåðæàò ¾äåòåðìèíèðîâàííóþ¿ ñîñòàâëÿþùóþ, ñâÿçàí-
íóþ ñ ðåãóëÿðíîé äèñêðåòèçàöèåé îáëàñòè X, à òàêæå ¾ñòîõàñòè-
÷åñêóþ¿ ñîñòàâëÿþùóþ, ñâÿçàííóþ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî. Ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå àëãîðèòìû äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèìè.

Ïî-âèäèìîìó, îäíà èç ïåðâûõ ÷èñëåííûõ ñõåì ïîäîáíîãî ðîäà áû-
ëà ïðåäñòàâëåíà Í.Ñ.Áàõâàëîâûì â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðî-
øëîãî âåêà. Èñõîäíîé îáëàñòüþ X ÿâëÿëñÿ l-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá
Ql, êîòîðûé ðàçáèâàëñÿ íà n ðàâíûõ êóáîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Â êàæäîì j-îì ýëåìåíòàðíîì êóáå âûáèðàëñÿ
óçåë xj êóáàòóðíîé ôîðìóëû ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ñîãëàñíî ðàâíî-
ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ). Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ìîæíî ñ÷èòàòü
êàê êóáàòóðíîé ôîðìóëîé ñî ñëó÷àéíûìè óçëàìè, òàê è ïðåäåëüíûì
ñëó÷àåì âûáîðêè ïî ãðóïïàì â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî. Í.Ñ.Áàõâàëîâ
ïîêàçàë, ÷òî åãî àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì (ïî ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ê íóëþ ïîãðåøíîñòè δn ïðè n→∞) â ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé C1(Ql). Äëÿ
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ýòîãî åìó ïîòðåáîâàëîñü ïîëó÷àòü îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó äëÿ δn.
Ìåòîäîëîãèÿ ðàáîò Í.Ñ.Áàõâàëîâà ÿâèëàñü îñíîâîé äëÿ èíòåíñèâ-
íîãî ðàçâèòèÿ òàê íàçûâàåìîé òåîðèè ñëîæíîñòè. Â íåé èçó÷àåò-
ñÿ âîïðîñ î òîì, êàêîâ ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ
ïîãðåøíîñòè δ̃ñ äëÿ äàííîãî êëàññà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ
êîëè÷åñòâîì îïåðàöèé ñ.

Óïîìÿíóòûé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò öåëåñîîáðàçíîñòü ðàçðàáîò-
êè êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Òà-
êèå ÷èñëåííûå ñõåìû ìîãóò óìåíüøèòü îáà ìíîæèòåëÿ òðóäîåìêîñòè
S = t×Dζ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (çäåñü t � ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ
îäíîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ, à Dζ � äèñïåð-
ñèÿ ýòîé âåëè÷èíû). Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûå
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà (2), ïðèâîäÿùèå
ê ñîñòîÿòåëüíûì (âîîáùå ãîâîðÿ, ñìåùåííûì) îöåíêàì.

Ïðè ðàçðàáîòêå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âîç-
íèêàþò ïðîáëåìû âûáîðà ïîäõîäÿùèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ áàçèñîâ
è òåñòîâûõ ôóíêöèé, ïîäòâåðæäàþùèõ ýôôåêòèâíîñòü èññëåäóåìûõ
êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ.

Îñíîâíûå öåëè ðàáîòû. Ðàçðàáîòàòü è èññëåäîâàòü ýôôåêòèâ-
íûå äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Ïðîâåñòè òåñòèðîâàíèå ýòèõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâàíèè ïîñòðîå-
íèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ôóíêöèé è ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè ìåòîäîâ Ìîíòå-
Êàðëî è êóáàòóðíûõ ôîðìóë. Èñïîëüçîâàíû òàêæå ýëåìåíòû òåîðèè
ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþ-
ùèå íîâûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ ïîíèæåíèÿ äèñïåðñèè (âûáîðêà ïî âàæíîñòè, âûäåëåíèå ãëàâ-
íîé ÷àñòè, ìåòîä ñèììåòðèçàöèè ïåðåìåííûõ, âûáîðêà ïî ãðóïïàì).
Èçó÷åíû ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, ïðèâîäÿùèå ê îïòèìàëüíûì (ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè) êóáàòóðíûì ôîðìóëàì.

2. Ðàçðàáîòàí äâóñòîðîííèé ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.
Èññëåäîâàíû âîïðîñû îïòèìèçàöèè ýòîãî ìåòîäà äëÿ êóñî÷íî-ïîñòî-
ÿííûõ ìàæîðàíò è ìèíîðàíò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

3. Èññëåäîâàíà ýôôåêòèâíîñòü äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ñîñòî-
ÿòåëüíûõ îöåíîê ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî: âçâåøåííîé ðàâíîìåðíîé âû-
áîðêè è îöåíêè ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì. Ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåí-
êè äèñïåðñèé è îöåíåíû çàòðàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñêðåòíî-ñòîõàñ-
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òè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ñõåì.

4. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ àïïðîêñèìàöèè
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà íà îñíîâå ðàíäîìè-
çàöèè êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ îòðåçêîâ ðÿäà Íåéìàíà. Èññëåäîâà-
íû âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ îòðåçêîâ îäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêî-
âà êîíå÷íîé è ñëó÷àéíîé äëèíû, à òàêæå ýôôåêòèâíûõ äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû
ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñìåùåí-
íûõ äåòåðìèíèðîâàííî-ñòîõàñòè÷åñêèõ îöåíîê ðåøåíèÿ.

5. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èçâåñòíûõ àïïðîêñèìàöèîí-
íûõ áàçèñîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ èõ â àëãîðèòìàõ ÷èñëåí-
íîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíà öåëåñîîáðàçíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèé Ñòðåíãà�Ôèêñà è Áåðíøòåéíà â äèñêðåò-
íî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ñõåìàõ.

6. Ðàññìîòðåíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òðàåêòîðèé ñïåêòðàëü-
íûõ (ãàóññîâñêèõ è íåãàóññîâñêèõ) ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïðè
òåñòèðîâàíèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëèë äîáèòüñÿ íåçàâèñèìîñòè òåñòèðîâàíèÿ, ïîëó÷èòü òðåáóå-
ìûå ñâîéñòâà ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé (ãëàäêîñòü, ¾ñëîæíîñòü¿
âû÷èñëåíèÿ è äð.), âûâåñòè àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ
ïîãðåøíîñòåé. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñëàáîé ñõîäèìîñòè èñïîëüçóå-
ìûõ íåãàóññîâñêèõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòà-
öèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ ¾óìåðåííî áîëüøîé¿ ðàçìåðíîñòè (îò òðåõ äî äåñÿòè).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â 24 ðàáî-
òàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïîìåùåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ðàáîòû [À1�À5,
Á1, Â1, Â3, Â5, Â6, Â9, Ã1, Ã3, Ã7, Ã8] íàïèñàíû àâòîðîì ñîâìåñòíî
ñ À.Â.Âîéòèøåêîì è Ò.Å.Áóëãàêîâîé. Ñ ñîãëàñèÿ À.Â.Âîéòèøåêà
è Ò.Å.Áóëãàêîâîé ñîâìåñòíî ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàáîòàõ ðåçóëüòà-
òû ÷àñòè÷íî âêëþ÷åíû â ïðåäñòàâëÿåìóþ äèññåðòàöèîííóþ ðàáî-
òó. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ðÿä òðóäîâ, íàïèñàííûõ àâòîðîì èíäèâèäó-
àëüíî è ñ ñîàâòîðàìè-ñòóäåíòàìè (Î.Ñ. Ãåðàñèìîâîé, Í.Â.Ëîùèíîé,
À.È.Åôðåìîâûì, Ñ.Â.Áóñûãèíûì); â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àâòîð äèñ-
ñåðòàöèè ÿâëÿëñÿ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëå-
äîâàíèé [Á2, Â2, Â4, Â7, Â8, Ã2, Ã4�Ã6]. Ïîëó÷åííûå â ýòèõ ñòàòüÿõ
è òåçèñàõ ðåçóëüòàòû òàêæå âêëþ÷åíû â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè,
áûëè ïðåäñòàâëåíû â äîêëàäàõ íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå â Íîâîñèáèðñêå (èþíü 2002 ãîäà) [Â5];
íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî Ìîíòå-Êàðëî è êâàçè-Ìîíòå-
Êàðëî ìåòîäàì (Óëüì, Ãåðìàíèÿ, àâãóñò 2006 ãîäà) [Ã3]; íà ìåæäó-
íàðîäíûõ ñåìèíàðàõ-ñîâåùàíèÿõ ¾Êóáàòóðíûå ôîðìóëû è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ¿: â Êðàñíîÿðñêå (ñåíòÿáðü 1999 ãîäà) [Â1], â Óôå (èþëü
2001 ãîäà) [Â3], â Êðàñíîÿðñêå (àâãóñò 2003 ãîäà) [À3, Â6], â Óëàí-
Óäý (àâãóñò 2005 ãîäà) [À4, Â8], â Óôå (èþíü 2007 ãîäà) [Ã7, Ã8]; íà
êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ (ìàðò 2001 ãîäà [Â2],
ìàðò 2002 ãîäà [Â4], àïðåëü 2004 ãîäà [Â7]); íà Ìåæäóíàðîäíûõ ñòó-
äåí÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿
(Íîâîñèáèðñê, ÍÃÓ; àïðåëü 2003 ãîäà [Ã1], àïðåëü 2004 ãîäà [Ã2],
àïðåëü 2007 ãîäà [Ã4�Ã6]) è íåîäíîêðàòíî íà ñåìèíàðå îòäåëà ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ôèçèêå ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ 9 ðàçäåëîâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû
èç 58 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì ðàáîòû � 80 ìàøèíîïèñíûõ ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî Ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû, äàíî êðàòêîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè âû-
÷èñëèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé, îïèñàíû öåëü, ñòðóêòóðà è àïðîáàöèÿ
äèññåðòàöèè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïåðâîé ãëàâû èçó÷åíû âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ
ïðèáëèæåíèé

g(x) ≈ LMg(x) =
M∑
i=1

wiχi(x), (3)

íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rl â ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî. Â ôîð-
ìóëå (3) LMg îáîçíà÷àåò àïïðîêñèìàöèþ (èëè èíòåðïîëÿöèþ) ôóíê-
öèè g íà ñåòêå Y (M) = {y1, . . . ,yM}. Áàçèñíûå ôóíêöèè Ξ(M) =
{χ1, . . . , χM} è êîýôôèöèåíòû W (M) = {w1, . . . , wM} îïðåäåëåííûì
îáðàçîì ñâÿçàíû ñ óçëàìè ñåòêè Y (M). Îòìå÷åíî, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ
âèäà (3) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí (â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðèìåíåíèè ãèñòîãðàìì, ïîëèãîíîâ ÷àñòîò
è äðóãèõ ïðèáëèæåíèé âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé; ïðè ïîñòðîåíèè
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ìàæîðàíò è ìèíîðàíò â äâóñòîðîííåì ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ), â ÷èñ-
ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè è ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ îöåíîê
ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Â ïåðå÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèè áà-
çèñà Ξ(M) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

à) áàçèñíûå ôóíêöèè χi(x) è êîýôôèöèåíòû {wi} íåîòðèöàòåëü-
íû;

á) âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîãëàñíî âåðîÿòíîñòíûì ïëîòíîñòÿì,
ïðîïîðöèîíàëüíûì {χi(x)}, ýôôåêòèâíî ÷èñëåííî ðåàëèçóåìû;

â) ôóíêöèÿ g(x) áëèçêà ê ôóíêöèè LMg(x) â íåêîòîðîé ôóíêöè-
îíàëüíîé íîðìå;

ã) àïïðîêñèìàöèÿ (3) óñòîé÷èâà.
Â ðàçäåëå 1.1 ïðîâåäåí àíàëèç êëàññè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ

áàçèñîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ òðåáîâàíèé. Ïîêàçàíî,
÷òî íàèáîëåå óäà÷íîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ
÷èñëåííûõ ïðîöåäóðàõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
Ñòðåíãà�Ôèêñà. Îòìå÷åíà òàêæå âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ (â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå) áàçèñíûõ ôóíêöèé Áåðíøòåéíà.

Â ðàçäåëå 1.2 áîëåå ïîäðîáíî èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìå-
íåíèÿ ïðèáëèæåíèé (3) â àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðåíà äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà
âûáîðêè ïî âàæíîñòè, â êîòîðîì ïëîòíîñòü f èç (2) èìååò âèä

f(x) = CLM |g(x)|, (4)

ãäå C � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè
ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îò øàãà h ñåòêè Y (M).
Èçó÷åí ïðèåì ¾ïîäúåìà¿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åíî âû-
ðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî øàãà ñåòêè h, ìèíèìèçèðóþùåãî òðóäî-
åìêîñòü àëãîðèòìà âûáîðêè ïî âàæíîñòè ñ ïëîòíîñòüþ (4). Èçó÷å-
íà çàâèñèìîñòü ñðåäíåé äèñïåðñèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè
âûáîðêè ïî âàæíîñòè îò ïàðàìåòðîâ A è K â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ
ôóíêöèé èç ñòîõàñòè÷åñêîé òåñòîâîé ñèñòåìû (ñì. äàëåå îïèñàíèå
ãëàâû 3 è ôîðìóëó (16)).

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè è âûðàæåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ äèñêðåòíî-ñòî-
õàñòè÷åñêîé âåðñèè ìåòîäà âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè, îñíîâàííîé íà
ñîîòíîøåíèÿõ

I = I0 +
∫
X

(g(x)− g0(x)) dx ≈ I0 +
1
n

n∑
j=1

(
q(ξj)− q0(ξj)

)
; (5)
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g0(x) = LMg(x) =
M∑
i=1

g(yi)χi(x),

ãäå q0(ξ) = g0(ξ)/f(ξ). Ïðè ñðàâíåíèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû âûáîðêè ïî âàæíîñòè è âûäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè îñîáî îò-
ìå÷åíî, ÷òî ïîðÿäêè óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ïî øàãó ñåòêè h îäè-
íàêîâû, à ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà (5), êàê ïðàâèëî, ïðîùå (â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ X öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü ïëîòíîñòü f ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Ê äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèì ñõåìàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðèâîäÿò òàêæå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ìåòîäà ñëîæíîé ìíîãîìåðíîé
ñèììåòðèçàöèè, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîå ðåá-
ðî îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ � åäèíè÷íîãî êóáà Ql � äåëèòñÿ íà µ
ðàâíûõ ÷àñòåé, à ñàì êóá � íà M = µl ïîäêóáîâ Xm âèäà

Xm =
{
x =

(
x(1), . . . , x(l)

)
: (j(i)m − 1)/µ ≤ x(i) ≤ j(i)m /µ

}
;

i = 1, . . . , l, j
(i)
m = 1, . . . , µ. Ðàçûãðûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííàÿ â Ql òî÷êà α è â êàæäîì Xm áåðåòñÿ ïî äâå òî÷êè ξm =
(jm−e+α)/µ è ξm,sim = (jm−α)/µ, ãäå jm =

(
j
(1)
m , . . . , j

(l)
m

)
, ïðè÷åì

j
(i)
m � öåëûå ÷èñëà, è e = (1, . . . , 1) � åäèíè÷íûé âåêòîð. Òî÷êè ξm
è ξm,sim ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî öåíòðà êóáà Xm. Êðîìå òîãî,
òî÷êà ξm1

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ξm2
ñ ïîìîùüþ öåëîãî ÷èñëà

ñäâèãîâ âäîëü êîîðäèíàò íà h = 1/µ. Ðàññìîòðèì îöåíêó

Θ(M) =
1
M

M∑
m=1

wm; wm =
g(ξm) + g(ξm,sim)

2
. (6)

Â ðàçäåëå 1.2 ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ìå-
òîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ îöåíêîé (6) è òåîðåòè÷åñêè è ÷èñëåííî ïîêàçàíî,
÷òî ñëîæíàÿ ñèììåòðèçàöèÿ ìîæåò äàòü âûèãðûø ëèøü äëÿ ðàçìåð-
íîñòåé, ìåíüøèõ ÷åòûðåõ (êàê è äëÿ ïðîñòåéøèõ êóáàòóðíûõ ôîð-
ìóë òèïà ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ). Îòìå÷åíî òàêæå, ÷òî îöåíêó
(6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾ìåòîä çàâèñèìûõ èñïûòàíèé¿ äëÿ
âûáîðêè ïî ãðóïïàì, à òî÷íåå, àëãîðèòìà Áàõâàëîâà, îïòèìàëüíî-
ãî (â ñìûñëå òåîðèè ñëîæíîñòè) â ïðîñòðàíñòâå C2(Ql), â êîòîðîì
âûáîð òî÷åê ξm è ξm,sim ïðîèñõîäèò â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå Xm.
Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè (ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì áîëüøîãî ÷èñëà
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ñëó÷àéíûõ òî÷åê) ýòîãî àëãîðèòìà ïîäòâåðæäåíû â ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ, â òîì ÷èñëå, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåñòîâûõ ôóíêöèé âèäà
(16).

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìîòðåí ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî,
êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè q èç (2)
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 0 ≤ q(x) < ψup(x). Ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ
êîîðäèíàòó x(l+1) è â (l+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

(
x(1), . . . , x(l), x(l+1)

)
ðàññìîòðèì îáëàñòü G = {(x, x(l+1)) : x ∈ X; 0 < x(l+1) < ψup(x)}, à â
íåé � ñëó÷àéíóþ òî÷êó ξ̃ =

(
ξ̃(1), . . . , ξ̃(l), ξ̃(l+1)

)
, ðàñïðåäåëåííóþ ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè f̃
(
x(1), . . . , x(l), x(l+1)

)
= f̃

(
x, x(l+1)

)
= f(x)/ψup(x).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð ξ =
(
ξ̃(1), . . . , ξ̃(l)

)
ðàñïðåäåëåí ñî-

ãëàñíî ïëîòíîñòè f âX, à êîìïîíåíòà ξ̃(l+1) óñëîâíî ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (0, ψup(ξ)). Àëãîðèòì ñîñòîèò â ðåàëèçàöèè n

çíà÷åíèé ξ̃j =
(
ξj , ξ̃

(l+1)
j

)
, j = 1, . . . , n, (l + 1)-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà ξ̃ è â ïîñòðîåíèè îöåíêè âèäà

I ≈ θ̂n = (1/n)
n∑
j=1

ψup(ξj)χG̃
(
ξj , ξ̂

(l+1)
j

)
,

ãäå χG̃ � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà

G̃ =
{(

x, x(l+1)
)

: x ∈ X, 0 ≤ x(l+1) ≤ q(x)
}
.

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ χG̃
(
ξj , ξ̂

(l+1)
j

)
òðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü íåðà-

âåíñòâî

ξ̃
(l+1)
j ≤ q(ξj). (7)

Â ðàçäåëå 1.3 ïîêàçàíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ¾ýêçîòè÷åñêèõ¿ ñëó-
÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ýêîíîìè÷íûå ñïîñîáû ïðî-
âåðêè íåðàâåíñòâà (7), ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâ-
íîé ìîäèôèêàöèåé ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà (2). Çäåñü æå ðàññìîò-
ðåíà äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ äâóñòîðîííåãî ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ìåòîäà è ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì âåñüìà ýôôåêòèâåí â
ñëó÷àå, êîãäà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè q(x) òðóäîåìêî. Èäåÿ
äâóñòîðîííåãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ëåãêî âû÷èñëèìûõ (íà-
ïðèìåð, êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ) ïðèáëèæåíèé ¾ñíèçó¿ è ¾ñâåðõó¿ äëÿ
ôóíêöèè q(x) : ψlow(x) ≤ q(x) ≤ ψup(x), x ∈ X. Ïðè ðåàëèçàöèè

ïðîâåðêè òèïà (7) ñíà÷àëà ñðàâíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ξ̃
(l+1)
j è ψlow(ξj).
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Åñëè ôóíêöèè ψlow(x), q(x) è ψup(x) áëèçêè, òî òðóäîåìêàÿ ïðîâåð-
êà íåðàâåíñòâà (7) ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî ðåäêî, è ìîæíî äîñòè÷ü
ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ îáùåé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà. Â ðàçäå-
ëå 1.3 ïðåäëîæåíû ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé
ψlow(x) è ψup(x) è â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî åäèíè÷-
íîìó êóáó Ql íàéäåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
øàãà ñåòêè. Òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû ïîäòâåðæäåíû òåñòîâûìè ðàñ÷å-
òàìè, â òîì ÷èñëå, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé (16).

Â ïåðâûõ äâóõ ðàçäåëàõ âòîðîé ãëàâû ðàññìîòðåíû âîçìîæ-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ ëåììû î êîìáèíàöèÿõ óñðåäíåííûõ âûáîðî÷íûõ
ñóìì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìîòðåíà ìîäèôèêàöèÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé
âåðñèè âûáîðêè ïî âàæíîñòè (2), (4) äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
åäèíè÷íîìó êóáó Ql � âçâåøåííàÿ ðàâíîìåðíàÿ âûáîðêà:

I ≈ θ(1)n =
n∑
i=1

q(αi)f(αi)
/ n∑
i=1

f(αi) = Ĩ
n∑
i=1

g(αi)
/ n∑
i=1

LMg(αi), (8)

ãäå Ĩ =
∫
Ql
LMg(x) dx. Çäåñü òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàòü ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûé âåêòîð α âìåñòî ξ, ÷òî äàåò ñóùåñòâåííîå óìåíüøå-
íèå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà (2). Îöåíêà (8) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé

ñî ñìåùåíèåì Eθ(1)n = I + O

(√
Dθ(1)n

/
n

)
. Ãëàâíûé ÷ëåí äèñïåðñèè

äëÿ n� 1 èìååò âèä Dθ(1)n ≈ (1/n)
∫
Ql

(q(x)f(x)− If(x))2 dx. Ïîëó-

÷åíà çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè Dθ(1)n îò øàãà ñåòêè h = 1/µ:

Dθ(1)n ≤
2d2
µ

nĨ2

(∫
Ql

g2(x) dx + I2

)
; dµ = ‖g − LMg‖C0(Ql). (9)

Ïîñòðîåíû äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè:

P
(
δ(1)n ≤ γε

√
C1/n

)
> 1− ε; C1 =

∫
Ql

(g(x)− If(x))2 dx.

Èññëåäîâàíà ôóíêöèÿ çàòðàò

s̃(1) = T (µ) +
C̃1(µ)γ2

δ2
(t1 + t2), (10)
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ãäå T (µ) � âðåìÿ íà ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû Ĩ,
t1 � ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû LMg(αi), à t2 � ñðåäíåå
âðåìÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû g(αi) (çàòðàòû íà ñëîæåíèå ýòèõ
âåëè÷èí, íà óìíîæåíèå íà Ĩ è íà îäíî äåëåíèå â (8) ñ÷èòàëèñü ìàëû-
ìè è íå ó÷èòûâàëèñü); C̃1(µ) � âåëè÷èíà C1 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîò-
íîñòü f âûáèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå (4). Àíàëèç âûðàæåíèÿ (10) ïðèâåë
ê âûâîäó î íàëè÷èè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ µ è óâåëè÷åíèè ýòîãî
çíà÷åíèÿ ñ óìåíüøåíèåì δ. Íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷å-
ñòâå LMg êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì t1 ≈ t2, à âðåìÿ
âû÷èñëåíèÿ Ĩ ðàâíî µlt1, è òîãäà

µopt =
(

4H
lδ2

)1/(l+2)

=

8‖g‖C1(Ql)

(∫
Ql
g2(x) dx + I2

)
lδ2Ĩ2

1/(l+2)

.

Äðóãîé ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû î ñîñòîÿòåëü-
íûõ îöåíêàõ ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 2.2. Ðàññìîòðåí ìåòîä Ìîíòå-
Êàðëî ñ ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì:

θ(2)n =

(
1
n

n∑
i=1

q(ξi)

)(
1
n

n∑
i=1

H(ξi)

)
, (11)

ãäå EH(ξ) = 1. Ñìåùåíèå îöåíêè (11) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Eθ(2)n = I − (1/n)
∫
X
q(x)(1−H(x))f(x) dx. Ãëàâíûé ÷ëåí äèñïåðñèè

äëÿ n � 1 èìååò âèä Dθ(2)n ≈ (1/n)
∫
X

(
q(x) − I(2 − H(x))

)2
f(x) dx.

Åñëè âçÿòü H(x) = 2−q(x)/I, òî Dθ(2)n = O(1/n2), è ìîæíî äîáèòüñÿ
ñóùåñòâåííîãî óìåíüøåíèÿ òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà (2).

Îïòèìàëüíûé âûáîð ôóíêöèèH(x) íåâîçìîæåí (âåëè÷èíà I íåèç-
âåñòíà). Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå ïðè-
áëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîïðàâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ. Ðàññìîòðåí àëãî-
ðèòì (2) â ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî åäèíè÷íîìó êóáó Ql ñ ïëîòíî-
ñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) ≡ 1; çäåñü q(x) = g(x). Âîçü-
ìåìH(x) = 2−LMg(x)/Ĩ, ãäå LMg � ïðèáëèæåíèå Ñòðåíãà�Ôèêñà èç
(3). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ îöåíêè (11)
îò øàãà ñåòêè h = 1/µ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíèöà äëÿ äèñïåðñèè

Dθ(2)n ñîâïàëà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ íåðàâåíñòâà (9). Ïîõîæèìè íà ñëó÷àé
ïðèìåíåíèÿ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè âçâåøåííîé ðàâíîìåð-
íîé âûáîðêè ïîëó÷èëèñü äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû ïîãðåøíîñòè è âèä
ôóíêöèè çàòðàò (ñì. ôîðìóëó (10)). Òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû ðàçäåëîâ
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2.1 è 2.2 ïîäòâåðæäåíû òåñòîâûìè ðàñ÷åòàìè, â òîì ÷èñëå, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôóíêöèé (16).

Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû îöåíîê ôóíêöè-
îíàëà Ih = (ϕ, h) îò ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà
ϕ = Kϕ+ f . Îòìå÷åíî, ÷òî âìåñòî ðàíäîìèçàöèè ïîëíîãî ðÿäà Íåé-
ìàíà ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà îáðûâàþùèõñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
öåïåé Ìàðêîâà ìîæíî ïðèáëèæàòü êîíå÷íûé îòðåçîê ðÿäà. Ïðè ýòîì
ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà ôóíêöèîíàëà Ih ïîëó÷àåòñÿ ñìåùåííîé. Íà
òåñòîâûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíî ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ñìåùåí-
íûõ îöåíîê, êîòîðîå ñâÿçàíî, â ÷àñòíîñòè, ñ îòñóòñòâèåì íåîáõîäè-
ìîñòè ðîçûãðûøà ïîãëîùåíèÿ íà êàæäîì øàãå ìîäåëèðîâàíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé öåïè Ìàðêîâà. Áîëåå òîãî, ïðè ïðèáëèæåíèè êîíå÷-
íûõ îòðåçêîâ ðÿäà Íåéìàíà îáíàðóæèëàñü âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ýôôåêòèâíûõ äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîäèêà îïòèìèçàöèè ðàññìàòðè-
âàåìûõ ñìåùåííûõ îöåíîê âî ìíîãîì ñõîäíà ñ ìåòîäèêîé îïòèìèçà-
öèè äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèò-
ìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ ïîäûíòåãðàëü-
íûõ ôóíêöèé ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü òðàåêòîðèè ÷èñëåííûõ ìî-
äåëåé ñëó÷àéíûõ ïîëåé (ñì. äàëåå îïèñàíèå ðàçäåëîâ 3.2 è 3.3). Â
ñâÿçè ñ ýòèì â ðàçäåëå 3.1 ðàññìîòðåíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàíäîìèçè-
ðîâàííîé ñïåêòðàëüíîé ìîäåëè îäíîðîäíîãî ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî
ïîëÿ

ξK(x) =
K∑
k=1

ak
[
γ

(1)
k cos(λk,x)+γ(2)

k sin(λk,x)
]
, λk ∼ f(λ)/pk, (12)

ãäå f(λ) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü, pk =
∫
Λk
f(λ) dλ,

à γ
(i)
k , i = 1, 2 � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñòàíäàðòíûå íîðìàëü-

íûå âåëè÷èíû. Â òåñòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü (12)
ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, äëÿ êîòîðîé

X = (0, 1)l, K = ml, f(λ) =
{
1/Al ïðè λ ∈ (0, A)l; 0 èíà÷å

}
,

Λk = Λk1...kl
=
[
k1h, (k1+1)h

)
×. . .×

[
klh, (kl+1)h

)
, ak =

√
pk = 1/

√
K,

(13)
çäåñü h = A/m, ki = 0, . . . ,m− 1 è pk = 1/K.
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Ïåðâûé òèï èçó÷åííûõ ïðåîáðàçîâàíèé áûë ñâÿçàí ñ ðàññìîòðå-
íèåì íåñëó÷àéíûõ ôóíêöèé îò çíà÷åíèé ïîëÿ (12):

Ξ(ψ)
K (x) = ψ

(
ξK(x)

)
. (14)

Îòìå÷åíà âîçìîæíîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ íåãàóññîâñêèõ
îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé F ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ψ(y) = F−1(Φ(y)); çäåñü Φ � ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Èçó÷åíû ñëó÷àè ìîíîòîííûõ è êóñî÷íî-ìîíîòîííûõ äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé ψ, ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû. Ðàññìîòðåí
âîïðîñ î ôóíêöèîíàëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (14) è äî-
êàçàíî

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé {ξK , K = 1, 2, . . .} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ξ0
ïðè K →∞, à ôóíêöèÿ ψ (íåñëó÷àéíàÿ) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
(−∞,+∞), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
ΞK = ψ(ξK)

}
ñëàáî ñõîäèòñÿ

â C(X) ê ïîëþ ψ(ξ0).
Âòîðîé òèï ïðåîáðàçîâàíèé áûë ñâÿçàí ñ êîìáèíàöèÿìè ïîëÿ (12)

ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè η èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

ζK(x) = g (ξK(x), η) . (15)

Íàïðèìåð, äëÿ ñóììû ξK(x) è η ïîëó÷àþòñÿ ñâåðòêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàñïðåäåëåíèé. Èçó÷åíû òàêæå ÷èñëåííûå ðåàëèçàöèè ñëó÷àé-
íûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
ôóíêöèé.

Ìîäåëè (12)�(15) ïðèìåíåíû â ðàçäåëå 3.2 ïðè ïîñòðîåíèè òå-
ñòîâîé ñèñòåìû ôóíêöèé, èñïîëüçóåìîé äàëåå äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
(1), (2). Ñôîðìóëèðîâàí ðÿä òðåáîâàíèé ê òåñòîâîé ñèñòåìå è ïî-
êàçàíî, ÷òî ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû äëÿ ôóíêöèé (12)�(15). Ïðè-
âåäåì êðàòêèé àíàëèç ýòèõ òðåáîâàíèé.

1). ×òîáû ñîáëþñòè ¾íåçàâèñèìîñòü¿ òåñòèðîâàíèÿ, íóæíî
äîáèâàòüñÿ òîãî, ÷òîáû âèä (ãðàôèê) ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè g
èç (1) áûë ñëó÷àéíûì, çàðàíåå íåïðåäñêàçóåìûì. Åñëè âçÿòü

g(x) = AlξK(x), x ∈ X, (16)

òî ¾ñëó÷àéíîñòü¿ ïîëó÷àåìûõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé î÷åâèä-
íà, òàê êàê, íàïðèìåð, â (12) èñïîëüçóþòñÿ ðåàëèçàöèè ñòàíäàðòíûõ
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íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {γ(j)
k , j = 1, 2}, à òàêæå ñëó÷àé-

íû òî÷êè {λk}. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññà ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ (14), (15).

2). Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ ¾ñëîæíûõ¿ ïîäûíòåãðàëüíûõ
ôóíêöèé g íóæíî, ÷òîáû èìåëàñü âîçìîæíîñòü êîíòðîëèðîâàòü
âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ïîëó÷åíèå îäíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
Âàðüèðîâàòü ýòè çàòðàòû äëÿ ôóíêöèè (16) ìîæíî çà ñ÷åò èçìåíå-
íèÿ ÷èñëà ñëàãàåìûõ (ïàðàìåòðà K) â ñóììå (12).

3). Íóæíî, ÷òîáû õîòÿ áû â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî
áûëî ïðîâåðèòü ðàñ÷åòû àíàëèòè÷åñêè. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè
(16) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (l = 1) èìååì∫ 1

0

g(x) dx =
∫ 1

0

AξK(x) dx =
A√
K

K∑
k=1

γ
(1)
k sinλk − γ

(2)
k (cosλk − 1)
λk

.

4). Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ìíîãèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë
îáóñëîâëåíà òðåáîâàíèÿìè âèäà g ∈ B(X), äîëæíà ïðèñóòñòâî-
âàòü âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ ñâîéñòâ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
g (â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâ ãëàäêîñòè). Äëÿ ïðîñòîòû ñíîâà ðàññìîò-
ðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Âûðàæåíèå äëÿ q-é ïðîèçâîäíîé ñëó÷àéíîé
ôóíêöèè AξK(x) ïî x èìååò âèä:

g(q)(x) = Aξ
(q)
K (x) = A

K∑
k=1

(
−2 lnαk,1

K

)1/2

λqk cos(λkx+2παk,2+qπ/2).

(17)
Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì A â ñóììå (17) âîçíèêíóò áîëüøèå êîýôôè-
öèåíòû λqk (âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ k, áëèçêèõ ê K � äëÿ ìîäåëè ñ ðàç-
áèåíèåì ñïåêòðà), ïðè÷åì ýòè êîýôôèöèåíòû ðàñòóò ñ ðîñòîì q ñòå-
ïåííûì îáðàçîì. Õîòÿ ôîðìàëüíî ôóíêöèÿ (16) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g = AξK ∈ Cr(X),
åñëè

∣∣Aξ(q)K

∣∣ ≤ Q äëÿ q ≤ r è
∣∣Aξ(q)K

∣∣ > Q äëÿ q > r, ãäå Q � çàäàííîå
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (ò. å. íà ïðàêòèêå ðàçóì-
íî ïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, åñëè åå çíà÷åíèå ïî
ìîäóëþ ïðåâûøàåò çàäàííûé óðîâåíü Q). Âàðüèðóÿ A è çàäàâàÿ Q,
ìîæíî äîáèâàòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ϕ = AξK ïðîñòðàíñòâó
Cr(X) äëÿ òðåáóåìîãî r.

Ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå ðàññìîòðåíî â ðàçäåëå 3.3.
5). Äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî, ÷òîáû èìåëàñü âîçìîæíîñòü
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ïîëó÷àòü óòî÷íåííûå âåðõíèå ãðàíèöû äëÿ ïîãðåøíîñòåé èñïîëü-
çóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ çàäàííûìè ìíîæå-
ñòâàìè ôóíêöèé g è îáëàñòåé X. Äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä ïîäûí-
òåãðàëüíûõ ôóíêöèé (12), (13) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü âåðõíèå ãðàíè-
öû ñðåäíèõ ïîãðåøíîñòåé àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3.2. Åñëè ôóíêöèÿ g èìååò âèä (16), òî äëÿ

ñðåäíåé ïîãðåøíîñòè ∆1 = E
∣∣∣∑M

i=1 g(xi)H −
∫ 1

0
g(x) dx

∣∣∣ ôîðìóëû
ïðÿìîóãîëüíèêîâ

I =
∫ 1

0

g(x) dx ≈
M∑
i=1

g(xi)H, H = 1/M, xi = (i− 1)H +H/2

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∆1 ≤
√
πH2A3

√
K

144
√

2
× (K + 1)(2K + 1)

K2
.

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå òåñòèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ êâàäðàòóðíûõ ôîð-
ìóë, ïîäòâåðäèâøåå õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòåé ýòèõ ôîð-
ìóë îò ïàðàìåòðîâ A è K. Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè
óòâåðæäåíèÿ 3.2 äîêàçàíû â ãëàâå 1 äëÿ èññëåäóåìûõ äèñêðåòíî-
ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â Çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîí-

äà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 07-01-00024à).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè
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