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Общая характеристика работы 
 
Постановка задачи и актуальность темы диссертации. 
Исследование алгебр Ли и их автоморфизмов является 

классической задачей алгебры. Норвежский математик Софус Ли 
в конце XIX века впервые рассмотрел алгебры, названные потом 
его именем, в связи с теорией непрерывных групп 
преобразований. Основным результатом последней является 
сведение "локальных" задач, относящихся к группам Ли, к 
соответствующим задачам теории алгебр Ли, т. е. к задачам 
линейной алгебры. Каждой группе Ли сопоставляется алгебра Ли 
над полем вещественных и комплексных чисел, и 
устанавливается соответствие между аналитическими 
подгруппами группы Ли и подалгебрами ее алгебры Ли, при 
котором инвариантным подгруппам соответствуют идеалы, 
абелевым подгруппам – абелевы подалгебры и т.д. Изоморфизм 
алгебр Ли эквивалентен локальному изоморфизму 
соответствующих групп Ли. 
Алгебры Ли прочно вошли в математику. Их теория благодаря 

вниманию многих выдающихся математиков обогатилась целым 
рядом тонких и красивых результатов, влияние которых 
простирается далеко за пределы алгебры. В современной 
математике алгебры Ли играют важнейшую роль и находят 
приложение почти в каждом ее разделе. 
Основные теоремы о структуре алгебр Ли были получены 

одним из крупнейших математиков XX века Эли Картаном. В 
частности, в 1926 г. им была найдена классификация простых 
вещественных алгебр Ли. 
Выполнение тех или иных тождеств является одним из 

наиболее существенных свойств алгебраических систем. Алгебры 
Ли с тождествами стали предметом исследования уже в самом 
начале развития теории этих алгебр. Значительная часть обычно 
изучаемых классов алгебр Ли выделяется по признаку 
выполнения (или невыполнения) некоторых тождеств. Таковы 
классы разрешимых, нильпотентных, свободных алгебр и 
некоторые другие. Многие из классических теорем теории алгебр 
Ли могут быть сформулированы на языке тождеств. Конечно, в 



случае таких теорем, как теорема Энгеля, Ли и других, подобная 
переформулировка является в известной мере формальной. 
Однако логика развития алгебры привела к задачам, в которых 
существенно именно наличие тождества в алгебре Ли. К числу 
наиболее важных примеров следует отнести цикл работ А. И. 
Кострикина [10-12] по проблеме Бернсайда, где один из 
основных моментов – изучение колец Ли с тождеством 
энгелевости. 
Именно ко времени написания этих работ (середина 50-х – 

начало 60-х) следует отнести начало изучения тождеств в 
алгебрах Ли. Фундаментом многих рассмотрений становятся 
работы А. И. Ширшова, доказавшего теорему о свободности 
подалгебр в свободных алгебрах Ли и давшего очень полезные 
конструкции линейных базисов в свободных алгебрах Ли [22-24]. 
Л. А. Бокуть изучал полинильпотентные алгебры Ли [6]. В. Н. 
Латышев ввел в рассмотрение стандартные тождества в алгебрах 
Ли и исследовал специальные алгебры Ли [13-14]. А. Л. 
Шмелькин применил методы теории алгебр Ли для изучения 
многообразий групп [21]. Важное тождество энгелевости изучали 
также П. Кон [28] и П. Хиггинс [33]. 
Следующий этап в развитии теории тождеств в алгебрах Ли – 

изучение систем тождеств вне зависимости от их конкретного 
вида, а также изучение многообразий алгебр Ли, т. е. классов 
алгебр Ли, определенных системами тождеств, – начался в конце 
60-х – начале 70-х годов. Этот этап был в значительной мере 
подготовлен развитием теории многообразий групп. Поэтому 
сначала теория многообразий алгебр Ли как бы "догоняла" 
теорию многообразий групп. Так появился пример многообразия 
алгебр Ли без конечного базиса тождеств над полем 
характеристики 2, была доказана свободность полугруппы 
многообразий алгебр Ли над бесконечным полем относительно 
операции умножения, получены многие другие аналоги 
теоретико-групповых результатов в случае бесконечного поля [2-
4, 15, 44]. 
Довольно скоро, однако, выявилось значительное своеобразие 

теории многообразий алгебр Ли. Например, в отличие от 
многообразий групп, в случае конечного поля операция 
умножения многообразия алгебр Ли уже не обязана быть 



ассоциативной [4]. Произведение конечно базируемых 
многообразий алгебр Ли над бесконечным полем всегда конечно 
базируемо [4]. По-иному ведут себя многообразия алгебр Ли и 
при рассмотрении решеток их подмногообразий [20], и при 
нахождении их базисного и аксиоматического рангов [26]. Эти и 
ряд других результатов привели к тому, что проблематика и 
методы теории многообразий алгебр Ли приобрели достаточно 
отчетливые очертания и интересную специфику. 
Один из простейших классов многообразий алгебр Ли – 

разрешимые ступени 2, или метабелевы многообразия. 
Некоторые начальные сведения о теории метабелевых алгебр 

Ли можно посмотреть в работах В. А. Артамонова [1, 25] и Ю. А. 
Бахтурина [5]. 
В работе В. А. Романькова, И. В. Чиркова и М. А. Шевелина 

[17] была установлена матричная непредставимость групп 
автоморфизмов свободных алгебр Ли, свободных ассоциативных 
алгебр, абсолютно свободных алгебр и алгебр многочленов при 
условии, что ранг алгебры не меньше четырех, а основное поле 
имеет характеристику 0. Во всех указанных случаях в группе 
автоморфизмов выделялась подгруппа унитреугольных 
автоморфизмов, которая оказывалась разрешимой, но не 
представимой матрицами. 
В статье Ю. В. Сосновского [18] описывалось 

гиперцентральное строение этой подгруппы, но только для 
алгебры многочленов, зато без ограничения на характеристику 
поля и с понижением минимального числа порождающих с 4 до 
3. 
В диссертации описывается гиперцентральная структура 

группы унитреугольных автоморфизмов свободной метабелевой 
алгебры Ли ранга n над полем произвольной характеристики. Как 
следствие из описания гиперцентрального строения получается 
матричная непредставимость группы унитреугольных 
автоморфизмов ни над каким полем. 
Напомним, что автоморфизм свободной алгебры называется 

элементарным, если каждый элемент ix  множества свободных 
порождающих этой алгебры под действием этого автоморфизма 
переходит в элемент ii ux +α , где α  – элемент поля, над которым 



рассматривается алгебра, а элемент iu  не зависит от 
порождающего ix . 
Автоморфизм, принадлежащий подгруппе, порожденной 

всеми элементарными автоморфизмами, называется ручным. В 
противном случае он называется неручным или диким. 
В 1954 г. Кон [29] доказал, что все автоморфизмы свободной 

алгебры Ли являются ручными. Хорошо известно [30, 34, 35, 36], 
что группы автоморфизмов свободной ассоциативной алгебры 2A  
(индекс обозначает ранг, то есть мощность множества свободных 
порождающих) и алгебры многочленов 2P  над любым полем 
состоят только из ручных автоморфизмов. 
В 1972 г. Нагата [37] предположил, что ставший в последствии 

известным автоморфизм 
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алгебры многочленов P3 = K[x1,x2,x3] является неручным, если 
поле K имеет характеристику 0. 
И. П. Шестаков и У. У. Умирбаев [19, 40, 41], используя метод 

скобок Пуассона, ограничение степени и слабую редукцию, 
доказали, что автоморфизм Нагаты σ  действительно неручной. 
В случае свободной ассоциативной алгебры ранга 3 вопрос о 

существовании диких автоморфизмов известен как проблема 
Кона. У. У. Умирбаев [43] доказал, что так называемый 
автоморфизм Аника 

),)(),(( 3323312233131 xxxxxxxxxxxxx −+−+=δ  

свободной ассоциативной алгебры 3213 ,, xxxKA =  над полем K 
характеристики 0 является диким. 
В случае свободных метабелевых алгебр Ли Mn ранга n, n ≥ 2, 

кроме ручных автоморфизмов выделяется естественная 
подгруппа nMInn  так называемых внутренних автоморфизмов, 
аналог сопряжений в группах. Автоморфизм nMInn∈µ  задается 
как 

[ ] [ ] [ ]),,,...,,,,()( 2211 uxxuxxuxxu nn +++== µµ  



где nMu ′∈ . В. А. Артамонов [25] доказал, что 
.InnTAutAut 222 MMM ⋅=  Легко видеть, что группа 2TAut M  

изоморфна группе )(2 KGL , а любой автоморфизм 2TAut M∈ϕ  
взаимно однозначно соответствует невырожденной линейной 
замене { }21, xx . Итак, 2Aut M  изоморфна ( )+⋅ ,)( 22 MKGL  и очевидным 
образом содержит неручные автоморфизмы. Ю. А. Бахтурин и С. 
Набиев [27] установили подобным же образом наличие неручных 
автоморфизмов в группе nMAut  при любом n ≥ 3. 
Однако, по существу, внутренние автоморфизмы из nMInn  в 

силу их простоты следует также считать ручными. Если 
придерживаться этой точки зрения, то естественно возникает 
вопрос о наличии в группах nMAut , n ≥ 3, автоморфизмов, не 
принадлежащих подгруппе, порожденной всеми ручными и 
всеми внутренними автоморфизмами. Назовем автоморфизмы 
вне указанной подгруппы строго неручными. 
В. А. Романьков [38] доказал, что строго неручные 

автоморфизмы существуют в группе 3Aut M  при любом поле K. 
Он указал способ массового построения таких автоморфизмов. 
Кроме того, в работе [38] установлен ряд существенно более 
сильных утверждений, касающихся структуры группы 3Aut M . Из 
анонсированного В. А. Романьковым утверждения [16] о 
порождающих элементах группы nMAut , n ≥ 4, следует, что при 
n ≥ 4 строго неручных автоморфизмов свободной метабелевой 
алгебры Ли не существует. 
В диссертации для свободной метабелевой алгебры Ли ранга 3 

рассматривается подгруппа автоморфизмов, тождественных на 
линейной части. Устанавливается, что в этой подгруппе 
существуют строго неручные автоморфизмы. Доказывается, что в 
данной алгебре существует строго неручной примитивный 
элемент. 
Скрученная сопряженность и ее классы эквивалентности в 

конечно порожденных нильпотентных алгебрах Ли является 
аналогом хорошо известного отношения в теории групп. Имеется 
целый ряд работ, в которых изучаются алгоритмические аспекты 
и структура классов сопряженных элементов (см., например, [7, 
31, 32, 39, 42]). 



В данной работе вычислено число Райдемайстера для 
произвольной пары эндоморфизмов конечно порожденной 
нильпотентной алгебры Ли над произвольным полем, 
допускающим эффективные вычисления. 

 
Цель работы. 
Основной целью настоящей диссертации является 

исследование вопроса о наличии в свободной метабелевой 
алгебре Ли ранга 3 над произвольным полем строго неручных 
примитивных элементов и исследование гиперцентрального ряда 
группы унитреугольных автоморфизмов для свободных 
метабелевых алгебр Ли произвольного ранга над произвольным 
полем. Кроме того, в работе исследуется проблема скрученной 
сопряженности и ее классы эквивалентности в конечно 
порожденных нильпотентных алгебрах Ли над полем, 
допускающим эффективные вычисления. 

 
Научная новизна. 
Все результаты диссертации являются новыми, носят 

теоретический характер и могут найти применение в дальнейших 
исследованиях алгебр Ли. 

 
Методы исследования. 
Методы, используемые автором для доказательства 

результатов, опираются на теорию групп, линейную алгебру. 
 
Апробация результатов. 
Основные результаты диссертации докладывались на 

алгебраическом семинаре кафедры алгебры Омского 
государственного университета, были представлены на 
Международной конференции по алгебре и математической 
логике "Мальцевские чтения" (Новосибирск, 2007 г.).  

 
Публикации. 
Результаты диссертации опубликованы в работах [45-48]. 

Работа [48] выполнена в нераздельном соавторстве с 
В. А. Романьковым. 

 



Структура диссертации. 
Диссертация содержит 59 страниц, состоит из оглавления, 

введения, четырех глав и списка литературы, который включает 
53 наименования. 

 
Содержание диссертации 

 
В первой главе приводятся основные определения и сведения, 

которые понадобятся в дальнейшем. 
В первом параграфе первой главы приводятся необходимые 

сведения о метабелевых алгебрах Ли. Во втором параграфе 
вводятся понятия унитреугольных автоморфизмов, IA-
автоморфзимов, внутренних, ручных и строго ручных 
автоморфизмов, понятие скрученной сопряженности элементов 
алгебры Ли относительно эндоморфизмов этой алгебры. В 
третьем параграфе дается определение гиперцентральной серии 
группы и точного представления группы матрицами над 
некоторым полем. В четвертом параграфе приводится понятие 
дифференцирований Фокса и их свойства. 
Во второй главе доказывается, что группа унитреугольных 

автоморфизмов свободной метабелевой алгебры Ли ранга n над 
полем произвольной характеристики гиперцентральна длины 

,2)2( −+− nn ω  и дается описание строения гиперцентральной 
серии. 
Пусть Mn – свободная метабелева алгебра Ли над полем K 

произвольной характеристики с множеством свободных 
порождающих }.,...,{ 1 nn xxX =  Будем считать, что на nX  
определена линейная упорядоченность: nxxx <<< ...21 . Хорошо 
известно, что базис метабелевой алгебры Mn состоит из 
всевозможных одночленов вида ]],...],],,[[...[[

321 kiiii xxxx . 
Введем на алгебре Mn функцию ZM n →:µ , полагая 1)( ih =µ  для 

базисного одночлена ]],...],,[[...[
21 kininin xxxh −−−= . Максимум μ-

показателей одночленов, входящих в состав нормальной записи 
многочлена, будем называть μ-показателем этого многочлена. 
Кроме того, введем функцию ZM n →:λ , положив для 

одночлена указанного вида kiih ++= ...)( 1λ . Аналогично λ-



показателем многочлена будем называть максимум λ-показателей 
его одночленов, а λk-показателем – максимум λ-показателей 
одночленов, для которых μ-показатель равен k. 
Выделим в группе Un следующие подгруппы: 

},0))((,1)(,1)(|),...,,({ 1112111 =≤≤+== flffxxfxZ n µλµϕ  
,1},)(,1)(|),...,,({ 11211 ωααλµϕα <<≤≤+== ffxxfxZ n  

},1)(|),...,,({ 1211 ≤+== fxxfxZ n µϕω  
,0)(,)(|),...,,,...,({ 1111)1( =−≤++== −−− jinkkkk flikfxxfxfxZ µϕω  

,21},1,11 −≤<>−≤≤ nkjki  
,1)(|),...,,,...,({ 111)1( +−≤++== ++− ikfxxfxfxZ inkkkk µϕαω  

,21},1,11,0)(,)(1 −≤<>−≤≤=+−≤+− nkjkiflikf jiik αλ  
},1,0)(|),,,...,({ 12211)2( >=++== −−−− jflxxfxfxZ jnnnnn ϕω  

,0)(,1))((|),,,...,({ 12211)2( =−+≤++== −−−+− jinnnnn fliflxxfxfxZ αµϕαω  
,21},2,21 −≤≤+≥+<< nji ααα  

где fi – произвольные многочлены алгебры Mn от указанных 
переменных. 
Теорема 1. При n ≥ 3 группа унитреугольных автоморфизмов 

Un свободной метабелевой алгебры Ли гиперцентральна длины 
,2)2( −+− nn ω  и члены ее гиперцентрального ряда ζα(Un) 

совпадают с подгруппами Zα, 1 ≤ α ≤ (n – 2)ω + n – 2. 
В первом параграфе второй главы приводится доказательство 

утверждения этой теоремы в случае α = 1. Во втором параграфе 
утверждение теоремы доказывается для всех остальных α. В 
третьем параграфе как следствие теоремы 1 доказывается 
Теорема 2. При 4≥n  группа унитреугольных автоморфизмов 

Un свободной метабелевой алгебры Ли не представима 
матрицами ни над каким полем. 
В третьей главе исследуется вопрос о строго неручных 

примитивных элементах свободной метабелевой алгебры Ли 
ранга 3. 
Рассматриваются IA-автоморфизмы (автоморфизмы, 

тождественные на линейной части) свободной метабелевой 
алгебры 3M  ранга 3, т. е. автоморфизмы, индуцирующие 
тождественное отображение на алгебре 33 / MM ′ , где ],[ 333 MMM =′ . 



В первом параграфе рассматриваются IA-эндоморфизмы и их 
матрицы Якоби. Во втором параграфе доказываются 
вспомогательные леммы о соотношениях между IA-
автоморфизмами и матрицами, полученными из их матриц 
Якоби. 
В третьем параграфе доказывается, что в 3IAut M  существуют 

строго неручные автоморфизмы. Доказывается 
Теорема 3. Пусть 3IAut M∈ϕ  – неручной автоморфизм. Тогда 

элемент 33 )( Mxg ∈= ϕ  – примитивный строго неручной. 
В четвертой главе исследуется проблема скрученной 

сопряженности и ее классы эквивалентности в конечно 
порожденных нильпотентных алгебрах Ли над полем, 
допускающим эффективные вычисления. Последнее 
подразумевает алгоритмическую разрешимость систем линейных 
уравнений над полем, в частности – вычисление базиса 
подпространства, порожденного данной системой элементов. 
Пусть L – алгебра Ли над произвольным полем. Говорят, что 

элементы Lgf ∈,  скрученно сопряжены относительно 
эндоморфизмов LEnd∈ψϕ, , если существует такой элемент Lx ∈ , 
что .)()( gxfx +=+ ψϕ  

Cкрученная сопряженность является отношением 
эквивалентности. Через ),( ψϕR  обозначим число классов 

ности,эквивалент, −ψϕ называемое числом Райдемайстера. 
В первом параграфе доказывается 
Теорема 4. Пусть N – линейное пространство конечной 

размерности k над полем F, допускающим эффективные 
вычисления. Тогда в случае бесконечного поля F число классов 
эквивалентности ),( ψϕR  для произвольной пары эндоморфизмов 

NEnd∈ψϕ,  равно 1, либо ∞ . В случае, если rpF = , p – простое 
число, число ),( ψϕR  равно )( srkp − , где s – размерность образа 

)Im( ψϕ −  разности эндоморфизмов ψϕ − . В данном случае классы 
ностиэквивалент, −ψϕ  совпадают со смежными классами 

пространства N по образу )Im( ψϕ − . 
Во втором параграфе доказывается аналогичная теорема для 

произвольного случая: 



Теорема 5. Пусть N – произвольная конечно порожденная 
нильпотентная алгебра Ли над полем F, допускающим 
эффективные вычисления. Тогда в случае бесконечного поля F 
число классов эквивалентности ),( ψϕR  для произвольной пары 
эндоморфизмов NEnd∈ψϕ,  равно 1 либо ∞ . В случае, если 

rpF = , p – простое число, число ),( ψϕR  равно )( srkp − , где k – 
размерность алгебры N, s – размерность образа )Im( ψϕ −  разности 
эндоморфизмов ψϕ − . 
Автор выражает глубокую благодарность своему научному 

руководителю профессору В. А. Романькову за постановку задач, 
внимание к работе и постоянную и разностороннюю помощь в 
ходе подготовки диссертации. 
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