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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Тематика диссертации. Диссертация посвящена иссле-
дованию некоторых теоретико-модельных и алгоритмиче-
ских свойств автоматных и разрешимых упорядочиваемых
множеств.

В 50-е годы прошлого столетия в работах А. Фрелиха,
Д. Шефердсона, А. И. Мальцева, М. О. Рабина, Р. Воота и
других появилось понятие вычислимой или конструктивной
модели, то есть модели, основное множество, все отношения
и функции которой могут быть заданы алгоритмически. В
связи с богатством и сложностью класса вычислимых мо-
делей возникло стремление выделить подкласс моделей, яв-
ляющихся простейшими с алгоритмической точки зрения.
Одним из таких классов был, предложенный А. Нероудом и
Дж. Б. Реммелем, класс p-структур, то есть моделей которые
могут быть заданы алгоритмами с полиномиальной слож-
ностью [21]. Но вскоре выяснилось, что любая вычислимая
модель в предикатной сигнатуре вычислимо изоморфна p-
структуре [7] и, следовательно, желаемого упрощения такое
ограничение не дает. Следующим претендентом на роль про-
стейшего стал класс автоматных структур, то есть структур,
задаваемых с помощью элементарных устройств — конеч-
ных автоматов. Одной из причин выбора именно этого клас-
са является разрешимость элементарной теории автоматных
структур [10, 13].

Упоминания такого рода моделей впервые появились в
работах Дж. Р. Бюхи и М. О. Рабина [5, 6, 23, 24]. С выходом
статьи А. Нероуда и Б. Хусаинова [13], в которой было вновь
введено понятие автоматной структуры и были предложе-
ны направления исследований в этой области, автоматные
структуры подверглись активному изучению.

Дадим более точное определение автоматной структуры.
Автоматная структура — это структура в конечной преди-
катной сигнатуре, основное множество и все отношения ко-
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торой распознаются конечными автоматами. Остается не яс-
ным, что подразумевается под словами «отношение распо-
знаётся конечным автоматом», так как отношения в таком
случае состоят из n-ок слов. Рассмотрим n-ку слов некоторо-
го алфавита Σ, запишем слова этой n-ки одно под другим и
выравним слева. Далее выравним длины слов в этой n-ке до-
бавлением к правым концам слов минимального количества
символов ⊥, где ⊥/∈ Σ. Проделав такую процедуру с каждым
словом из отношения, мы получим некоторый язык (конво-
люцию отношения), состоящий из n-мерных слов, записан-
ных в алфавите (Σ ∪ {⊥})n. Будем говорить, что отношение
распознаётся автоматом, если полученный язык распознаёт-
ся некоторым конечным автоматом, переходы в котором осу-
ществляются по n-мерным буквам.

Очевидно, что любая конечная модель является автомат-
ной, примерами бесконечных структур, обладающих авто-
матным представлением, могут служить: (N,≤, +), (Q,≤),
полное бинарное дерево. В то время как такие модели как
(N,×) [4], (Q, +) [28], безатомная булева алгебра [15, 26], ав-
томатными не являются.

Как уже говорилось выше, теория первого порядка ав-
томатных структур разрешима, более того, она разрешима
в некоторых кванторных расширениях. Рассмотрим кван-
тор ∃∞, трактуемый как «существует бесконечно много», и
кванторы ∃(k,m), обозначающие «существует k по модулю m
много», тогда теория первого порядка в языке, расширенном
квантором ∃∞ и кванторами ∃(k,m), автоматных структур яв-
ляется разрешимой [4, 17, 26]. Следствием этого является за-
мкнутость класса автоматных структур относительно есте-
ственных операций, таких как объединение, декартово про-
изведение, взятие фактора и других, и разрешимость многих
свойств автоматных структурах, так, например, проблема су-
ществования бесконечной клики в автоматном графе являет-
ся разрешимой [27].
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Центральными проблемами в теории автоматных струк-
тур являются: характеризация подклассов автоматных
структур, таких как отношения эквивалентности, линейные,
частичные порядки, графы, булевы алгебры, группы и дру-
гие; исследование теоретико-модельных свойств автоматных
структур; проблемы, связанные с алгоритмической сложно-
стью автоматных структур, такие как сложность проблемы
изоморфизма для автоматных структур и подклассов авто-
матных структур, проблема автоустойчивости автоматных
структур, оценка индексных множеств различных подклас-
сов автоматных структур.

Типы изоморфизма некоторых подклассов автоматных
структур полностью описаны, так, например, было показа-
но, что автоматными ординалами являются в точности те
ординалы, которые строго меньше ωω [8]. Бесконечная булева
алгебра является автоматной тогда и только тогда, когда она
является конечным декартовым произведением алгебр конеч-
ных и коконечных подмножеств натуральных чисел [15, 26].
Конечно порождённая группа является автоматной в том и
только в том случае, когда она является виртуально абелевой
[22]. Для линейных порядков, как и для отношений эквива-
лентности, полной характеризации не было получено, но для
автоматных линейных порядков доказано, что они обладают
конечным FC-рангом [16].

Мерой сложности типа изоморфизма модели является её
ранг Скотта, Б. Хусаинов и М. Миннес доказали, что для лю-
бого α ≤ ωCK

1 + 1 существует автоматная структура, ранг
Скотта которой равен α [11, 12, 20]. Таким образом, исходя
из того факта, что вычислимые структуру обладают рангом
Скотта, не превосходящим ωCK

1 +1, получается, что автомат-
ные структуры устроены настолько сложно, насколько это
могло быть возможно.

Теоретико-модельные свойства автоматных структур до-
вольно слабо изучены, хотя существует ряд работ, посвящён-
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ных этим вопросам [4, 18].
В [15, 26] доказана Σ1

1-полнота проблемы изоморфизма
для класса всех автоматных структр. Проблема изоморфиз-
ма автоматных ординалов и булевых алгебр является разре-
шимой [15, 16, 26]. Недавний ещё неопубликованный резуль-
тат Д. Куске М. Лори и Дж. Лю говорит о том, что проблема
изоморфизма для отношений эквивалентности является Π0

1-
полной, а для линейных порядков не является арифметиче-
ской [19].

В работе [1] приведены оценки индексных множеств для
некоторых подклассов автоматных структур.

Понятие автоустойчивости появилось в работах
А. И. Мальцева [3]. Если любые два вычислимых пред-
ставления модели вычислимо изоморфны, то такая модель
называется автоустойчивой. Для автоустойчивой модели все
разрешимые свойства в одном её вычислимом представлении
остаются разрешимыми и во всех других её вычислимых
представлениях. То есть, можно сказать, что автоустойчивые
модели обладают единственным вычислимым представле-
нием. Исследование автоустойчивости моделей и более
общего понятия алгоритмической размерности моделей бы-
ло продолжено С. С. Гончаровым, А. Т. Нуртазиным, Дж. Б.
Реммелем, Б. Хусаиновым, Р. Шором и другими известными
математиками. В диссертации изучается вопрос автоустой-
чивости моделей относительно автоматных представлений,
то есть вопрос существования вычислимого изоморфиз-
ма между любыми двумя автоматными представлениями
модели.

Из упомянутых фактов следует, что класс всех автомат-
ных структур является довольно сложным, хотя для некото-
рых подклассов сформулированные проблемы являются раз-
решимыми. Таким образом, настоящая задача состоит в ис-
следовании описанных проблем для подклассов автоматных
структур.
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Сводка результатов, открытые вопросы и направления
для дальнейших исследований в теории автоматных струк-
тур сформулированы в обзорных статьях Б. Хусаинова и
А. Нероуда [14] и С. Рубина [27].

Научная новизна. Все основные результаты диссерта-
ции являются новыми.

Основные результаты диссертации.

1. Опровергнута гипотеза о том, что линейные порядки
разрешимые в расширенном квантором ∃∞ языке явля-
ются автоматными. Доказано, что любой автоматный
линейный порядок формульно определим в подходящем
автоматном линейном порядки FC-ранга 1.

2. Доказана автоустойчивость отношений эквивалентно-
сти, ординалов и некоторого подкласса линеных поряд-
ков относительно автоматных представлений. Изучена
связь между автоустойчивостью линейных порядков в
классе автоматных представлений и в классе разреши-
мых представлений.

3. Показано, что автоматные частичные порядки могут
обладать сколь угодно высоким рангом Скотта.

Теоретическая и практическая ценность. Диссерта-
ция имеет теоретический характер, её результаты могут быть
использованы в дальнейших исследованиях теории автомат-
ных структур.

Апробация работы. По результатам диссертации бы-
ли сделаны: доклад на конференции «Мальцевские чтения
2005» (Новосибирск, Россия), доклад на «Международной
студенческой конференции 2006» (Новосибирск, Россия), до-
клады на конференциях «Logic Colloquium 2007» (Вроц-
лав, Польша), «Logic Colloquium 2009» (София, Болгария).
Кроме того, результаты докладывались на семинаре НГУ
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«Конструктивные модели», на совместном семинаре ИМ СО
РАН – The University of Notre Dame «Constructive models»
(Новосибирск, Россия), на школе-семинаре ИМ СО РАН
«Workshop on Computable Models and Numberings» (Новоси-
бирск, Россия), а также на логических семинарах универ-
ситетов The University of Notre Dame (Нотр-Дам, США),
Cornell University (Итака, США), The City University of New
York (Нью-Йорк, США).

Публикации. Основные результаты изложены в работах
[29]–[31], опубликованных в журналах, входящих в перечень
ВАК ведущих рецензируемых научных журналов и изданий,
и в работах [32]–[34].

Структура и объём диссертации. Диссертация состо-
ит из введения, четырёх глав и списка литературы (50 на-
именования). Объём диссертации 73 стр.

ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ ДИССЕРТАЦИИ

Во введении представлен обзор исследований в области
автоматных структур и мотивация к изучению вопросов ис-
следуемых в диссертации.

В первой главе вводятся определения автоматной и раз-
решимой моделей и представлены необходимые сведения из
теории автоматных структур.

Вторая глава посвящена линейным порядкам. В ней пред-
ставлены классические сведения о линейных порядках, такие
как определения рангов, характеризация линейных поряд-
ков.

Рассмотрим линейный порядок L и введём на нем отно-
шение эквивалентности, при котором элементы эквивалент-
ны, если между ними лишь конечное число элементов. Про-
факторизовав этот линейный порядок по введённому отноше-
нию эквивалентности, сохраняя исходное упорядочение, мы
вновь получаем линейный порядок. Мы можем продолжить
эту процедуру конденсирования по всем счётным ординалам.
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FC-ранг линейного порядка — это наименьший ординал α,
такой, что после конденсирования α раз мы получаем плот-
ный линейный порядок или линейный порядок, состоящий
из одного элемента. Как мы уже говорили, в [15] доказа-
но, что FC-ранг любого автоматного линейного порядка ко-
нечен. В разделе 2.3 формулируется и доказывается, что в
некотором смысле можно рассматривать лишь автоматные
линейные порядки ранга 1.

Теорема 1. Любой автоматный линейный порядок опре-
делим в подходящем автоматном линейном порядке FC-
ранга 1.

Эта теорема является следствием замкнутости класса ав-
томатных структур относительно декартова произведения и
определимости.

В связи с разрешимостью теории автоматных структур
в расширенном квантором ∃∞ языке возникает предположе-
ние, что обратное утверждение тоже верно. В разделе 2.4 это
предположение опровергнуто.

Теорема 2. Существует линейный порядок, являющийся
разрешимым в расширенном квантором ∃∞ языке, но не яв-
ляющийся автоматным.

Доказательство этой теоремы основано на лемме о накач-
ке, за счёт которой локально конечные отношения (функции
в более общем смысле, то есть отношения, в которых каждый
элемент связан этим отношением лишь с конечным числом
элементов) в автоматных структурах имеют ограниченный
рост (см. [26]).

В заключении второй главы приводятся некоторые при-
меры автоматных линейных порядков, которые дают неко-
торое представление о нетривиальности класса автоматных
линейных порядков.
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Третья глава посвящена автоустойчивости в классе авто-
матных структур и в классе разрешимых структур. Пусть
C — класс моделей, обладающих определёнными алгоритми-
ческими свойствами, назовём C-представлением модели A
модель B, принадлежащую классу C, такую, что A ∼= B.
Таким образом, если взять в качестве класса C класс авто-
матных моделей, то C-представление есть в точности авто-
матное представление модели. Будем говорить, что модель
автоустойчива в классе C-представлений, если любые два её
C-представления вычислимо изоморфны. В разделе 3.1 дока-
зана теорема:

Теорема 3. Отношения эквивалентности автоустойчивы
в классе автоматных представлений.

В разделе 3.2 речь идет об автоустойчивости линейных
порядков в различных классах. Доказана теорема:

Теорема 4. Ординалы автоустойчивы в классе автомат-
ных представлений.

Будем называть линейный порядок разреженным, если
он не содержит плотных подпорядков. Любой счётный ли-
нейный порядок может быть представлен как плотная сумма
разреженных линейных порядков [25]. Таким образом, пер-
вым шагом в изучении автоустойчивости линейных порядков
является изучение разреженных линейных порядков.

Теорема 5. Разреженные линейные порядки FC-ранга, не
превосходящего 2, автоустойчивы в классе автоматных
представлений.

В заключении раздела 3.2 доказывается, что класс авто-
устойчивых в классе автоматных представлений линейных
порядков не совпадает с классом автоустойчивых в классе
разрешимых представлений линейных порядков.
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Теорема 6. Существует линейный порядок автоустойчи-
вый в классе автоматных представлений, но не автоустой-
чивый в классе разрешимых представлений.

Теорема 7. Существует линейный порядок являющийся
автоустойчивым в классе разрешимых представлений, но
не являющийся автоматным.

В 4 главе доказывается, что автоматные частичные по-
рядки могут обладать сколь угодно высоким рангом Скотта.

Пусть x, y кортежи из A. Будем говорить, что x 0-
эквивалентен y в A (обозначим через x ≡0

A y), если x и
y удовлетворяют одним и тем же бескванторным формулам
в A. И для α > 0 будем говорить, что x α-эквивалентен y в
A (x ≡α

A y), если для любого β < α, для любого кортежа u
существует кортеж v и для любого v существует u такие, что
x, u ≡β

A
y, v.

Рангом Скотта кортежа x в A называется наименьший
ординал β, такой, что для любого y из того, что x ≡β

A
y,

следует, что (A, x) ∼= (A, y). И ранг Скотта модели A — это
наименьший ординал α, превосходящий ранги всех кортежей
из A.

Ранг Скотта автоматных структур может принимать лю-
бое значение меньшее либо равное ωCK

1 +1 [11, 12]. Используя
конструкцию С. С. Гончарова сведения произвольной преди-
катной сигнатуры к частичному порядку [2, 9], может быть
доказана следующая теорема:

Теорема 8. Для любого ординала α < ωCK
1 + 1 существу-

ет автоматный частичный порядок, обладающий рангом
Скотта равным α или α + 1.

В заключение автор выражает благодарность и глубокую
признательность своему научному руководителю Сергею Са-
востьяновичу Гончарову, за постановку интересных задач,
всестороннюю поддержку и внимание в течение всей рабо-
ты.
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