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Общая характеристика работы

Постановка задачи и актуальность темы диссертации.

После объявления о завершении классификации конечных простых
групп одной из основных задач в теории конечных групп стала задача
изучения различных свойств известных конечных простых групп. Ос-
новной массив конечных простых групп составляют конечные группы
лиева типа, которые делятся на 16 классов. Шесть классов составляют,
так называемые, классические группы, и десять — исключительные.
Изучению вопросов сопряженности, являющихся центральными в тео-
рии конечных групп и приложениях, в конечных группах лиева типа
посвящена данная работа.

Подгрупповому строению конечных групп лиева типа посвящено
множество работ различных отечественных и зарубежных авторов. Од-
ними из важнейших подгрупп в конечных группах лиева типа являют-
ся редуктивные подгруппы максимального ранга. Они возникают есте-
ственным образом как централизаторы полупростых элементов и фак-
торы Леви параболических подгрупп, а также как подгруппы, содер-
жащие максимальный тор. Кроме того, редуктивные подгруппы мак-
симального ранга играют важнейшую роль в индуктивном изучении
подгруппового строения конечных групп лиева типа. Однако некоторые
вопросы о внутреннем строении редуктивных подгрупп максимального
ранга до сих пор остаются открытыми. В частности, известно, какие
квазипростые группы могут возникнуть как центральные множители
полупростой части произвольной редуктивной подгруппы максималь-
ного ранга, но неизвестно, каким образом устроены нормализаторы этих
квазипростых групп. Решению этой проблемы посвящена первая часть
диссертации.

Одним из важнейших вопросов в теории групп является вопрос о
сопряженности элемента со своим обратным. Напомним, что элемент
x группы G называется вещественным (соответственно, строго веще-
ственным), если элементы x и x−1 сопряжены в группе G (соответ-
ственно, сопряжены инволюцией в группе G). Данный термин связан
с тем, что значения обыкновенных характеров на вещественных эле-
ментах, очевидно, являются вещественными. Группа G называется ве-
щественной (соответственно, строго вещественной), если все элементы
группы G являются вещественными (соответственно, строго веществен-
ными). Проблема вещественности и строгой вещественности конечных
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простых групп и конечных групп в том или ином смысле близких к про-
стым изучалась различными авторами, см. [1, 5, 14, 16–18, 20–22, 26–28].
Отметим, что если элемент x является вещественным, то порядок эле-
мента, инвертирующего x, всегда можно выбрать равным степени двой-
ки. Поэтому инволюция является неединичным элементом минимально
возможного порядка, инвертирующим x.

В 2005 году А.И. Созутовым в «Коуровскую тетрадь» под номером
14.82 была записана известная проблема.

Проблема. [3, 14.82]. Описать конечные простые группы, в которых
каждый элемент является произведением двух инволюций.

Поскольку в любой неабелевой конечной простой группе любая ин-
волюция вкладывается в элементарную абелеву группу порядка 4, про-
блема 14.82 эквивалентна проблеме классификации конечных простых
строго вещественных групп.

В 2005 году Тьепом и Залесским в [26] была получена классифика-
ция конечных квазипростых вещественных групп. В частности, описа-
ны все конечные простые вещественные группы. Таким образом, для
решения вопроса 14.82 достаточно выяснить какие из конечных про-
стых вещественных групп являются строго вещественными. Вопрос о
строгой вещественности знакопеременных групп решен в [5]. Споради-
ческие строго вещественные группы описаны в [21]. В работах [14,17,18]
доказано, что симплектические группы PSp2n(q) являются строго веще-
ственными тогда и только тогда, когда q 6≡ 3 (mod 4). В [22] доказана
строгая вещественность групп Ωε

4n(q) при четном q и ε ∈ {+,−}. В
случае нечетного q из [20, Теорема 8.5] можно понять, что строго ве-
щественными являются группы PΩ+

4n
(q) и Ω2n+1(q) при q ≡ 1 (mod 4);

PΩ−

4n
(q) при любом нечетном q, а также группы Ω9(q) и PΩ+

8 (q) при
q ≡ 3 (mod 4). Во второй части данной работы завершается описание
конечных простых строго вещественных групп.

Основные результаты диссертации.

Теорема 1. Пусть G = Gσ — конечная универсальная группа лиева
типа, где G — простая односвязная линейная алгебраическая группа
и σ — автоморфизм Фробениуса. Пусть R — редуктивная подгруп-
па максимального ранга группы G, L ≤ R — подсистемная подгруппа
группы G. Обозначим через Φ и Ψ корневые системы групп G и L соот-
ветственно. Пусть ε = +, если L — расщепленная группа и ε = −, если
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L одна из групп 2An(q2), 2Dn(q2), 2E6(q
2). Обозначим через q порядок

базового поля подгруппы L (он может быть больше порядка базового
поля группы G).

Тогда справедливо одно из следующих утверждений.

(1) Φ = B2n, Ψ = A2n−1, |AutR(L) : L/Z(L)| = (n, q − ε1). Подразуме-
вается, что в корневой системе Bn подсистема A1 порождается
длинным корнем, а подсистема B1 порождается коротким кор-
нем.

(2) Φ = Bn, Ψ = Dn, |AutR(L) : L/Z(L)| = 1.

(3) Φ = Bn, Ψ = Dk, 3 ≤ k < n, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1). Под-
разумевается, что подсистемы D3 и A3 в корневой системе Bn,
с точностью до действия группы Вейля порождаются корнями
r1, r2,−r0 и r1, r2, r3 соответственно.

(4) Φ = Cn, Ψ = Ck, 1 ≤ k < n, |AutR(L) : L/Z(L)| = 1. Подразумева-
ется, что в корневой системе Cn подсистема A1 порождается
коротким корнем, а подсистема C1 порождается длинным кор-
нем.

(5) Φ = D2n, Ψ = A2n−1, |AutR(L) : L/Z(L)| = (n, q − ε1).

(6) Φ = Dn, Ψ = Dk, 3 ≤ k < n, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1). Под-
разумевается, что подсистемы D3 и A3 в корневой системе Dn,
с точностью до действия группы Вейля порождаются корнями
r1, r2,−r0 и r1, r2, r3 соответственно.

(7) Φ = F4, Ψ = B4, |AutR(L) : L/Z(L)| = 1.

(8) Φ = F4, Ψ = D4, |AutR(L) : L/Z(L)| = 1.

(9) Φ = F4, Ψ = A3, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1).

(10) Φ = E8, Ψ = A8, |AutR(L) : L/Z(L)| = (3, q − ε1).

(11) Φ = E8, Ψ = D8, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1).

(12) Φ = E7, Ψ = A7, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1).

(13) Φ = E7, Ψ = D6, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1).
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(14) Φ = E6, Ψ = A5, |AutR(L) : L/Z(L)| = (2, q − ε1).

(15) Φ = G2, Ψ = A2, |AutR(L) : L/Z(L)| = 1.

(16) G = 2G2(3
2n+1), R = L ≃ A1(3

4n+2), |AutR(L) : L/Z(L)| = 1.

(17) В остальных случаях AutR(L) совпадает с группой всех внут-
ренне-диагональных автоморфизмов группы L.

Теорема 2. Группа G = 3D4(q) является строго вещественной.

В качестве непосредственного следствия теоремы 2 и работ [5,14,17,
18,20–22,26,30] справедливы следующие теоремы.

Теорема 3. Любая конечная простая вещественная группа является
строго вещественной.

Теорема 4. В конечной простой группе G любой элемент представим
в виде произведения двух инволюций в том и только в том случае,
если G изоморфна одной из следующих групп:

(1) PSp2n(q) при q 6≡ 3 (mod 4), n ≥ 1;

(2) Ω2n+1(q) при q ≡ 1 (mod 4), n ≥ 3;

(3) Ω9(q) при q ≡ 3 (mod 4);

(4) PΩ−

4n
(q) при n ≥ 2;

(5) PΩ+
4n

(q) при q 6≡ 3 (mod 4), n ≥ 3;

(6) PΩ+
8 (q);

(7) 3D4(q);

(8) A10, A14, J1, J2.

Новизна и научная значимость работы. Основные результаты
диссертации являются новыми. Результаты работы имеют теоретиче-
ское значение и могут быть использованы в дальнейших исследованиях
подгруппового строения конечных групп лиева типа. Они могут быть
включены в спецкурсы для студентов и аспирантов, специализирую-
щихся в области алгебры.
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Методы исследования. В диссертации используются классиче-
ские методы теории конечных групп, линейных алгебраических групп
и конечных групп лиева типа.

Апробация работы. Результаты диссертации неоднократно до-
кладывались на семинарах Института математики СО РАН и Ново-
сибирского государственного университета «Теория групп» и «Алгеб-
ра и логика». Результаты второй главы также докладывались на XLV
Международной научной студенческой конференции (см. текст тези-
сов [32]); на Региональных молодежных конференциях в Екатеринбур-
ге (см. [34], [35]); на VI Международной школе-конференции по тео-
рии групп в Нальчике и на Международной конференции «Мальцевские
чтения» в Новосибирске. Результаты третьей главы докладывались на
XLVI Международной научной студенческой конференции (см. [33]); на
Международной алгебраической конференции, посвященной 100-летию
со дня рождения А.Г. Куроша (см. [36]); на VII Международной школе-
конференции по теории групп в Челябинске; на Международной алгеб-
раической конференции, посвященной 80-летию со дня рождения А.И.
Кострикина; на VIII Международной школе-конференции по теории
групп в Нальчике (см. [37]) и на Международной конференции «Маль-
цевские чтения» в Новосибирске.

Публикации. Результаты автора по теме диссертации опубликова-
ны в работах [29–37]. Основные результаты диссертации опубликованы
в работах [29–31], входящих в Перечень ведущих рецензируемых науч-
ных журналов и изданий, в которых должны быть опубликованы ос-
новные научные результаты диссертаций на соискание ученых степеней
доктора и кандидата наук.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из трех
глав, включая введение, и списка литературы. Она изложена на 76 стра-
ницах, библиография содержит 36 наименований.

Содержание диссертации

Общая структура диссертации. Диссертация разбита на главы,

7



которые в свою очередь подразделяются на параграфы. Точные фор-
мулировки основных результатов приведены во введении. Все утвер-
ждения после первого параграфа первой главы, также как и известные
результаты, имеют тройную нумерацию: первое число - номер главы,
второе - номер параграфа в текущей главе, третье - номер утвержде-
ния в текущем параграфе.

Глава 1 содержит точные формулировки основных результатов дис-
сертации и важные следствия, а также необходимые определения и из-
вестные вспомогательные результаты, которые используются далее на
протяжении всей работы.

Глава 2 посвящена доказательству теоремы 1 и состоит из трех
параграфов. В первом параграфе приводятся необходимые известные
структурные результаты о редуктивных подгруппах максимального
ранга в линейных алгебраических группах и конечных группах лие-
ва типа, а также дается определение подсистемных подгрупп. Второй
параграф посвящен рассмотрению группы индуцированных автомор-
физмов AutR(L) подсистемной подгруппы L в редуктивной подгруп-
пе максимального ранга R. В этом параграфе доказывается теорема,
позволяющая находить строение группы AutR(L) при помощи решеток
соответствующих корневых систем. Третий параграф полностью посвя-
щен доказательству теоремы 1. В начале доказательства приводится по-
лезная лемма, позволяющая рассматривать только максимальные связ-
ные корневые подсистемы, после чего последовательно разбираются все
неразложимые корневые системы соответствующих конечных групп ли-
ева типа.

Глава 3 посвящена завершению решения вопроса 14.82 из «Коуров-
ской тетради». В первом параграфе главы доказывается строгая веще-
ственность ортогональных групп PΩ−

4n
(q) в случае нечетной характери-

стики поля. Во втором параграфе доказывается строгая вещественность
элементов специального вида. В частности, доказана строгая веществен-
ность всех полупростых элементов в конечных группах лиева типа G,
имеющих тип отличный от An, D2n+1 или E6. Более того, доказано, что
для любого максимального тора T группы G найдется инволюция из ал-
гебраического нормализатора N(G,T ), инвертирующая любой элемент
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тора T . Третий параграф посвящен доказательству теоремы 2.

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному руко-
водителю Евгению Петровичу Вдовину за всестороннюю помощь, по-
лезные советы и постоянную поддержку на протяжении всего периода
руководства. Автор благодарен своему научному руководителю по ра-
боте на соискание степени бакалавра Виктору Даниловичу Мазурову.
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СО РАН и кафедры алгебры и математической логики НГУ.
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