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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ õîïôîâîé, åñëè âñÿ-
êèé å¼ ãîìîìîðôèçì íà ñåáÿ èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî, ò. å. ÿâëÿ-
åòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Ýòî ñâîéñòâî áûëî îòìå÷åíî Õ. Õîïôîì (H.
Hopf) â ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì ïðîáëåìû, ñâÿçàíû ëè îòîáðàæåíèÿ
ñòåïåíè 1 ìåæäó çàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ãîìîòîïè÷åñêîé ýê-
âèâàëåíòíîñòüþ.

Î÷åâèäíî, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà õîïôîâà, à ñâîáîäíàÿ ãðóï-
ïà ñ÷åòíîãî ðàíãà íåõîïôîâà. Ìàëüöåâ [3] äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ êî-
íå÷íî ïîðîæäåííàÿ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìàÿ ãðóïïà õîïôîâà,
â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ãðóïï.
Ïåðâûå ïðèìåðû [21] êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ íåõîïôîâûõ ãðóïï áû-
ëè äîñòàòî÷íî ñëîæíû. Â 1962 ãîäó Ã. Áàóìñëàã è Ä. Ñîëèòåð [6]
íàøëè ñåðèþ íåõîïôîâûõ ãðóïï ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì ïðîñòîãî
âèäà â êëàññå ãðóïï

BS(p, q) = 〈a, t ‖ t−1apt = aq〉.
Çäåñü p, q � ïàðà íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñåë (ïàðàìåòðû).

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî ãðóïïû BS(p, q), BS(q, p) è BS(−p,−q)
èçîìîðôíû. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p > 0, p 6 |q|. Åñëè
p = |q| = 1, òî BS(p, q) � àáåëåâà èëè ïî÷òè àáåëåâà (ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ãðóïïà òîðà èëè áóòûëêè Êëåéíà). Åñëè p = 1, òî BS(p, q)
� ëèíåéíàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè

a =
(

1 1
0 1

)
, t =

(
1 0
0 q

)
.

Ìîæíî òàê æå ñ÷èòàòü, ÷òî BS(1, q) � ðàñøèðåíèå àääèòèâíîé
ãðóïïû êîëüöà q-àäè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Z[1/q] ñ ïîìîùüþ
àâòîìîðôèçìà

x 7→ qx, x ∈ Z[1/q].

Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìåòàáåëåâà ãðóïïà ïðè q 6= 1, êàæäûé å¼ ýëå-
ìåíò åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â ôîðìå ñëîâà tiakt−j , ãäå
i, j > 0 è, åñëè i, j > 0, òî k íå äåëèòñÿ íà q.
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Åñëè p > 1 è |q| > 1, òî ãðóïïà BS(p, q) � HNN -ðàñøèðåíèå
ñ áàçèñíîé áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé 〈a〉 è ñîïðÿãàåìû-
ìè ïîäãðóïïàìè 〈ap〉 è 〈aq〉. Å¼ ýëåìåíòû ïðåäñòàâèìû åäèíñòâåí-
íûì ñïîñîáîì â âèäå ëåâîé (èëè ïðàâîé) íîðìàëüíîé ôîðìû. Ïðî-
èçâîëüíîå ðåäóöèðîâàííîå ñëîâî w = w(t, a) ñâîáîäíîé ãðóïïû
F (t, a), ïðåäñòàâëÿþùåå åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû BS(p, q), ëèáî
èìååò ïîäñëîâî t−1akt, ãäå p | k, ëèáî èìååò ïîäñëîâî takt−1, ãäå
q | k (ëåììà Áðèòòîíà, ñì., íàïðèìåð, [2], ãë. 4, �2). Îòñþäà êîììó-
òàòîð [t−1at, a] íå ðàâåí åäèíèöå â BS(p, q) ïðè p > 1, à åãî îáðàç
ïðè ãîìîìîðôèçìå ϕ : a 7→ ap, t 7→ t ðàâåí [t−1apt, ap] = [aq, ap] = 1.
Åñëè p è q âçàèìíî ïðîñòû (îáîçíà÷åíèå: p ⊥ q), òî îáðàç ϕ ñî-
äåðæèò ýëåìåíòû ap, t, aq = t−1apt è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò a, òî
åñòü Imϕ = BS(p, q). Ýòî äîêàçûâàåò íåõîïôîâîñòü íåðàçðåøèìûõ
ãðóïï BS(p, q) ïðè p ⊥ q.

Ìåñêèí [20] äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà BS(p, q) ôèíèòíî àïïðîêñè-
ìèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p|q èëè q|p. Ãðóïïà BS(p, q)
õîïôîâà (ñì. [6]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôèíèòíî àïïðîê-
ñèìèðóåìà èëè p è q èìåþò îäèíàêîâûå ìíîæåñòâà ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòåéøàÿ íåõîïôîâà ãðóïïà � ýòî BS(2, 3).

Êîëëèíç [10] îïèñàë ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ BS(p, q) ïðè âçà-
èìíî ïðîñòûõ p è q. Êîëëèíç è Ëåâèí [11] çàìåòèëè, ÷òî ãðóïïà
BS(2, 4), èëè, áîëåå îáùî, BS(p, q), ãäå |p|, |q| 6= 1 è îäíî èç ÷èñåë
p, q äåëèò äðóãîå, èìååò áåñêîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó àâòîìîð-
ôèçìîâ.

Â [17] äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå (íå öèêëè÷åñêèå)
ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû ãðóïï ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì â òî÷íîñòè
� ìåòàáåëåâû ãðóïïû Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà.

Ñîîòíîøåíèÿ Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà àêòèâíî èññëåäîâàëîñü äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ìíîãîîáðàçèé è êîìïëåêñîâ (ñì., íàïðè-
ìåð, ìîíîãðàôèè [7], ãë. III.Ã, �7 è [16], ãë. 1, �10). Èçâåñòíî,
÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êîìïàêòíûõ 2-ìíîãîîáðàçèé âñåãäà
õîïôîâû. Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êîìïàêòíûõ 4-ìíîãîîáðàçèé
ìîãóò áûòü ëþáûìè êîíå÷íî ïðåäñòàâëåííûìè ãðóïïàìè. Äîêà-
çàíî, ÷òî ãðóïïà BS(p, q) ïðè |p| 6= |q| íå ìîæåò áûòü ïîä-
ãðóïïîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ñâÿçíîãî îðèåíòèðóåìîãî 3-
ìíîãîîáðàçèÿ (ñì. [25] è [15]). Çåëà [23] äîêàçàë, ÷òî ãèïåðáîëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ õîïôîâà, åñëè îíà íå ðàçëàãàåòñÿ â íåòðè-
âèàëüíîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíûå
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ãðóïïû çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû õîïôî-
âû.

Íèêàêàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà íå ìîæåò áûòü ïîäãðóï-
ïîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïû (ñì., íàïðèìåð, [7], ñòð. 462). Ãðóïïà
BS(p, q) îáëàäàåò àâòîìàòíîé ñòðóêòóðîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà |p| = |q|. Îñëàáëåííîìó óñëîâèþ àâòîìàòíîñòè, èçâåñòíîìó êàê
"àñèíõðîííàÿ àâòîìàòíîñòü óäîâëåòâîðÿþò âñå ãðóïïû Áàóìñëàãà�
Ñîëèòåðà (ñì. [12], �7.4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà äëèíû 6 n, ïðåäñòàâëÿ-
þùåãî åäèíèöó ãðóïïû, ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì f(n) âñòàâîê è
ñîêðàùåíèé íåòðèâèàëüíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà ñëîâà åäèíèöå. Êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ôóíêöèè f íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíå÷íîãî êîïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ãðóïïû. Ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà óäîâëåòâîðÿåò
èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó êëàññà f . Íåðàâåíñòâî ëèíåéíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [22], ãë. 2, �8 èëè [1], �2). Äëÿ àâòîìàòíûõ ãðóïï íåðàâåíñòâî
êâàäðàòè÷íîå (ñì. [12], �2.3). Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî äëÿ
ãðóïï BS(p, q) ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè |p| 6= 1, |q| 6= 1, ñì. [14].

Îäíà èç êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ãðóïï ñîñòîèò â îïèñàíèè
ïîäãðóïï äàííîé ãðóïïû. Íèëüñåí è Øðàéåð äîêàçàëè, ÷òî ïîä-
ãðóïïû ñâîáîäíîé ãðóïïû ñàìè ñâîáîäíû. Êóðîø ïîëó÷èë îïèñà-
íèå ïîäãðóïï ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï. Â äàëüíåéøåì èñ-
ñëåäîâàëèñü ïîäãðóïïû ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåííîé
ïîäãðóïïîé è HNN-ðàñøèðåíèé. Ýòè èññëåäîâàíèÿ çàâåðøèëèñü
èçâåñòíîé òåîðèåé Áàññà�Ñåððà, ãäå îïèñàíèå ïîäãðóïï çàäàâàëîñü
â âèäå "ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïîäõîäÿùåãî ãðàôà ãðóïï". Ïðè
ýòîì îñòàâàëîñü íåÿñíûì, êàêèå "ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ãðà-
ôîâ ãðóïï" çàäàþò ïîäãðóïïû äàííîé ãðóïïû. Óêàçàííûé íåäî-
ñòàòîê ïîçäíåå èñïðàâèë Áàññ [5], îäíàêî ïðåäëîæåííûå èì óñëî-
âèÿ áûëè òðóäíî ïðîâåðÿåìû äàæå â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ãðóïï
Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà.

Öåëü ðàáîòû. Îïèñàíèå âñåõ ïîäãðóïï ãðóïï Áàóìñëàãà�
Ñîëèòåðà â âèäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï ãðàôîâ ãðóïï, ðåøåíèå
ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà äëÿ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà, ïîèñê
ðåêóðñèâíîé ôîðìóëû ÷èñëà ïîäãðóïï äàííîãî êîíå÷íîãî èíäåêñà.
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Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìå-
òîäû ðàáîòû ñ ãðóïïàìè, äåéñòâóþùèìè íà äåðåâüÿõ, â ÷àñòíîñòè,
òåîðèÿ Áàññà�Ñåððà è òåîðèÿ ïîãðóæåíèé Áàññà; òàê æå èñïîëüçó-
þòñÿ ìåòîäû ðàáîòû ñ êîïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï � ïðåîáðàçîâàíèÿ
Òèöå è ïåðåïèñûâàþùèé ïðîöåññ Ðàäåìàéñòåðà�Øðàéåðà.

Íîâèçíà è íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åíà èíôîðìàöèÿ î êëàññå ãðóïï Áàóìñëàãà-
Ñîëèòåðà, êîòîðûé èãðàåò àêòèâíóþ òåñòîâóþ ðîëü â òåîðèè ãðóïï
è òîïîëîãèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîøëè àïðîáàöèþ
íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: íà XLVI�XLVIII
ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ "Ñòóäåíò è
íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ" (Íîâîñèáèðñê, 2008�2010); íà VII
Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 60-ëåòèþ À.Ñ.
Êîíäðàòüåâà (×åëÿáèíñê, 2008); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ "Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ" (Íîâîñèáèðñê, 2008, 2009); íà âîñüìîé
ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ
2009" (Êàçàíü, 2009). Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòìå÷åíû ñòèïåíäè-
åé Ñèáèðñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Æóðíàëà äëÿ àñïèðàíòîâ â 2010
ãîäó. Àâòîð íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàë ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íà
ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ è ÍÃÓ "Òåîðèÿ ãðóïï"è
"Àëãåáðà è ëîãèêà".

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1. Ïðè ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ïàðàìåòðàõ p è q â òåðìèíàõ ãðàôîâ

ãðóïï îïèñàíû âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû BS(p, q). À èìåííî, íàéäåíû
ïðîñòûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàô ãðóïï, ïðè
êîòîðûõ åãî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà èçîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â
ãðóïïó BS(p, q).

2. Ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ ïàðàìåòðàõ p è q îïèñàíû âñå ïîäãðóï-
ïû êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû BS(p, q).

2.1. Äîêàçàíî, ÷òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû
BS(p, q) ïîðîæäåíà äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

2.2. Íàéäåíî ïðîñòîå êîïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîä-
ãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà ãðóïïû BS(p, q).
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2.3. Ðåøåíà ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà äëÿ ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èí-
äåêñà ãðóïïû BS(p, q).

2.4. Íàéäåíà ôîðìóëà ÷èñëà êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï
äàííîãî êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå BS(p, q).

3. Íàéäåíà ðåêóðñèâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ïîäãðóïï äàííîãî
êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå BS(p, q) ïðè ïðîèçâîëüíûõ íåíóëåâûõ
ïàðàìåòðàõ p è q .

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëè-
êîâàíû â ðàáîòàõ [26�34], èç íèõ [26�28] âõîäÿò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ
âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (36 íàèìåíîâàíèé). Îáú-
åì äèññåðòàöèè 62 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû äèñ-
ñåðòàöèè, êðàòêî îïèñàíà èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ
ãðóïï Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà, ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè è ñôîðìóëèðîâàíû ñà-
ìè ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ òåîðèè Áàññà�Ñåððà ãðóïï äåé-
ñòâóþùèõ íà äåðåâüÿõ è òåîðèè íàêðûòèé Áàññà ïîëó÷åíî îïè-
ñàíèå (â òåðìèíàõ ãðàôîâ ãðóïï) âñåõ ïîäãðóïï ãðóïï BS(p, q) ñ
ðàçëè÷íûìè ïðîñòûìè ïàðàìåòðàìè p è q. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðå-
çóëüòàòîâ ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ãðàô A çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì "âåðøèí" V (A), ìíîæåñòâîì "ðå-
áåð" E(A), äâóìÿ îòîáðàæåíèÿìè ∂0 � "íà÷àëî" ðåáðà è ∂1 � "êî-
íåö" ðåáðà èç ìíîæåñòâà ðåáåð â ìíîæåñòâî âåðøèí è èíâåðñèåé
ðåáåð ¯ : E(A) → E(A) òàêîé, ÷òî ∂ie = ∂1−ie, ¯̄e = e, ē 6= e.

Ïàðà A = (A,A ) íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ãðóïï, åñëè A � ñâÿçíûé
ãðàô, A � òàêîå ñåìåéñòâî ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ, ÷òî âñÿêîé
âåðøèíå a ãðàôà A ñîïîñòàâëåíà ãðóïïà Aa, âñÿêîìó ðåáðó e ãðà-
ôà A ñîïîñòàâëåíà ãðóïïà Ae = Ae è, åñëè a = ∂0e, òî çàäàíî
èçîìîðôíîå âëîæåíèå αe : Ae → Aa.
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Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî ãðàôà A. Ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ãðóïïà π1(A) ãðàôà ãðóïï A çàäàåòñÿ êîïðåäñòàâëåíèåì, ãäå
ïîðîæäàþùèå � ýòî

1) ïîðîæäàþùèå âåðøèííûõ ãðóïï Av, v ∈ V (A),
2) íîâûå ñèìâîëû te, e /∈ T,

à îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ �
1) îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ Av, v ∈ V (A),
2) αe(g) = αe(g), äëÿ âñåõ g ∈ Ae, e ∈ T .
3) t−1

e αe(g)te = αe(g), äëÿ âñåõ g ∈ Ae, e /∈ T ,
îòíîñèòåëüíî ïîääåðåâà T .

Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðå-
âà T (ñì., íàïðèìåð, [24] èëè [5]).

Âñå ãðóïïû Áàóìñëàãà�

Ðèñ. 1: Ïåòëÿ ãðóïï A′,

Ñîëèòåðà ÿâëÿþòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè ãðà-
ôîâ ãðóïï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
A′ � ïåòëþ ãðóïï êàê íà ðè-
ñóíêå 1: ãðàô A′ èìååò îäíó
âåðøèíó a0 è äâà ðåáðà e0, ē0;

âåðøèííàÿ è ðåáåðíûå ãðóïïû áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå: A ′
a0

=
〈a0〉 = Z, A ′

e0
= A ′

e0
= 〈e0〉 = Z. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî îáà âëîæåíèÿ

ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ, òî èíäåêñû âëîæåíèÿ |A ′
a0

: α′e0
A ′

e0
| = p è

|A ′
a0

: α′e0
A ′

e0
| = q, , ãäå p è q � öåëûå íåíóëåâûå ÷èñëà, ïîëíîñòüþ

çàäàþò α′e0
è α′e0

. Ïðè ýòîì π1(A′) = BS(p, q).
Îáîáùåííîé ãðóïïîé Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ

ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà äåðåâå ñ áåñêîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè
ñòàáèëèçàòîðàìè âåðøèí è ðåáåð. Ïî òåîðåìå Áàññà�Ñåððà (ñì.,
íàïðèìåð, [24] èëè [4]) âñÿêàÿ îáîáùåííàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà�
Ñîëèòåðà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ãðàôà ãðóïï ñ áåñ-
êîíå÷íûìè öèêëè÷åñêèìè âåðøèííûìè è ðåáåðíûìè ãðóïïàìè.
Ñâîéñòâà ýòèõ ãðóïï èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [9, 18]. Âñÿêîé îáîá-
ùåííîé ãðóïïå Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãðàô ñ
ìåòêàìè, íàïðèìåð, êàê íà ðèñóíêå 1. Ìåòêà λ(e) ∈ Z\{0}, íà-
ïèñàííàÿ íà ðåáðå e ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v, îïðåäåëÿåò âëîæåíèå
αe : e → vλ(e) öèêëè÷åñêîé ðåáåðíîé ãðóïïû 〈e〉 â öèêëè÷åñêóþ âåð-
øèííóþ ãðóïïó 〈v〉. Â äèññåðòàöèè âåðøèííûå è ðåáåðíûå ãðóïïû
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàôîâ ãðóïï áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå.
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Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè áóäóò îïèñàíû âñå ïîäãðóïïû
ãðóïï BS(p, q) ïðè ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ïàðàìåòðàõ p è q. Ãðóï-
ïû Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà äåéñòâóþò íà äåðåâå Áàññà-Ñåððà òàê, ÷òî
ñòàáèëèçàòîðû âåðøèí è ðåáåð � áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.
Èõ ïîäãðóïïû äåéñòâóþò íà òîì æå äåðåâå è, ïî òåîðåìå Áàññà-
Ñåððà (ñì., íàïðèìåð, [24] èëè [4]), ïðåäñòàâèìû â âèäå ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ãðóïïû íåêîòîðîãî ãðàôà ãðóïï, âåðøèííûå è ðåáåð-
íûå ãðóïïû êîòîðîãî áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå èëè åäèíè÷íûå.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ëèáî îáîáùåííîé ãðóï-
ïîé Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà, ëèáî ñîîòâåòñòâåííî ñâîáîäíîé ãðóïïîé
íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ðàíãà. Òàê êàê ãðóïïà BS(p, q) ñîäåðæèò
ñâîáîäíûå ãðóïïû, òî ïðîáëåìà âëîæèìîñòè â êà÷åñòâå ïîäãðóïï
îñòà¼òñÿ òîëüêî äëÿ îáîáùåííûõ ãðóïï Áàóìñëàãà-Ñîëèòåðà. Êà-
êèå óñëîâèÿ íóæíî íàëîæèòü íà ãðàô ãðóïï, ÷òîáû åãî ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ãðóïïà âêëàäûâàëàñü â BS(p, q)?

Â [5] Õ.Áaññ ïîêàçàë, ÷òî åñëè ãðóïïà G èçîìîðôíà ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïå íåêîòîðîãî ãðàôà ãðóïï A, òî ãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãðàô
ãðóïï A1, ïîãðóæàåìûé â A, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî
èçîìîðôíà H. Îäíàêî ïðè çàäàííîì ãðàôå ãðóïï A îïèñàíèå âñåõ
òàêèõ A1 � òðóäíàÿ çàäà÷à.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà èç BS(p, q) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðàôà ãðóïï ñ ìåò-
êàìè íà ðåáðàõ 1, p èëè q.

Ïóñòü e1, e2, . . . , en � ðåáåðíûé ïóòü â ãðàôå ñ ìåòêàìè. Îáîçíà-
÷èì

q(e1, e2, . . . , en) =
n∏

i=1

λ(ei)
λ(ei)

.

Ëåììà 1.9 Ïóñòü A � ïåòëÿ ãðóïï (ñì. ðèñ. 2), âåðøèí-
íûå è ðåáåðíûå ãðóïïû êîòîðîé áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå, αi, βi ∈
{1, p, q}, i = 1, 2, . . . , k. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà
ãðóïï A âêëàäûâàåòñÿ èçîìîðôíî â ãðóïïó BS(p, q), åñëè è òîëüêî
åñëè q(e1, e2, . . . , ek) =

(
p
q

)m
,m ∈ Z.

Ëåììà 1.10 Ïóñòü A � ëó÷ ãðóïï (ñì. ðèñ. 2), âåðøèííûå è
ðåáåðíûå ãðóïïû êîòîðîãî áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå, αi, βi èíäåê-
ñû âëîæåíèÿ ðåáåðíûõ ãðóïï â âåðøèííûå ðàâíû 1, p èëè q. Îáî-
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çíà÷èì λn(A) � ÷èñëî èíäåêñîâ αi = 1 ïðè i 6 n, µn(A) � ÷èñëî
èíäåêñîâ βi = 1 ïðè i 6 n, ∆n(A) = λn(A) − µn(A). Òîãäà ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà ãðóïï A âêëàäûâàåòñÿ èçîìîðôíî â
ãðóïïó BS(p, q), åñëè è òîëüêî åñëè ∆n(A) îãðàíè÷åíà ñâåðõó êàê
ôóíêöèÿ îò n.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äà-

Ðèñ. 2: ââåðõó ïåòëÿ ãðóïï,
âíèçó ëó÷ ãðóïï.

ëåå òîëüêî ñâÿçíûå ãðàôû.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé
ãëàâû äèññåðòàöèè �

Òåîðåìà 1.12 Ïóñòü p
è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå
÷èñëà. Ïóñòü A � ñ÷åòíûé
ãðàô ãðóïï ñ áåñêîíå÷íûìè
öèêëè÷åñêèìè âåðøèííûìè è
ðåáåðíûìè ãðóïïàìè, ðåáåð-
íûå ãðóïïû êîòîðîãî âêëàäû-
âàþòñÿ â âåðøèííûå êàê ïîä-
ãðóïïû èíäåêñà 1, p èëè q. Òî-
ãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
ãðàôà ãðóïï A âêëàäûâàåòñÿ
èçîìîðôíî â ãðóïïó BS(p, q),
åñëè è òîëüêî åñëè âñå áà-
çèñíûå ïåòëè ãðàôà ãðóïï A
óäîâëåòâîðÿþò Ëåììå 1.9 è
âñÿêèé ëó÷ ãðóïï èç A óäî-
âëåòâîðÿåò Ëåììå 1.10. Åñëè
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðà-
ôà ãðóïï A âêëàäûâàåòñÿ èçî-

ìîðôíî â ãðóïïó BS(p, q), òî èçîìîðôíîå âëîæåíèå ìîæíî íàéòè
àëãîðèòìè÷åñêè.

Ïóñòü an(G) � ÷èñëî ïîäãðóïï èíäåêñà n â ãðóïïå G, à a¢
n (G)

� ÷èñëî íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï èíäåêñà n â ãðóïïå G. Ãåëìàí [13]
äîêàçàë, ÷òî åñëè p è q âçàèìíî ïðîñòû, òî

an(BS(p, q)) =
∑

l|n
l⊥pq

l. (1)
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Áàòòîí [8] ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ äîêàçàë ôîðìóëó

a¢
n (BS(p, q)) =

∑

n=lm
l|pm−qm

ÍÎÄ(l, p− q). (2)

Âî âòîðîé ãëàâå äàåòñÿ ÿâíîå îïèñàíèå âñåõ ïîäãðóïï èíäåêñà
n â ãðóïïå BS(p, q) ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ ïàðàìåòðàõ p è q . Ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ôîðìóëà (1). Ôîðìóëà (2) ïîëó÷àåòñÿ
êàê ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 2.3 Ìíîæåñòâî ïîäãðóïï èíäåêñà n â ãðóïïå
BS(p, q), ïðè p ⊥ q, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï Hs

n,m, ïî-
ðîæäåííûõ äâóìÿ ýëåìåíòàìè al è tmas, ãäå n = lm, l, m ∈ N,
l ⊥ pq, s = 0, 1, . . . , l − 1. Âñå ïîäãðóïïû Hs

n,m ðàçëè÷íû.
Â ïåòëå ãðóïï íà ðèñóíêå 2 ïîëîæèì k = m, ìåòêè αi = p, i =

1, . . . ,m, ìåòêè βi = q, i = 1, . . . , m. Ïîëó÷åííûé ãðàô ãðóïï îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Bm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hm � ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóï-
ïó ãðàôà ãðóïï Bm. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå íàéäåíî êîïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå
BS(p, q).

Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü n, l, m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, lm = n è
l ⊥ pq. Òîãäà äëÿ ëþáûõ s = 0, 1, . . . , l−1 ïîäãðóïïà Hs

n,m èçîìîðôíà
ãðóïïå Hm. Ãðóïïû Hm ïîïàðíî íåèçîìîðôíû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç NG(n) � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï
èíäåêñà n. À. Ä. Ìåäíûõ ïîëó÷èë [19] ôîðìóëó äëÿ NG(n) äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ãðóïïû G è ÷èñëà n, îäíàêî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîé ôîð-
ìóëû íåîáõîäèìî õîðîøåå îïèñàíèå ïîäãðóïï êîíå÷íîãî èíäåêñà
ãðóïïû G. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.6 è ñëåäñòâèÿ èç íåå äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.9 Ïóñòü p è q âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà

NBS(p,q)(n) =
1
n

∑

dklm=n,
l⊥pq

µ(k) · ld ·ÍÎÄ(d, pm − qm).

Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåíî îáîáùåíèå ôîðìóëû Ãåëìàíà (1) äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ k è l.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(b) � ÷èñëî äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà b,
à ÷åðåç b1, b2, . . . , bτ(b) � âñå ðàçëè÷íûå äåëèòåëè ýòîãî ÷èñëà.

Òåîðåìà 3.7 Ïóñòü d � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ÷èñëà p è
q âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ÷èñëî an (BS(dp, dq)) ïîäãðóïï èíäåêñà n
â ãðóïïå BS(dp, dq) ðàâíî:

∑

n=lrs
l⊥pq,d=rb

π(r)⊆π(l),b⊥l

∑

(k1,k2,...,kτ(b))
k1b1+···+kτ(b)bτ(b)=s

n lrs−KT (r · V (b, s))

k1! . . . kτ(b)! bk1
1 . . . b

kτ(b)

τ(b) rK
.

Çäåñü âñå ÷èñëà � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå, π(r) � ìíîæåñòâî
ïðîñòûõ äåëèòåëåé r, K = k1 + k2 + · · ·+ kτ(b), V (b, s) � âåêòîð




k1︷ ︸︸ ︷
b1, b1 . . . , b1,

k2︷ ︸︸ ︷
b2, b2 . . . , b2, . . . ,

kr︷ ︸︸ ︷
br, br . . . , br


 ,

à T (−→v ) � ÷èñëî ïîäñòàíîâîê y èç Sn, äëÿ êîòîðûõ ïîäãðóïïà 〈x, y〉
ãðóïïû Sn òðàíçèòèâíà (x � ôèêñèðîâàííàÿ ïîäñòàíîâêà, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äëèí íåçàâèñèìûõ öèêëîâ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âåê-
òîðîì −→v ). Òåîðåìà 3.1 ãëàâû 3, êîòîðóþ ìû íå ïðèâîäèì ââèäó
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé, äàåò ðåêóðñèâíóþ
ôîðìóëó ïîäñ÷åòà T (−→v ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà −→v .

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Âàëåðèþ Àâäååâè÷ó ×óðêèíó çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷ è
ïîääåðæêó íà ïóòè èõ ðåøåíèÿ.
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