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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà
èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ðàç-
ëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé è îäíîðîäíûõ ïðî-
öåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäå-
ëÿåòñÿ ñëó÷àþ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïðèðàùåíèé ïðîöåññà èìååò
òàê íàçûâàåìûé (ïðàâûé) ¾òÿæåëûé õâîñò¿, ò.å êîãäà

EeλX = ∞ (1)
ïðè âñåõ λ > 0 (çäåñü X � òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèðàùåíèÿ
ïðîöåññà). Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé áîëüøèí-
ñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê õîðîøî èçâåñòíî â ñëó÷àå
¾ëåãêèõ õâîñòîâ¿, ò. å. êîãäà óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðàáîòû ðàçëè÷íûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñèñòåì, à
òàêæå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû Èíòåðíåòà. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè
ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå â òåîðèè ðèñêà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèòóàöèè,
êîãäà â âûáîðêå èç íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ
îäèí ýëåìåíò, ìíîãîêðàòíî ïðåâîñõîäÿùèé ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

Öåëü ðàáîòû: ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ
âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë ôèêñèðîâàííîé äëèíû ñóììà-
ìè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ èìåþò òÿæåëûå õâîñòû. Ñ ïîìîùüþ
ýòèõ îöåíîê íàéòè àñèìïòîòèêó õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìó-
ìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, óïðàâëÿåìîãî ðåãåíåðèðóþùèì ïðî-
öåññîì. Èçó÷èòü àñèìïòîòèêó õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âðåìåíè, çà êîòîðîå îäíîðîäíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè èëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, ñòàðòóþùåå èç íóëÿ, ïå-
ðåñå÷åò íåêîòîðûé îòðèöàòåëüíûé óðîâåíü. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ
òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â èí-
òåðâàë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) äëÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ äî ìîìåíòà âûõîäà íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü.
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Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ïðÿìûå
âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû â ñî÷åòàíèè ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè
òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ,
äîêëàäûâàëèñü íà çàñåäàíèÿõ îáúåäèíåííîãî ñåìèíàðà ïî òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå êàôåäðû òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÍÃÓ è ëàáîðàòîðèè òî-
ãî æå íàçâàíèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ, íà çàñåäàíèÿõ
íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ Óíèâåðñèòåòà Õåðèîòà �Âàòòà (ã. Ýäèíáóðã,
Âåëèêîáðèòàíèÿ), ÅÍÑ (ENS, ã. Ïàðèæ, Ôðàíöèÿ),Þðýíäîì (EU-
RANDOM, ã. Ýéíäõîâåí, Íèäåðëàíäû).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû ÷åòûðå ðà-
áîòû, åùå îäíà ðàáîòà ïîäãîòîâëåíà ê ïóáëèêàöèè. Ñïèñîê ðàáîò
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Îáúåì äèññåðòàöèè 116
ñòðàíèö. Îíà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñî-
äåðæàùåãî 79 íàèìåíîâàíèé.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïåðâàÿ ãëàâà ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì. Îíà ñîäåðæèò îáçîð ëèòå-
ðàòóðû è êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ãëàâå 2 ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â èí-
òåðâàë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) äëÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ
è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîëó÷åííûå
îöåíêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè ïîïàäàíèÿ â
èíòåðâàë äëÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí çà íåçàâèñèìîå ñëó÷àé-
íîå âðåìÿ. Ïðèâåäåííûå îöåíêè èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äëÿ íàõî-
æäåíèÿ àñèìïòîòèêè õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ, óïðàâëÿåìîãî ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì.

Ïóñòü {ξi}∞i=1 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è èìåþùèõ
ðàñïðåäåëåíèå F . Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç F (x + ∆) âåðîÿòíîñòü
P(ξ1 ∈ x+∆), ãäå ∆�èíòåðâàë âèäà (0, T ]∩(0,∞) ïðè íåêîòîðîì
0 < T 6 ∞, ò. å.

∆ =

{
(0, T ], åñëè T < ∞,

(0,∞), åñëè T = ∞.

Îáîçíà÷èì Sn = ξ1 + . . . + ξn è ïóñòü F ∗n �ðàñïðåäåëåíèå Sn.
Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïî x âåðõíèå îöåíêè äëÿ îòíî-
øåíèé

F ∗n(x + ∆)
F (x + ∆)

≡ P(Sn ∈ x + ∆)
P(ξ1 ∈ x + ∆)

. (2)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ T = ∞ îòíîøåíèå (2) èìååò âèä P(Sn > x)
P(ξ1 > x)

.
Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç G(x) ¾õâîñò¿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
G, ò. å. G(x) = G((x,∞)). Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ F (x) = P(ξ1 > x)
è F ∗n(x) = P(Sn > x).

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [13]), ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ1 íåîòðèöàòåëüíà, à åå ðàñïðåäåëåíèå F ñóáýêñïîíåíöèàëüíî
(ñì. îïðåäåëåíèå 1 íèæå), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî
K ≡ K(F, ε) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n

sup
x

P(Sn > x)
P(ξ1 > x)

≡ sup
x

F ∗n(x)
F (x)

6 K(1 + ε)n. (3)
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Îïð å ä å ë å í è å 1. Ðàñïðåäåëåíèå F íà R+ íàçûâàåòñÿ ñóá-
ýêñïîíåíöèàëüíûì (ïðèíàäëåæèò êëàññó S), åñëè F (x) > 0 äëÿ
âñåõ x è

F ∗2(x) ∼ 2F (x) ïðè x →∞
(ìû ãîâîðèì, ÷òî a(x) ∼ b(x) ïðè x →∞, åñëè lim

x→∞ a(x)/b(x) = 1).
Ðàñïðåäåëåíèå F íà R íàçûâàåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì, åñëè

ñóáýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåíèå F+ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ F+(x) = F (x) I(x > 0).

Ïóñòü σ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ íàòóðàëüíûå
çíà÷åíèÿ è íå çàâèñÿùàÿ îò {ξi}i>1. Èç (3) ìîæíî ïîëó÷èòü
(ñì. [17], òåîðåìà A3.20), ÷òî

lim
x→∞

F ∗σ(x)
F (x)

= Eσ,

åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 íåîòðèöàòåëüíà, è E(1 + ε)σ < ∞ ïðè
íåêîòîðîì ε > 0.

Â ðàáîòå [12] ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ∆-ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ� îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñóáýêñïîíåíöè-
àëüíîñòè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî (íå îáÿçàòåëüíî áåñêîíå÷íîãî)
èíòåðâàëà ∆ âèäà (0, T ] ∩ (0,∞).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ðàñïðåäåëåíèå F ÿâëÿåòñÿ ∆-ñóáýêñïî-
íåíöèàëüíûì (ïðèíàäëåæèò êëàññó S∆), åñëè F (x + ∆) > 0 ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x, F (x + t + ∆) ∼ F (x + ∆) ïðè x →∞
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t è

F ∗2(x + ∆) ∼ 2F (x + ∆) ïðè x →∞.

Â ñëó÷àå T = ∞ îïðåäåëåíèå 2 ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì êëàñ-
ñà S ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî
êîíå÷íîãî èíòåðâàëà ∆. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàñïðåäåëåíèå F ÿâ-
ëÿåòñÿ ∆-ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ
x0 = x0(F, ε) è K = K(F, ε) òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ n

sup
x>x0

F ∗n(x + ∆)
F (x + ∆)

6 K(1 + ε)n. (4)
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Èç (4) ñëåäóåò (ñì. [12], òåîðåìà 2), ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå F ÿâ-
ëÿåòñÿ ∆-ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì è σ �íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñ-
ëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò {ξi}∞i=1 è òàêàÿ, ÷òî
E(1 + ε)σ < ∞ ïðè íåêîòîðîì ε > 0, òî

lim
x→∞

F ∗σ(x + ∆)
F (x + ∆)

= Eσ.

Â ãëàâå 2 îöåíêè (3) è (4) óòî÷íÿþòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ïîäêëàñ-
ñîâ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ è ∆-ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé. Ïàðàãðàôû 2.1�2.4 ïîñâÿùåíû îöåíêàì äëÿ õâîñòîâ ðàñïðå-
äåëåíèé ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àé T = ∞). Â ïàðàãðàôå
2.5 ýòè îöåíêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè õâîñòà
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, óïðàâëÿåìîãî
ðåãåíåðèðóþùèì ïðîöåññîì. Â ïàðàãðàôå 2.6 íåêîòîðûå îöåíêè,
ïîëó÷åííûå äëÿ õâîñòîâ, îáîáùàþòñÿ íà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ
â êîíå÷íûé èíòåðâàë (ñëó÷àé T < ∞) äëÿ ñóììû ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå èçâåñòíûå êëàññû ðàñïðåäåëåíèé.
Îïð å ä å ë å í è å 3. Ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëå-

íèåì ñ äëèííûì õâîñòîì (ïðèíàäëåæèò êëàññó L), åñëè F (x) > 0
äëÿ âñåõ x è F (x + t) ∼ F (x) äëÿ íåêîòîðîãî (è, òåì ñàìûì, äëÿ
âñåõ) t > 0 ïðè x →∞.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4. Ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ íàäñòåïåí-
íûì (ïðèíàäëåæèò êëàññó D), åñëè sup

x

F (tx)
F (x)

< ∞ äëÿ íåêîòîðî-
ãî (è, òåì ñàìûì, äëÿ âñåõ) t ∈ (0, 1).

Îäíèì èç êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ãëàâå 2,
ÿâëÿåòñÿ êëàññ L⋂D. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [17, ñòð. 50]), ÷òî
åñëè ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó L⋂D, òî F ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó S. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî (ðàñïðåäåëåíèå ñ õâîñòîì
F (x) =

( κ

κ + x

)β

, ãäå κ, β > 0) ïðèíàäëåæèò êëàññó L⋂D. Òàê-
æå ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò ðàñïðåäåëåíèÿ F òàêèå, ÷òî ôóíê-
öèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.
F (x) = x−βl(x), ãäå l(x)�ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ (ò. å.
l(tx) ∼ l(x) ïðè x →∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t > 0).
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Âåðõíèå îöåíêè äëÿ îòíîøåíèé (3) â ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäå-
ëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó L⋂D, ïðèâåäåíû â ïàðàãðàôå 2.1.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F èç êëàññà D îáîçíà÷èì

Ln = sup
x

F (x/n)
F (x)

.

Â ïàðàãðàôå 2.1 äîêàçàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:
Ë åììà 1. Lmn 6 LmLn äëÿ ëþáûõ m, n > 2. Îòñþäà,

â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
lF = lim

n→∞ logn Ln.

Çäåñü ÷åðåç logn ìû îáîçíà÷àåì ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ n.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî lF = β.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèé èç êëàññà L⋂D ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:

Ò å î ð åì à 1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó
L⋂D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò K = K(F, ε) òàêîå,
÷òî ïðè âñåõ n

sup
x

F ∗n(x)
F (x)

6 Kn1+lF +ε.

Èç òåîðåìû 1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è òåî-
ðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . íåçàâè-
ñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F , ïðèíàäëåæàùåå êëàññó L ∩ D,
è ïóñòü σ �íå çàâèñÿùàÿ îò íèõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíè-
ìàþùàÿ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è òàêàÿ, ÷òî Eσ1+lF +ε < ∞ äëÿ
íåêîòîðîãî ε > 0. Òîãäà

lim
x→∞

F ∗σ(x)
F (x)

= Eσ.

Ïðèâåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå èçâåñòíîãî êëàññà ðàñïðåäåëå-
íèé, ââåäåííîãî À.Â. Íàãàåâûì â [5] è èñïîëüçîâàííîãî çàòåì âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ. Ðàñïðåäåëåíèÿ èç ýòîãî êëàññà èçó÷àþòñÿ â ïà-
ðàãðàôàõ 2.2 è 2.3.
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Îïð å ä å ë å í è å 5. Ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó
SC, åñëè äëÿ ôóíêöèè Q(x) = − ln F (x) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

Q(x)
ln x

→∞ ïðè x →∞,

ñóùåñòâóþò ÷èñëà x0 > 0, 0 < λ1 < 1 è 0 < λ2 < 1 òàêèå, ÷òî
Q(x)−Q(u)

x− u
6 λ1

Q(x)
x

(5)

ïðè âñåõ x > x0 è λ2x 6 u 6 x.
Ê ñîæàëåíèþ, óñëîâèå (5), êëþ÷åâîå â îïðåäåëåíèè 5, ÿâëÿåò-

ñÿ òðóäíî ïðîâåðÿåìûì. Â ïàðàãðàôå 2.2 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå
óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ.

Ò å î ð åì à 2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(À) Ñóùåñòâóþò ÷èñëà x0 > 0, 0 < λ1 < 1 è 0 < λ2 < 1

òàêèå, ÷òî (5) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ x > x0 è 0 < u 6 λ2x.
(Á) Ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ âîãíóòàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ f(x) òàêàÿ, ÷òî

lim sup
x→∞

xf ′(x)
f(x)

= λ < 1,

è ñóùåñòâóåò x0 > 0 òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ Q(x)/f(x) ÿâëÿåòñÿ
íåâîçðàñòàþùåé ïðè x > x0.

(Â) Ñóùåñòâóþò ÷èñëà x0, u0 > 0, à òàêæå 0 < λ1 < 1 òà-
êèå, ÷òî (5) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ x > x0 è 0 < u 6 u0.

Çàì å ÷ à í è å 1. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèÿ Âåéáóëëà ñ F (x) = e−xβ ïðè 0 < β < 1, à òàê-
æå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ F (x) = c1e

−c2 lnβ x ïðè c1, c2 > 0 è β > 1
ïðèíàäëåæàò êëàññó SC. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ýòè
ðàñïðåäåëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (Á) ñ ôóíêöèåé f(x) =
= Q(x) = − ln F (x).

Â ïàðàãðàôå 2.3 ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè äëÿ îòíîøåíèé (3) â ñëó-
÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó SC. Âñþäó äàëåå
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (Á) òåî-
ðåìû 2 âûïîëíåíî ñ ôóíêöèåé f(x) òàêîé, ÷òî supQ(x)/f(x) 6 1.

9



Òå î ð åì à 3. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó SC. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ (Á) òåîðåìû 2, è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò K =
= K(F, f, ε) òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n

sup
x

F ∗n(x)
F (x)

6 Ke(1+ε)f(n1+ε).

Ñë å ä ñ ò â è å 2. Ïóñòü F (x) = e−xβ , 0 < β < 1, x > 0.
Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (Á) ñ ôóíêöèåé
f(x) = xβ è èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïîñòî-
ÿííîé K, ÷òî

sup
x

F ∗n(x)
F (x)

6 Kenγ+ε
.

Ñë å ä ñ ò â è å 3. Ïóñòü F (x) = c1e
−c2 lnβ x ïðè c1, c2 > 0,

β > 1, x > 0. Òîãäà èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò K òàêîå, ÷òî

sup
x

F ∗n(x)
F (x)

6 Kec2(1+ε) lnβ n.

Çàì å ÷ à í è å 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ1 > 1 ï. í. Òîãäà
F ∗n(x) = 1 ïðè x 6 n è

sup
x

F ∗n(x)
F (x)

> sup
x6n

F ∗n(x)
F (x)

= sup
x6n

1
F (x)

=
1

F (n)
= eQ(n).

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ñâåðõó, äîêàçàííàÿ â òåîðåìå 3, è îöåíêà
ñíèçó, ïðèâåäåííàÿ â äàííîì çàìå÷àíèè, âåñüìà áëèçêè.

Ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñëåäñòâèå, àíàëîãè÷íîå ñëåäñòâèþ 1.
Ñë å ä ñ ò â è å 4. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . íåçàâè-

ñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F , ïðèíàäëåæàùåå êëàññó SC, è
ïóñòü σ � íå çàâèñÿùàÿ îò íèõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìà-
þùàÿ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è òàêàÿ, ÷òî Ee(1+ε)f(σ1+ε) < ∞
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è íåêîòîðîé ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ (Á) òåîðåìû 2. Òîãäà

lim
x→∞

F ∗σ(x)
F (x)

= Eσ.
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Â ïàðàãðàôå 2.4 ïðèâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ¾ðàâíîìåðíîñòè¿
îöåíîê, óñòàíîâëåííûõ â ïàðàãðàôàõ 2.1 è 2.3, â íåêîòîðîì ïîä-
õîäÿùåì êëàññå ðàñïðåäåëåíèé. Ýòè îöåíêè ïðèìåíÿþòñÿ çàòåì â
ïàðàãðàôå 2.5 äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè õâîñòà ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, óïðàâëÿåìîãî ðåãåíåðè-
ðóþùèì ïðîöåññîì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Y = {Yn}n>1, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â
ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Y,B), íàçûâàåòñÿ ðåãå-
íåðèðóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 0 = T0 < T1 < T2 < . . . , ïðèíèìàþùèõ íàòó-
ðàëüíûå çíà÷åíèÿ, òàêèõ ÷òî äëÿ σn = Tn−Tn−1, n > 1 ñëó÷àéíûå
âåêòîðà

{σn, YTn−1+1, . . . , YTn}, n > 1
íåçàâèñèìû ïðè n > 1 è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ïðè n > 2.
Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóëèðîâîê è äîêàçàòåëüñòâ ìû ðàññìàòðèâà-
åì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûé öèêë {σ1, Y1, . . . , YT1} èìååò òî æå
ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ïîñëåäóþùèå.

Äëÿ êàæäîãî n > 1 ââåäåì ñåìåéñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξy

n}y∈Y , íå çàâèñÿùèõ îò Y . Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî ñåìåéñòâà {ξy

n}y∈Y íåçàâèñèìû ïî n è ïðè âñåõ n
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξy

n èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fy(x) =
= P(ξy

1 6 x). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, óïðàâëÿåìîå ðå-
ãåíåðèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Y :

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

ξYi
i .

Ïóñòü Mn = max06i6n Si, M = supn>0 Sn. Ìû èçó÷àåì àñèìïòî-
òèêó âåðîÿòíîñòè P(M > x) ïðè x →∞ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ,
ãàðàíòèðóþùèõ, ÷òî M < ∞ ï. í.

Ââåäåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:
(À) F y(x) ∼ c(y)F (x) ïðè x → ∞ äëÿ íåêîòîðîé íåîòðèöà-
òåëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè c(y).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (À) âûïîëíåíî, òî âûïîëíåíî òàêæå ñëåäó-
þùåå óñëîâèå:
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(Á) F y(x) 6 b(y) F (x) ïðè âñåõ x è ïðè âñåõ y ∈ Y äëÿ íåêîòî-
ðîé èçìåðèìîé ôóíêöèè b(y) > c(y).

Îáîçíà÷èì
Bσ1 = max

16k6σ1

b(Yk).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eσ1 < ∞. Ïîëîæèì ïðè êàæäîì B ∈ B

π(B) =
1

Eσ1
E

(
σ1∑

i=1

I{Yi ∈ B}
)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(Â) C =
∫

Y
c(u)π(du) < ∞.

Ïóñòü ESσ1 = −a < 0. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå M < ∞ ï. í.
Â ðàáîòå [18] ïîêàçàíî, ÷òî

P(M > x) ∼ C·Eσ1

a
F s(x), (6)

åñëè èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F s (ðàñïðåäåëåíèå ñ õâîñòîì
F s(x) = min

{
1,

∞∫
x

F (t)dt
}
) ñóáýêñïîíåíöèàëüíî, âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ (À), (Á) è (Â) è åñëè, êðîìå òîãî,
b ≡ sup

y
b(y) < ∞. (7)

Çàìåòèì, ÷òî (7) âëå÷åò Bσ1 6 b ï. í. Â ïðèâîäèìûõ íèæå
òåîðåìàõ ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ âûïîëíåíèÿ
ñîîòíîøåíèÿ (6) â îòñóòñòâèå (7).

Ò å î ð åì à 4. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó
L⋂D è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À) è (Â). Åñëè äëÿ íåêîòîðîé èçìå-
ðèìîé ôóíêöèè b(y) > c(y) âûïîëíåíî óñëîâèå (Á), à òàêæå

EBσ1σ
1+lF +ε
1 < ∞

äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî

lim
x→∞

P(Sσ1 > x)
F (x)

= C·Eσ1. (8)
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Òå î ð åì à 5. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó
SC, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À) è (Â). Åñëè äëÿ íåêîòîðîé èçìåðè-
ìîé ôóíêöèè b(y) > c(y) âûïîëíåíî óñëîâèå (Á), à òàêæå

EeBε
σ1 < ∞, è Ee(1+ε)f(σ1+ε

1 ) < ∞
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ (Á) òåîðåìû 2, òî èìååò ìåñòî (8).

Òå î ð åì à 6. Ïóñòü ESσ1 = −a < 0. Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû 4 èëè òåîðåìû 5

lim
x→∞

P(M > x)
F s(x)

=
C·Eτ1

a
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòà-
ìè, â òåîðåìå 6 óñëîâèå (7) îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè b(y) çàìå-
íåíî íåêîòîðûìè ìîìåíòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà äëèíû öèêëîâ
óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà.

Â ïàðàãðàôå 2.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ êëàññîâ ðàñïðå-
äåëåíèé L⋂D è SC íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî T > 0. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìû ââîäèì äâà êëàññà ðàñïðåäåëåíèé, L∆

⋂D∆ è SC∆,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññàìè êëàññà S∆ (äëÿ êëàññà L∆

⋂D∆

ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 12 ñòàòüè [12], äëÿ êëàññà SC∆ ýòî äîêà-
çàíî â ïàðàãðàôå 2.6 íàñòîÿùåé ðàáîòû). Â ñëó÷àå T = ∞ ýòè
íîâûå êëàññû ñîâïàäàþò ñ êëàññàìè L⋂D è SC, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ïàðàãðàôå 2.6 äëÿ ýòèõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé ïðè 0 < T < ∞
ïðèâîäÿòñÿ ðàâíîìåðíûå ïî x îöåíêè äëÿ îòíîøåíèé (2), óòî÷íÿ-
þùèå (4).

Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé ãëàâû 2 ïðèâåäåíû
â ïàðàãðàôå 2.7.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå àñèìïòî-
òèêè âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â êîíå÷íûé èíòåðâàë äëÿ ìàêñèìóìà
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ äî ìîìåíòà âûõîäà íà îòðèöàòåëüíóþ ïî-
ëóîñü.

Ïóñòü {ξi}∞i=1 �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèåì F . Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

S0 = 0, Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, n > 1. (9)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç
ν = min{n > 1 : Sn 6 0}, Mν = max

06i6ν
Si

ïåðâûé (íèæíèé) ëåñòíè÷íûé ìîìåíò è ìàêñèìóì ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ äî ýòîãî ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Eξ1 = −a < 0. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [9, Ãëàâà XII]), ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå Eν < ∞ è Mν < ∞ ï. í. Â ãëàâå 3 ìû èçó÷àåì ëîêàëüíóþ
àñèìïòîòèêó ðàñïðåäåëåíèÿ Mν , ò. å. àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
âåðîÿòíîñòè P(Mν ∈ (x, x + T ]) ïðè x → ∞, ãäå 0 < T < ∞�
ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå êëàññà ðàñïðåäåëåíèé, ââåäåííîãî
â [20].

Îï ð å ä å ë å í è å 6. Ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó
S ∗, åñëè F (x) > 0 äëÿ âñåõ x è∫ x

0
F (x− y)F (y)dy ∼ 2m+F (x),

ãäå m+ =
∫ ∞

0

F (y)dy < ∞.
Â [10] ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ Mν

(àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè P(Mν > x)). Â ýòîé ðàáîòå (ñì. òàê-
æå èñïðàâëåííûé âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà â [11, òåîðåìà X.9.4])
äîêàçàíî, ÷òî åñëè F ïðèíàäëåæèò S∗, òî

P(Mν > x) ∼ EνF (x) (10)
ïðè x → ∞. Â [19] ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü (10) îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè çàìåíèòü ν íà ïðîèçâîëüíûé ìî-
ìåíò îñòàíîâêè ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Èçâåñòíî (ñì. [20]), ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò
êëàññó S ∗, òî îíî ñóáýêñïîíåíöèàëüíî. Â ãëàâå 3 ââåäåí íî-
âûé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, ÿâëÿþùèéñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì
êëàññà S ∗ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà ∆ = (0, T ]∩ (0,∞).

Î ï ð å ä å ë å í è å 7. Ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó
S∗∆, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó L∆, m+ < ∞ è

∫ x/2

0
F (x− y + ∆)F (y)dy ∼ m+F (x + ∆) ïðè x →∞.
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Â ïàðàãðàôå 3.1 ïðèâîäèòñÿ ðÿä ñâîéñòâ êëàññà S ∗, àíà-
ëîãè÷íûõ îñíîâíûì ñâîéñòâàì êëàññà S∗∆. Â ÷àñòíîñòè, åñ-
ëè ðàñïðåäåëåíèå F ïðèíàäëåæèò êëàññó S∗∆, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
∆-ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
äîêàçàííàÿ â ïàðàãðàôå 3.2.

Ò å î ð åì à 7. Ïóñòü F ∈ S∗∆ è
(
F (x)

)2 = o(F (x + ∆)). Òîãäà
P(Mν ∈ x + ∆) ∼ EνF (x + ∆). (11)

Ïàðàãðàô 3.3 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâà ëåìì, ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ â ïàðàãðàôå 3.1. Â ïàðàãðàôå 3.4 ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâà-
þùèé, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ T = ∞, ïðè T < ∞ àñèìïòîòèêà
(11) ìîæåò íå èìåòü ìåñòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè
ñ êîíå÷íûì ñðåäíèì.

Â ãëàâå 4 ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ âðå-
ìåíè ïåðåñå÷åíèÿ ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöû ñëó÷àéíûì áëóæäà-
íèåì èëè îäíîðîäíûì ïðîöåññîì ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿ-
ìè. Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþ-
ùèå ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ñ òÿæåëûìè, òàê è ñ ëåãêèìè õâîñòàìè.
Â ãëàâå 4 ïðèâîäÿòñÿ òàêæå íîâûå ðåçóëüòàòû î áîëüøèõ óêëî-
íåíèÿõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè, èìåþùèìè
òÿæåëûå õâîñòû.

Ïóñòü {Sn}� ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, îïðåäåëåííîå â (9). Äëÿ
êàæäîãî x > 0 ðàññìîòðèì ìîìåíò îñòàíîâêè

νx = min{n > 1 : Sn < −x}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Eξ1 = −a < 0. Â òàêîì ñëó÷àå νx < ∞ ï. í.
äëÿ ëþáîãî x > 0. Àñèìïòîòèêà äëÿ P(νx > t) ïðè t → ∞ ïðè
ôèêñèðîâàííîì x èçó÷àëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â [16] ïîêàçàíî,
÷òî

P(ν0 > n) ∼ P(Sn > 0)/n,

åñëè ïðàâûå ÷àñòè ïðè ðàçëè÷íûõ n îáðàçóþò ñóáýêñïîíåíöèàëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñì. îïðåäåëåíèå 8 â ñëó÷àå γ = 0). Â
[15] è [14] àñèìïòîòèêà äëÿ νx ïîëó÷åíà â ñëó÷àå x > 0. Â ýòèõ
ðàáîòàõ ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûõ êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ξ1, è

15



äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ êëàññîâ ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü P(νx > n)
àñèìïòîòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíà P(Sn > 0)/n. Â [1] ðàññìîòðåí
ñëó÷àé, êîãäà ξ1 èìååò ñåìèýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ õâîñòîì F (x) = e−xβ l(x), ãäå β ∈ (0, 1), à l(x)�äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî l′(x) =
= o(l(x)/x)). Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè β < 1/2, òî õâîñò
ðàñïðåäåëåíèÿ νx òàêæå ïðîïîðöèîíàëåí P(Sn > 0)/n. Çàìåòèì,
÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå F ÿâëÿåòñÿ ñåìèýêñïîíåíöèàëüíûì ñ ïà-
ðàìåòðîì β < 1/2, òî e−

√
t = o(F (t)) ïðè t →∞ (â ýòîì ñëó÷àå ìû

ãîâîðèì, ÷òî õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ F òÿæåëåå e−
√

t). Àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ νx äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õâîñò
ðàñïðåäåëåíèÿ F ëåã÷å e−

√
t (ò. å. F (t) = o(e−

√
t)), íî òÿæåëåå ëþ-

áîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè áûëî íåèçâåñòíî.
Îäíàêî, êàê ëþáåçíî ñîîáùèë àâòîðó À.À. Ìîãóëüñêèé, èì ïîäãî-
òîâëåíà ê ïå÷àòè ðàáîòà [3], ãäå íåçàâèñèìî íàéäåíà àñèìïòîòèêà
äëÿ P(νx > t) â ñëó÷àå, êîãäà x çàâèñèò îò t, ïðè óñëîâèè, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèå F ÿâëÿåòñÿ ñåìèýêñïîíåíöèàëüíûì ñ ïàðàìåòðîì
β ∈ (0, 1).

Ðàññìîòðèì ïðîöåññû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïóñòü
{Xt}t>0 � îäíîðîäíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.
Äëÿ êàæäîãî x > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç τx = inf{t > 0 : Xt < −x}
âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû −x. Âñþäó â ãëàâå 4 ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî Xt → −∞ ï. í. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ðîãîçèíà (ñì. [7])
Xt → −∞ ï. í. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∫ ∞

1
t−1P(Xt > 0) dt < ∞.

Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî τx ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì:

τx < ∞, Eτx < ∞.

Â ãëàâå 4 èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé
P(τx > t) è P(νx > t) ïðè t →∞

ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x > 0.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
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Îïð å ä å ë å í è å 8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}n>0 ïðèíàäëå-
æèò êëàññó Ss(γ) ñ γ > 0, åñëè an > 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ n è

lim
n→∞ an−1/an = eγ ,

lim
n→∞

a∗2(n)
an

≡ lim
n→∞

∑n
i=0 aian−i

an
= 2d = 2

∞∑

i=0

aie
γi.

Êëàññ Ss := Ss(0) (ñ óñëîâèåì
∑∞

i=0 ai = 1) íàçûâàåòñÿ êëàññîì
ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 4.
Îíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó äëÿ õâîñòîâ ðàñïðåäåëå-
íèé τx è νx ïðè óñëîâèÿõ, îäèíàêîâûõ äëÿ îäíîðîäíûõ ïðîöåññîâ
ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

Ò å î ð åì à 8. Ïóñòü Xt � îäíîðîäíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìû-
ìè ïðèðàùåíèÿìè èëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Ïóñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

P(Xn > 0)
n

, n ∈ N

ïðèíàäëåæèò êëàññó Ss(γ). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ïðè íåêî-
òîðîì α > 0

lim
n→∞

P(Xn > 0)
P(Xn > y)

= eαy

äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî y. Òîãäà, åñëè Xt � îäíîðîäíûé ïðî-
öåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè, òî

P(τx > t) ∼ V (x)e−γ(t−[t]) P(X[t] > 0)
t

äëÿ ëþáîãî x > 0, ÿâëÿþùåãîñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

V (x) ≡




Eτx, åñëè γ = α = 0,

eαx

∫ ∞

0
eγtE{eαNt ; |Nt| 6 x} dt èíà÷å.

Åñëè æå Xn � ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, òî

P(τx > n) ∼ Vrw(x)
P(Xn > 0)

n
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äëÿ ëþáîãî x > 0, ÿâëÿþùåãîñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

Vrw(x) =





Eνx, åñëè γ = α = 0,

eαx
∞∑

k=0

eγkE{eαNk ; |Nk| 6 x} èíà÷å.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè õâîñòîâ
ðàñïðåäåëåíèé τx è νx ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ áîëüøèõ óêëîíåíèé
äëÿ Xn è Sn, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 8 ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó äëÿ
õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè â òàê íà-
çûâàåìîé ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ M/G/1. Íåòðóäíî çàìåòèòü (ýòî
ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.6 äèññåðòàöèè), ÷òî äëÿ ñèñòåìû îáñëóæè-
âàíèÿ M/G/1 äëèòåëüíîñòü ïåðèîäà çàíÿòîñòè ñèñòåìû ñ íà÷àëü-
íîé ðàáîòîé x ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû −x äëÿ
îáîáùåííîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñêà÷-
êàìè è ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäû ïîëó÷å-
íèÿ óêàçàííîé àñèìïòîòèêè íå çàâèñÿò îò òîãî, êàêèå (òÿæåëûå
èëè ëåãêèå) õâîñòû èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ.
Êðîìå òîãî, âïåðâûå óäàëîñü ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó õâîñòà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíîñòè ïåðèîäà çàíÿòîñòè â ñëó÷àå, êîãäà õâîñò
ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ òÿæåëåå ëþáîãî ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî è ëåã÷å, ÷åì e−

√
t.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, çàäà÷à îá àñèìïòîòèêå P(τx > t)
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 8 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ
äëÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ íàõîæäåíèÿ
àñèìïòîòèêè õâîñòà ðàñïðåäåëåíèÿ τx äîñòàòî÷íî íàéòè àñèìïòî-
òèêó

P(S̃n > na + b)
ïðè n → ∞, ãäå a > 0, S̃n =

∑n
i=1 ξ̃i è Eξ̃1 = 0. Èññëåäîâà-

íèþ àñèìïòîòèêè òàêèõ âåðîÿòíîñòåé ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðà-
áîò. Êàê áûëî îòìå÷åíî ìíîãèìè àâòîðàìè, äëÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå
åñòåñòâåííî âûäåëèòü äâà ïîäêëàññà ðàñïðåäåëåíèé ñ òÿæåëûìè
õâîñòàìè: òå, ó êîòîðûõ F (t) = o

(
e−
√

t
)
(õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ F

ëåã÷å, ÷åì e−
√

t) è òå, äëÿ êîòîðûõ e−
√

t = o(F (t)) (õâîñò ðàñïðå-
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äåëåíèÿ F òÿæåëåå, ÷åì e−
√

t). Êàæäûé èç ýòèõ ïîäêëàññîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïàðàãðàôå 4.2 îòäåëüíî. Â ï. 4.2.1
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ õâîñòàìè òÿæåëåå e−

√
t ïðè

íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
P(S̃n > na) ∼ nP(ξ̃1 > na).

Â [4] ýòà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçàíà äëÿ ïðàâèëü-
íî ìåíÿþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé. Â [2] òîò æå ðåçóëüòàò äîêàçàí äëÿ
ñåìèýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàí-
íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäå-
ëåíèé, âêëþ÷àþùåãî êàê ïðàâèëüíî ìåíÿþùèåñÿ, òàê è ñåìèýêñ-
ïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ï.4.2.1 ìû äîêàçûâàåì àñèìïòî-
òè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü P(S̃n > na + b) ∼ nP(ξ̃1 > na + b) ïðè
n → ∞, a > 0 â óñëîâèÿõ, âêëþ÷àþùèõ âñå ðàíåå ðàññìàòðèâàâ-
øèåñÿ ñëó÷àè.

Ò å î ð åì à 9. Ïóñòü Eξ̃1 = 0 è E|ξ̃1|κ < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî
κ ∈ (1, 2]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

F (t− t1/κ)
F (t)

→ 1 ïðè t →∞ (12)

è, êðîìå òîãî,

ε(n) ≡ sup
t>2n1/κ

P(ξ1 > n1/κ, ξ2 > n1/κ, S2 > t)
F (t)

= o

(
1
n

)
(13)

ïðè n →∞. Òîãäà ïðè ëþáûõ a > 0 è b

P(S̃n > na + b) ∼ nP(ξ̃1 > na + b).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ F òÿ-
æåëåå ëþáîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî, íî ëåã÷å, ÷åì e−

√
t. Ìû èñïîëü-

çóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Óòâåðæäåíèå 1. ([8, Òåîðåìà 5a]) Ïóñòü P(ξ̃1 > y) = e−Q(y)

ïðè y →∞ ñ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé Q òàêîé, ÷òî
Q′′(y) íå óáûâàåò ïðè for y > yo è y Q′′(y) ∼ (β − 1)Q′(y) ïðè
y →∞ äëÿ íåêîòîðîãî β ∈ (1/2, 1). Ïîëîæèì

k = max
{

l ∈ {1, 2, . . .} : lim sup
z→∞

Q(z)
zl/(l+1)

> 0
}

.
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Ïóñòü
Eξ̃1 = 0, Eξ̃2

1 = 1, E|ξ̃1|k+3 < ∞,

R(y) = Q(y) +
(t− y)2

2n
−

k∑

i=1

λi−1
(t− y)i+2

ni+1
,

ãäå λi � êîýôôèöèåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êðàìåðà (ñì. [6]).
Ïóñòü y∗�ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ R′(y) = 0. Òîãäà
y∗ 6 t−√n è

P(S̃n > t) ∼ n

√
1

nR′′(y∗)
exp {−R(y∗)} ïðè n →∞ (14)

ðàâíîìåðíî ïî t > 1.6η(n), ãäå η(z) òàêîâà, ÷òî η2(z)
Q(η(z))

∼ z

ïðè z →∞.
Â ïðèâåäåííîì âûøå óòâåðæäåíèè àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè

P(S̃n > t) íàõîäèòñÿ â òåðìèíàõ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåêîòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ, âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî â ÿâíîì âèäå,
âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íîé. Îäíàêî, â ï. 4.2.2 ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè t = na + b ýòà àñèìïòîòèêà ìîæåò áûòü íàé-
äåíà â ÿâíîì âèäå.

Ë åììà 2. Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1 ïîëîæèì t = na + b.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

y(0)
n = na, y(j)

n = y(j−1)
n − nR′(y(j−1)

n ).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî j > 1/(2k)

P(S̃n > na + b) ∼ exp{−R(y(j)
n )} ïðè n →∞.

Â ï.4.2.3 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î áîëüøèõ óêëîíå-
íèÿõ ñóìì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ëåãêè-
ìè õâîñòàìè.

Ïàðàãðàô 4.3 ñîäåðæèò ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 8 è óòâåðæäåíèé
ïàðàãðàôà 4.2. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðà-
ôà 4.3.

Ò å î ð åì à 10. Ïóñòü Xt � îäíîðîäíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìû-
ìè ïðèðàùåíèÿìè èëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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E|X1|κ < ∞ ïðè íåêîòîðîì κ ∈ (1, 2] è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X1 âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ (12) è (13). Ïóñòü EX1 = −a < 0. Òîãäà

P(τx > t) ∼ EτxP(X1 > ta) ïðè t →∞;
P(νx > n) ∼ EνxP(X1 > na) ïðè n →∞.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà õâîñò ðàñïðå-
äåëåíèÿ X1 òÿæåëåå ëþáîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî õâîñòà (ò. å. ðàñ-
ïðåäåëåíèå X1 èìååò òÿæåëûé õâîñò), íî ëåã÷å, ÷åì e−

√
t.

Ò å î ð åì à 11. Ïóñòü Xt � îäíîðîäíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìû-
ìè ïðèðàùåíèÿìè èëè ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
EX1 = −a < 0 è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1 + a
âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5à èç [8]. Òîãäà

P(τx > t) ∼ Eτx

P(X[t] > 0)
[t]

ïðè t →∞;

P(νx > n) ∼ Eνx
P(Sn > 0)

n
ïðè n →∞.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 óêàçàííóþ àñèìïòîòèêó ìîæíî ïîëó÷èòü
â ÿâíîì âèäå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàê íàçûâàåìûé êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé (òà-
êèì ïðèíÿòî íàçûâàòü ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðå-
ìû, ïðèâåäåííîé íèæå). Ïóñòü m(s) = EesX1 � ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ äëÿ X1.

Ò å î ð åì à 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
m′(s) = 0� ñóùåñòâóåò è òàêîâî, ÷òî m′′(α) < ∞. Ïîëîæèì
γ = ln m(α) è σ2(α) =

m′′(α)
m(α)2

−
(m′(α)

m(α)

)2
. Òîãäà

P(τx > t) ∼ V (x)
1√

2πt3/2σ̂(α)α
e−γt ïðè t →∞;

P(νx > n) ∼ 1√
2πn3/2σ̂(α)α

e−γn ïðè n →∞.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàê íàçûâàåìûé ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé,
êîãäà ðàñïðåäåëåíèå X1 èìååò ëåãêèé õâîñò, íî íå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì Êðàìåðà. Äëÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ðåçóëüòàòû

21



î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ Xn èçâåñòíû ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ôóíê-
öèÿ G(x) = eαxP(X1 > x) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ.

Ò å î ð åì à 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
G(x) = eαxP(X1 > x)

ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ñ ïàðàìåòðîì −β, ãäå
2 < β < ∞. Ïóñòü m′(s) 6= 0 ïðè 0 < s 6 α. Ïîëîæèì â =
= (ln m(α))′ è e−γ = m(α). Òîãäà

P(τx > t) ∼ V (x)
1

m(α)
e−γtG(tδ) ïðè t →∞,

P(νx > n) ∼ Vrw(x)
1

m(α)
e−γnG(nδ) ïðè n →∞,

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíòåãðàë
∫ ∞

−∞
yeαy F (dy) êîíå÷åí.
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