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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.
Öåëüþ òåîðèè ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå âåëè÷èíû ðåñóðñîâ,
íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ òåõ èëè èíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
çàäà÷. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ òàêèå,
íàïðèìåð, êàê ìàøèíû Òüþðèíãà, àâòîìàòû, íîðìàëüíûå
àëãîðèòìû, ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ôîðìóëû â
ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ è ò. ä.1) Â êà÷åñòâå îöåíèâàåìûõ ðåñóðñîâ
ðàññìàòðèâàþòñÿ âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ, îáúåì èñïîëüçóåìîé ïà-
ìÿòè, äëèíà ïðîãðàììû è äð. Ïîä ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ ïî-
íèìàåòñÿ âåëè÷èíà ýòîãî ðåñóðñà. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü çàâèñèò
êàê îò ìîäåëè âû÷èñëåíèé, òàê è îò âûáðàííîãî îöåíèâàåìîãî
ðåñóðñà. Îñíîâíûì îáúåêòîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå
âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíèå
íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè â áîëüøèíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ
ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü.
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè óñòàíîâëåíèè íèæíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè íàäî â òîé èëè èíîé ìåðå ïðîñìîòðåòü âñå
âîçìîæíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà è
ïîêàçàòü, ÷òî âû÷èñëèòü ýòîò îáúåêò ñ ìåíüøèìè çàòðàòàìè
íåâîçìîæíî. Ïðè ïîëó÷åíèè íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè
âîçíèêàþò, ðåøàþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ âàæíûå è èíòåðåñíûå
çàäà÷è èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Èçâåñòíî [2, 4, 5, 18, 19], ÷òî âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ
âû÷èñëåíèÿ, òàêèõ êàê ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
êîíòàêòíûå ñõåìû, ôîðìóëû â êîíå÷íûõ áàçèñàõ, âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû, ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ î÷åíü
ñëîæíî (ýêñïîíåíòà îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ ôóíêöèè), òåì íå
ìåíåå, ëèøü äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé äîêàçàíî, ÷òî èõ íåëüçÿ âû÷èñëèòü ñ

1)Âàæíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëîæíîñòü
îáúåêòîâ ïî Êîëìîãîðîâó, ââåäåííàÿ â [3] äëÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè.
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ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ (äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ óäàëîñü ïîëó÷èòü ëèøü ëèíåéíûå îöåíêè) îòíîñèòåëüíî
÷èñëà ïåðåìåííûõ áóëåâîé ôóíêöèè. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ
îòíîñÿòñÿ ðàáîòû À. À. Ðàçáîðîâà [8] è À. Å. Àíäðååâà [1],
â êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå2) íèæíèå
îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
ìîíîòîííîì áàçèñå, ðåàëèçóþùèõ èçâåñòíûå ôóíêöèè.

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè çàâèñèò îò
ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ ñ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ â êëàññå ñõåì èç
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîíòàêòíûõ ñõåì, âåòâÿùèõñÿ
ïðîãðàìì, íî ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé íå ìåíåå ÷åì êâàäðàòè÷íîé
ñëîæíîñòè â êëàññå ôîðìóë â áàçèñå (∨,∧,¬), è äèçúþíêòèâ-
íûìè íîðìàëüíûìè ôîðìàìè íå ìåíåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíîé
ñëîæíîñòè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ òàêèõ
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå
íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè â äàííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé.
Óäîáíûì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè äâîè÷íûõ êîäîâ. Ýòè ôóíêöèè
äåòàëüíî èçó÷àþòñÿ â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, â ÷àñòíîñòè,
â òåîðèè êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè. Èíòåðåñ ê ýòèì
ôóíêöèÿì âûçâàí êàê èõ ñòðóêòóðíûìè ñâîéñòâàìè (îäíèì
èç òàêèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ¾äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíàÿ¿ ðàñïðå-
äåëåííîñòü ìíîæåñòâà åäèíèö çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ýòèõ êîäîâ ïî n-ìåðíîìó áóëåâó êóáó), òàê è
øèðîêèì ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñëîæíîñòè
âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè, à òàê-
æå îïåðàöèè íàä áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
èç ïðîñòî âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïîëó÷àòü ôóíêöèè áîëüøåé
ñëîæíîñòè.

2)Ôóíêöèÿ φ(n) íàçûâàåòñÿ ñâåðõïîëèíîìèàëüíîé, åñëè åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå φ(n) = nψ(n), ãäå ψ(n) →∞ ïðè n →∞.
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Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âû-
÷èñëåíèé, õîðîøî ìîäåëèðóþùàÿ ðàáîòó êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì, ñîñòîÿùèõ èç óñëîâíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòîò êëàññ ñõåì
àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè.
Ïåðâûìè ðàáîòàìè, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû, áûëè [2, 14, 15].

Äåòåðìèíèðîâàííîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé îò ïåðå-
ìåííûõ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
öèêëîâ ñ îäíîé âõîäíîé âåðøèíîé è äâóìÿ âûõîäíûìè
âåðøèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ïîìå÷åíà íóëåì, äðóãàÿ �
åäèíèöåé. Èç êàæäîé âåðøèíû, çà èñêëþ÷åíèåì âûõîäíûõ,
âûõîäèò ðîâíî äâå äóãè, îäíà èç êîòîðûõ ïîìå÷åíà íóëåì,
äðóãàÿ � åäèíèöåé. Âñå íåâûõîäíûå âåðøèíû ïîìå÷åíû
ïåðåìåííûìè èç ìíîæåñòâà {x1, . . . , xn}.

Ïîä ñëîæíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîé âåòâÿùåéñÿ ïðî-
ãðàììû ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî âåðøèí ïðîãðàììû, ïîìå÷åííûõ
ïåðåìåííûìè.

Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà
íàáîðå (a1, . . . , an), åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü îò âõîäíîé âåðøèíû
ê âûõîäíîé âåðøèíå, ïîìå÷åííîé åäèíèöåé, êîòîðûé èç
âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ïåðåìåííîé xi, ïðîõîäèò ïî äóãàì, ïî-
ìå÷åííûõ ai. ×åðåç BP(f) îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé
äåòåðìèíèðîâàííîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé
ôóíêöèþ f . Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ ìîæ-
íî âû÷èñëèòü äåòåðìèíèðîâàííîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé,
ñëîæíîñòü êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäèò 2n/n.

Â íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàììàõ íåêîòîðûå âåðøè-
íû ñòàíîâÿòñÿ íåïîìå÷åííûìè è èç êàæäîé òàêîé âåðøèíû
âûõîäèò ðîâíî äâå íåïîìå÷åííûå äóãè.

Áóëåâà ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà íàáîðå
(a1, . . . , an), åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü îò âõîäíîé âåðøèíû ê
âûõîäíîé âåðøèíå, ïîìå÷åííîé åäèíèöåé, êîòîðûé èç âåðøèí,
ïîìå÷åííûõ ïåðåìåííîé xi, ïðîõîäèò ïî äóãàì, ïîìå÷åííûõ
ai. Ïîä ñëîæíîñòüþ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû ïî-
íèìàåòñÿ ÷èñëî âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ïåðåìåííûìè. ×åðåç
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NBP(f) îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé íåäåòåðìèíèðî-
âàííîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ f .
Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî âû÷èñëèòü
íåäåòåðìèíèðîâàííîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé, ñëîæíîñòü
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò C2n/2, ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ
(ýòà îöåíêà ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà Î. Á. Ëóïàíîâà äëÿ
êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõåì [4]).

Â äàëüíåéøåì ïîä ïðîãðàììàìè áóäóò ïîíèìàòüñÿ
òîëüêî âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû è ïîýòîìó ñëîâî ¾âåòâÿùàÿñÿ¿
÷àñòî áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Íàèëó÷øèìè èçâåñòíûìè íèæíèìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè
äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì,
âû÷èñëÿþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ
ôóíêöèé, ÿâëÿþòñÿ îöåíêè Ω(n2/ log2 n) è Ω(n3/2/ log n)
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îöåíêè ïîëó÷åíû â [16] ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà Íå÷èïîðóêà. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ìîùíîñòíûõ
ñîîáðàæåíèÿõ è ïðèìåíèì òîëüêî ê ôóíêöèÿì ñïåöèàëüíîãî
âèäà, âû÷èñëèìûõ â òåõ ìîäåëÿõ, äëÿ êîòîðûõ ñëîæíîñòü
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ïîìå÷åííûõ ïåðåìåííû-
ìè (êîíòàêòíûå ñõåìû, ôîðìóëû, âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû è
ò. ä.). Èç îöåíêè À. À. Ðàçáîðîâà äëÿ êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ
ñõåì [9] ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà Ω(n log log log∗ n)3) äëÿ
ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
ñèììåòðè÷åñêèå áóëåâû ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ ôóíêöèþ ãîëîñî-
âàíèÿ. Å. À. Îêîëüíèøíèêîâîé [32, 34] ïîëó÷åíû íèæíèå îöåí-
êè âèäà Ω(n log n/ log log n) ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ
Ðèäà�Ìàëëåðà. Òàêàÿ æå îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ñëîæíî-
ñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ íåêîòîðûå
ñèììåòðè÷åñêèå áóëåâû ôóíêöèè, âêëþ÷àÿ ôóíêöèþ ãîëî-
ñîâàíèÿ [11], à òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ

3) Ïóñòü ôóíêöèÿ t(x) îò íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà x îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùåé ðåêóðñèåé: t(0) = 1, t(x + 1) = 2t(x). Ïîëîæèì log∗n =
max{x|t(x) ≤ n}.
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Áîóçà�×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà [25]. Êðîìå òîãî, èç îöåíêè
äëÿ ãëóáèíû äåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû [10] ñëåäóåò
íåëèíåéíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâó ôóíêöèþ, âûðàæàþùóþ
íåêîòîðîå ñâîéñòâî ïàð ÷èñåë.

Èçó÷àþòñÿ òàêæå âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè íà ñòðóêòóðó ñõåì. Îäíî èç òàêèõ îãðàíè÷åíèé �
îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ïðîâåðîê ïåðåìåííûõ â öåïè, êîãäà
â ëþáîé öåïè, èäóùåé îò âõîäíîé âåðøèíû ê âûõîäíîé,
âåðøèíû, ïîìå÷åííûå ëþáîé ïåðåìåííîé, âñòðå÷àþòñÿ íå
áîëåå k ðàç. Òàêèå ïðîãðàììû íàçûâàþòñÿ âåòâÿùèìèñÿ
k-ïðîãðàììàìè (k-ïðîãðàììàìè). ×åðåç BPk(f) è NBPk(f)
îáîçíà÷èì ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííîé è
íåäåòåðìèíèðîâàííîé âåòâÿùåéñÿ k ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
ôóíêöèþ f .

Ïîëó÷åíû ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé äåòåðìèíèðîâàííûìè
k-ïðîãðàììàìè ïðè k ≤ log n/ log log n [25] è íåäåòåðìèíèðî-
âàííûìè k-ïðîãðàììàìè ïðè k ≤ log n [12].

Òàê êàê îäíó è òó æå ôóíêöèþ ìîæíî âû÷èñëèòü
k-ïðîãðàììàìè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè k, âîçíèêàåò âîïðîñ
î ñîîòíîøåíèè ñëîæíîñòåé k1- è k2-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
îäíó è òó æå áóëåâó ôóíêöèþ ïðè k1 6= k2. Â ðÿäå ðàáîò
ïîêàçàíî, ÷òî ñëîæíîñòè 1- è 2-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
îäíó è òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ
â ñâåðõïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ðàç (ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ
áóëåâîé ôóíêöèè) [13, 24, 37]).

Â [28] êîíñòðóêòèâíî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî k, k ≥ 2, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóëåâûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ ôóíêöèè èç ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, â ñâåðõïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ðàç (ïî ÷èñëó
ïåðåìåííûõ ôóíêöèè) ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûõ (k ln k/ ln 2 + C)-ïðîãðàìì (ãäå C � êîíñòàíòà,
íå çàâèñÿùàÿ îò k), âû÷èñëÿþùèõ òó æå ôóíêöèþ. Îöåíêà
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áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ
íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè âåòâÿùèõñÿ k-ïðîãðàìì èç [25].
Ïîçäíåå Äæ. Òõàòõà÷àðîì [20] áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóëåâûõ ôóíêöèé, ÷òî ñëîæíîñòü
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ ôóíêöèè
èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â ñâåðõïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî
ðàç (ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ ôóíêöèè) ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòü
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ (k + 1)-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ òó æå
ôóíêöèþ (îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èç [12]).

Àâòîðîì äèññåðòàöèè [25, 32] ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîç-
âîëÿþùèé ñâîäèòü ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè
ïðîãðàìì áåç îãðàíè÷åíèé íà ñòðóêòóðû, âû÷èñëÿþùèõ
áóëåâû ôóíêöèè, ê ïîëó÷åíèþ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè
k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ ïîäôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîé
ôóíêöèè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü
íåëèíåéíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ
Ðèäà�Ìàëëåðà. Ñõåìû ñ îãðàíè÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàëèñü
â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ. Ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæíèå
îöåíêè äëÿ ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìîíîòîííîì
áàçèñå áûëè ïîëó÷åíû À. À. Ðàçáîðîâûì [8] è À. À. Àíäðååâûì
[1]. Êðîìå òîãî, Ñ. Â. Êóçíåöîâ, Å. À. Îêîëüíèøíèêîâà,
À. Ê. Ïóëàòîâ, Ã. À. Òêà÷åâ è äð. ïîëó÷èëè ñâåðõïîëèíîìèàëü-
íûå íèæíèå îöåíêè äëÿ ñõåì ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà
ñòðóêòóðó. Òåì íå ìåíåå, ìåòîä, èçëîæåííûé â äèññåðòàöèè,
ÿâëÿåòñÿ, âèäèìî, ïåðâûì ìåòîäîì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
óäàëîñü ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå íèæíèå îöåíêè äëÿ ñõåì
áåç îãðàíè÷åíèé, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóÿ íèæíèå îöåíêè
ñëîæíîñòè ñõåì ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Ñ ðàññìîòðåíèåì ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ñëîæíîñòü
âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñâÿçàíî ðàññìîòðåíèå îïåðà-
öèé íàä áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èç ïðîñòî
âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé ïîëó÷àòü ñëîæíî âû÷èñëèìûå, â òîì
÷èñëå è â êëàññå ïðîãðàìì. Â [6, 7] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà åäèíèö
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áóëåâîé ôóíêöèè íà ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ýòîé ôóíêöèè
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ ôóíêöèè, è
ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé, ñëîæíîñòü
âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ êàê êîíòàêòíûìè ñõåìàìè, òàê è
ôîðìóëàìè â ëþáîì êîíå÷íîì áàçèñå ñóùåñòâåííî ìåíü-
øå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè ýòèõ
ôóíêöèé ïî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ òàêèìè
æå ñõåìàìè. Â äèññåðòàöèè ïîñòðîåí àíàëîãè÷íûé ïðèìåð
ôóíêöèè äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì.

Â [30] áûëà ââåäåíà îïåðàöèÿ ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ
áóëåâîé ôóíêöèè. Ìîíîòîííîå ðàñøèðåíèå áóëåâîé ôóíêöèè
f � ýòî ìîíîòîííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
åäèíèö, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f . Â äèññåðòàöèè
ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàöèÿ ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ
ôóíêöèè, è ïîñòðîåíû ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ êîíòàêòíûìè ñõåìàìè,
ôîðìóëàìè â ëþáîì êîíå÷íîì áàçèñå, âåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàì-
ìû ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìîíîòîííîãî
ðàñøèðåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Óêàæåì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ.

� Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñâåðõ-
ïîëèíîìèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì. Ñ
åãî ïîìîùüþ ïîëó÷åíà ñâåðõïîëèíîìèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà
ñëîæíîñòè âåòâÿùèõñÿ k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ Áîóçà�×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà
(Á×Õ�êîäû)

� Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ ñâåðõ-
ïîëèíîìèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè âåòâÿùèõñÿ
k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè, êîòîðàÿ (ìî-
äèôèêàöèÿ) ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæ-
íèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïåðå-
ìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì ãðàôîâ, ãèïåðãðàôîâ è
èíûõ îáúåêòàõ, èìåþùèõ ìíîãîìåðíóþ ïðèðîäó. Ïîëó÷åíà

9



ñâåðõïîëèíîìèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñâîéñòâà ãèïåðãðàôîâ íå ñî-
äåðæàòü èçîëèðîâàííûõ âåðøèí. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k, k ≥ 2, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóëåâûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
k-ïðîãðàìì â ñâåðõïîëèíîìèàëüíîå (ïî ÷èñëó ïåðåìåí-
íûõ áóëåâîé ôóíêöèè) ÷èñëî ðàç ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòü
dk ln k/ ln 2 + Ce-ïðîãðàìì (C � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò
k), âû÷èñëÿþùèõ ôóíêöèè èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

� Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ íèæíèõ îöå-
íîê ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè. Ñ åãî ïîìîùüþ
ïîëó÷åíà îöåíêà Ω(n log n/ log log n) äëÿ ñëîæíîñòè äåòåðìè-
íèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà è Á×Õ�
êîäîâ (ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ýòèõ êîäîâ).

� Ââåäåíà îïåðàöèÿ ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ áóëåâîé
ôóíêöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàöèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ è ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè ìîãóò
ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó ðîñòó ñëîæíîñòè ñõåì, âû÷èñëÿ-
þùèõ áóëåâû ôóíêöèè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèÿ,
â òîì ÷èñëå, äëÿ ïðîãðàìì è äëÿ k-ïðîãðàìì. Óêàçûâàåòñÿ
íà ñâÿçü ìåæäó îïåðàöèåé ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ è
ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìå-
òîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ ñëîæíîñòè
áóëåâûõ ôóíêöèé.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà
ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: êîíôåðåíöèè
¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (Èðêóòñê, 1986;
Ãîðüêèé, 1988; Íèæíèé Íîâãîðîä, 1999; Êàçàíü, 2002; Ïåíçà,
2005), III êîíôåðåíöèÿ ïî ïðèêëàäíîé ëîãèêå (Íîâîñèáèðñê,
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1992), V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèñêðåòíûå ìîäåëè
â òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿ (Ðàòìèíî, 2003), III Ìåæ-
äóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ¾Stochactic algorithms: foundations
and applications¿ (SAGA 2005) (Ìîñêâà, 2005), Ðîññèéñêàÿ
êîíôåðåíöèÿ ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿
(Íîâîñèáèðñê, 2002, 2004), 11-ûé Ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì
åå ïðèëîæåíèÿ¿ (Ìîñêâà, 1993, 2004), Âñåñîþçíûå è Ìåæäóíà-
ðîäíûå øêîëû-ñåìèíàðû ¾Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ
ñèñòåì¿ (Ëüâîâ, 1988; Íèæíèé Íîâãîðîä, 1998; Íèæíèé
Íîâãîðîä, 2000; Ïåíçà, 2001; Íèæíèé Íîâãîðîä, 2003; Íîâîñè-
áèðñê, 2004), øêîëà-ñåìèíàð ¾Ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé¿
(Êàçàíü, 1999), V Ñèáèðñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-ñåìèíàð ¾Êîì-
ïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü è êðèïòîãðàôèÿ¿ SIBERCRYPT'06
(Øóøåíñêîå, 2006), â Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì öåí-
òðå èì. Ñ. Áàíàõà (Âàðøàâà, 1991), íà ñåìèíàðàõ ¾Complexity
of Boolean functions¿ (Dagstuhl, 1999, 2001), â ÌÃÓ íà ñåìè-
íàðå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè¿ (ðóêîâîäèòåëü
Î. Á. Ëóïàíîâ), íà ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç¿ Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëè
À. À. Åâäîêèìîâ è À. Ä. Êîðøóíîâ).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 28
ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 123
íàèìåíîâàíèé. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè � 185 ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â ãëàâå 1 äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ
ïî ñëîæíîñòè âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì, óêàçûâàåòñÿ íà ñâÿçü
âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè âû÷èñëåíèé.

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæ-
íèõ îöåíîê ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðî-
âàííûõ k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè. Ýòîò ìå-
òîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæíèå îöåíêè
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ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé k-ïðîãðàììàìè äëÿ
çíà÷åíèé k, íå ïðåâûøàþùèõ O(log n/ log log n).

Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü P � ïðî-
ãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ f îò N ïåðåìåííûõ.
Åñëè f(a1, . . . , aN) = 1, òî â P ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí
ïóòü îò âõîäíîé âåðøèíû ê âûõîäíîé âåðøèíå, ïîìå÷åííîé
åäèíèöåé, â êîòîðîì êàæäàÿ äóãà, âûõîäÿùàÿ èç âåðøèíû,
ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé xi, ïîìå÷åíà ñèìâîëîì ai. Ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå íàáîðó (a1, . . . , aN) îäèí èç òàêèõ ïóòåé.
Íà ýòîì ïóòè âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí.
Ìîùíîñòè âûáðàííûõ ïîäìíîæåñòâ çàâèñÿò òîëüêî îò çàðàíåå
âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ è ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äëèíà
ïóòè. Ñ êàæäûì òàêèì ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí àññîöèèðóåòñÿ
ôóíêöèÿ fi, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ýòîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí
ïðîãðàììû P . Ïðè ýòîì f = ∨fi. Åñëè ÷èñëî åäèíèö
êàæäîé ôóíêöèè fi íå î÷åíü áîëüøîå, à ÷èñëî åäèíèö
ôóíêöèè f âåëèêî, òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí,
êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèíèöàì áóëåâîé ôóíêöèè,
âåëèêî. Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñíèçó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
âåðøèí ïðîãðàììû. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà áûëè ïîëó÷åíû
ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì,
âû÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Á×Õ�êîäîâ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè
f(Y ), |Y | = n, â âèäå

f(Y ) =
A∨

j=1

f 1
j (Y 1

j ∪ Y 0
j ) ∧ f 2

j (Y 2
j ∪ Y 0

j ),

ãäå Y 1
j , Y 2

j è Y 0
j � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà; Y = Y 1

j ∪
Y 2

j ∪ Y 0
j ; |Y | = n, |Y 1

j | ≥ m1, |Y 2
j | ≥ m2, |Y 0

j | = n− |Y 1
j | − |Y 2

j |.
Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ â ýòîì

ïðåäñòàâëåíèè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A(f ; n,m1,m2). Ýòî ÷èñëî
çàâèñèò òîëüêî îò ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè è îò âûáðàííûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ m1 è m2. Äîêàçàíà òåîðåìà 2.2,
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ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ñíèçó ñëîæíîñòü k-ïðîãðàìì, âû÷èñ-
ëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ âåëè÷èíó A(f ; n,m1,m2).
×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé òåîðåìû ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿ m1

è m2 ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ñëîæíîñòè k-ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé
áóëåâó ôóíêöèþ f , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ îò n ïåðåìåííûõ:

NBPk(f) ≥ max

{
n;

1

8
√

k
· (A(f ; n, m1,m2))

1/(4k)

}
,

ãäå m1 =
⌈
n
/ (

2(ke)k
)⌉

, m2 = dn/(k + 1)e (ñëåäñòâèå 2.1).
Ìîæíî ïðåäëîæèòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ

íèæíåé îöåíêè äëÿ âåëè÷èíû A(f ; n,m1,m2) [25, 26]. Â
äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà. Ñðåäè âñåõ
i-ìåðíûõ ãðàíåé áóëåâà êóáà ðàçìåðíîñòè n âûäåëÿåòñÿ ãðàíü,
â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åäèíèö ôóíêöèè f .
×èñëî åäèíèö â òàêîé ãðàíè îáîçíà÷èì ÷åðåç Hi(f). Â ëåììå
2.5 ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà A(f ; n,m1,m2) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

A(f ; n,m1,m2) ≥ |f−1(1)|
2n−m1−m2Hm1(f)Hm2(f)

.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè
k-ïðîãðàìì, èñïîëüçóÿ âåëè÷èíó Hi(f) (òåîðåìà 2.4). ×àñòíûì
ñëó÷àåì ýòîé òåîðåìû ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ m1 è m2 ÿâ-
ëÿåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
áóëåâó ôóíêöèþ f , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ îò n ïåðåìåííûõ,

NBPk(f) ≥ max

{
n;

1

8
√

k
·
( |f−1(1)|

2n−m1−m2Hm1(f)Hm2(f)

)1/(4k)
}

,

ãäå m1 =
⌈
n
/ (

2(ke)k
)⌉

, m2 = dn/(k + 1)e (ñëåäñòâèå 2.3).
Èñïîëüçóÿ ýòè ðåçóëüòàòû, áûëè ïîëó÷åíû ñâåðõïî-

ëèíîìèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì, âû-
÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèé Á×Õ�êîäîâ B2r+1
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ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ êîäîâ. À èìåííî,
áûëî ïîêàçàíî (òåîðåìà 2.5), ÷òî ïðè k = bC ln n/ ln ln nc,
ãäå 0 < C < 1 � êîíñòàíòà, ñóùåñòâóþò Á×Õ-êîäû
ñ ïàðàìåòðàìè

(
n, 2n

(n+1)rn , 2rn + 1
)
, ãäå rn = n(1−C)/2 ·

exp
(

C ln n
2 ln ln n

· ln ln ln n + O
(

ln n
ln ln n

))
, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü

òîëüêî k-ïðîãðàììàìè, ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå ìåíüøå ÷åì
exp(n(1−C)/2). Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äåòåðìèíèðîâàííûå
ïðîãðàììû ñëîæíîñòè íå áîëåå n2, êîòîðûå âû÷èñëÿþò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèõ êîäîâ (ëåììà 2.7).

Ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãëàâû 2 íå âñåãäà ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü âûñîêèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì,
âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè. Â ãëàâå 3 ïðåäëîæåíà
ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü ñâåðõïîëèíîìè-
àëüíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì ãðàôîâ,
ãèïåðãðàôîâ è èíûõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ ìíîãîìåðíóþ ïðè-
ðîäó. Ââîäèòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ Fn,s îò N =

(
n
s

)
áóëåâûõ

ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì ãèïåðãðàôà, ïîëó÷åíà
âûñîêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþ-
ùèõ ôóíêöèþ Fn,s (òåîðåìà 3.2). À èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
k(n) < C1 ln n/ ln ln n, ãäå C1 < 1/2 � êîíñòàíòà, ñëîæíîñòü
íåäåòåðìèíèðîâàííîé k-ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ
Fn,s, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ íå ìåíüøå ÷åì
exp (3n1−2C1) (ñëåäñòâèå 3.3).

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Fn,s ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî k, k ≥ 2, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóëåâûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûõ k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ êàæäóþ ôóíêöèþ èç ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â ñâåðõïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ðàç (ïî
÷èñëó ïåðåìåííûõ áóëåâîé ôóíêöèè) ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòü
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ dk ln k/ ln 2 + Ce-ïðîãðàìì (ãäå C �
êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò k), âû÷èñëÿþùèõ òó æå ôóíêöèþ
(òåîðåìà 3.3).

Â ãëàâå 4 äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ

14



íåëèíåéíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ ïðîãðàìì áåç
îãðàíè÷åíèé. Ýòîò ìåòîä ñâîäèò ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè ïðîãðàìì áåç îãðàíè÷åíèé, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû
ôóíêöèè, ê ïîëó÷åíèþ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ïðîãðàìì
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷èñëî ïðîâåðîê êàæäîé èç ïåðåìåííîé
â ëþáîé öåïè (k-ïðîãðàìì), âû÷èñëÿþùèõ ïîäôóíêöèè
ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè (òåîðåìà 4.1).

Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü P
� ïðîèçâîëüíàÿ ïðîãðàììà, âû÷èñëÿþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ
f(x1, x2, . . . , xn). Åñëè äëÿ êàêîé-òî ïåðåìåííîé xi ÷èñëî
ïðîâåðîê ïî ýòîé ïåðåìåííîé â íåêîòîðîé öåïè (ïóòè) îò
âõîäíîé âåðøèíû ê âûõîäíîé ïðåâûøàåò k(n), ãäå k(n) →
∞ ïðè n → ∞, è ÷èñëî òàêèõ ïåðåìåííûõ íå î÷åíü ìàëî,
òî ñëîæíîñòü ïðîãðàììû P íå ìîæåò áûòü ìàëîé. Åñëè
÷èñëî òàêèõ ïåðåìåííûõ ìàëî, òî ýòè ïåðåìåííûå ìîæíî
¾çàáèòü¿ êîíñòàíòàìè, ÷òî ïîçâîëèò îò ïåðâîíà÷àëüíîé
ñõåìû P ïåðåéòè ê ñõåìå P ′ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷èñëî
ïðîâåðîê êàæäîé ïåðåìåííîé â öåïè, ò. å. ðàññìîòðåòü
âû÷èñëåíèå íåêîòîðîé ïîäôóíêöèè ôóíêöèè f âåòâÿùåéñÿ
k(n)-ïðîãðàììîé. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ ïîäôóíêöèè áóëåâîé
ôóíêöèè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé
â ãëàâàõ 2, 3 äèññåðòàöèè, òàê è ïîäõîä À. Áîðîäèíà,
À. Ðàçáîðîâà è Ð. Ñìîëåíñêîãî [12, 20].

Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.1 è òåîðåìû 2.2
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåëèíåéíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè
âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ áóëåâû ôóíêöèè, èñõîäÿ
èç ñëîæíîñòè ïîêðûòèé ìíîæåñòâà åäèíèö áóëåâîé ôóíêöèè
ôóíêöèÿìè îïðåäåëåííîãî âèäà (òåîðåìû 4.2, 4.3 è 4.4)
èëè èñõîäÿ èç ÷èñëà åäèíèö áóëåâîé ôóíêöèè â ãðàíÿõ
îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè (òåîðåìû 4.5, 4.6 è 4.7). Â ÷àñò-
íîñòè, â òåîðåìå 4.6 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü NBP(gn)
ëþáîé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ïðîãðàììû (áåç îãðàíè÷åíèé),
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âû÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ gn(Xn), óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

NBP(gn)

≥ min

{
Cnk(n),

1

8
√

k
·
( |g−1

n (1)|
2n−m1−m2Hm1(gn)Hm2(gn)

)1/(4k)
}

,

ãäå k(n) � ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ, C � êîíñòàíòà, m1 =⌈d(1− C)ne/ (
2(ke)k

)⌉
, m2 = dd(1− C)ne/(k + 1)e. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ýòó òåîðåìó äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè, íóæíî
èìåòü êàê ¾õîðîøóþ¿ íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà åäèíèö ôóíêöèè,
òàê è ¾õîðîøóþ¿ âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà åäèíèö â ïîäêóáàõ
ðàçìåðíîñòè m1 è m2.

Ïðèìåíåíèå òåîðåì 4.5, 4.6 è 4.7 ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü
íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì,
âû÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ Ðèäà�Ìàë-
ëåðà R(u,m) äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðà ïàðàìåòðîâ ýòèõ êîäîâ
(òåîðåìû 4.10, 4.12). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà
åäèíèö êîäà Ðèäà�Ìàëëåðà â ïîäêóáàõ ðàçìåðíîñòè i èñïîëü-
çóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïî îáîáùåííûì âåñàì Õåììèíãà èç [23].
Ïðèâåäåíà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ
Ðèäà�Ìàëëåðà (òåîðåìà 4.13). Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè
NBP(R(um, m)) âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
êîäà R(um−C0 ,m), ãäå C0 ≥ 3 � êîíñòàíòà, èìååò ìåñòî îöåíêà

n log n/ log log n ¹ NBP(R(um−C0 , m)) ¹ n logC0−1 n,

ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôóíêöèè R(um−C0 ,m)
Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò áóëåâû ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ

ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.1 äèññåðòàöèè è ïîäõîäà èç [25,
32] äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè k-ïðîãðàìì
äàåò ëó÷øèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïðîãðàìì áåç îãðàíè÷åíèé,
âû÷èñëÿþùèõ ýòè ôóíêöèè, ÷åì ïðèìåíåíèå òåîðåìû 4.1 è
ïîäõîäà À. Áîðîäèíà, À À. Ðàçáîðîâà, Ð. Ñìîëåíñêîãî [12, 20].
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È íàîáîðîò, èçâåñòíû ïðèìåðû áóëåâûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
èìååò ìåñòî îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå, à èìåííî ïðèìåíåíèå
òåîðåìû 4.1 è ïîäõîäà À. Áîðîäèíà, À À. Ðàçáîðîâà,
Ð. Ñìîëåíñêîãî [12, 20] äàåò ëó÷øèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè
ïðîãðàìì áåç îãðàíè÷åíèé, âû÷èñëÿþùèõ ýòè ôóíêöèè, ÷åì
ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 4.1 è ïîäõîäà èç [25, 32]
(ñëåäñòâèå 4.2).

Ïîëó÷åíû íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïðîãðàìì, âû-
÷èñëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè êîäîâ ñ áîëüøèì
÷èñëîì âåðøèí (âêëþ÷àÿ êîäû Áîóçà�×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà)
(òåîðåìà 4.14 è ñëåäñòâèå 4.5). Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå íèæíèå
îöåíêè Ω(n ln n/ ln ln n)) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
êîäîâ îêàçûâàþòñÿ áëèçêè ê âåðõíèì îöåíêàì (ñëåäñòâèå 4.4).

Â ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîåêöèè è ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ïðîåêöèþ
áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, ..., xn) ïî ïåðåìåííûì xi1 , ..., xik áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pfxi1

,...,xik
(xj1 , ..., xjn−k

), ãäå {j1, ..., jn−k} =

{1, 2, ..., n} \ {i1, ..., ik}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî il = l äëÿ l = 1, ..., k. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

Pfx1,...,xk
(xk+1, ..., xn) =

∨
σ1,...,σk

f(σ1, ..., σk, xk+1, ..., xn),

ãäå σi ∈ {0, 1} ïðè i = 1, ..., k.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé

îò n ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòü ïðîåêöèè ìåíüøå ñëîæíîñòè
ôóíêöèè äëÿ îñíîâíûõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðîåêöèè
êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå ñàìèõ ôóíêöèé.
Â ãëàâå 5 ñòðîèòñÿ ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíê-
öèé, ïðîåêöèÿ êàæäîé èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî
ñëîæíåå ñàìîé ôóíêöèè â êëàññå ôîðìóë â êîíå÷íîì áàçèñå,
â êëàññå êîíòàêòíûõ ñõåì, â êëàññå äåòåðìèíèðîâàííûõ è
íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì, à òàêæå äåòåðìèíèðîâàííûõ
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è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ k-ïðîãðàìì ïðè k ≥ 2 (òåîðåìà 5.1).
Äîñòàòî÷íî âûñîêèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ñõåì,
âû÷èñëÿþùèõ ïðîåêöèè ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, ïîëó-
÷åíû ìåòîäîì Íå÷èïîðóêà. Âìåñòå ñ òåì ñàìà èñõîäíàÿ
ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Â êëàññå íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûõ 1-ïðîãðàìì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè
áóëåâîé ôóíêöèè íå ïðåâûøàåò ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñàìîé
ôóíêöèè (òåîðåìà 5.2).

Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé áóëåâîé
ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ¾áîëüøîé¿ ðàçðûâ (áîëåå ÷åì êâàä-
ðàòè÷íûé îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè NBP(f)) ìåæäó ñëîæíî-
ñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì,
âû÷èñëÿþùèõ ýòó ôóíêöèþ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð
òàêîé ôóíêöèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ¾áîëüøîé¿ ðàçðûâ ìåæäó
ñëîæíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííûõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ
ýòó ôóíêöèþ, è ñëîæíîñòüþ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ åå
ïðîåêöèþ (òåîðåìà 5.3).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xk) ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííûì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f(x1, . . . , xk), åñëè
g(β1, . . . , βk) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé íàáîð (α1, . . . , αk), ÷òî (α1, . . . , αk) ¹ (β1, . . . , βk)
è f(α1, . . . , αk) = 1. (Çäåñü, êàê îáû÷íî, (α1, . . . , αk) ¹
(β1, . . . , βk) îçíà÷àåò, ÷òî α1 ≤ β1, . . . , αk ≤ βk.) Òàêèì
îáðàçîì, ìîíîòîííîå ðàñøèðåíèå áóëåâîé ôóíêöèè f � ýòî
ìîíîòîííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì åäèíèö,
ñðåäè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ åäèíèöû ôóíêöèè f .

Äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ñëîæíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè íå ìîæåò
áûòü ñóùåñòâåííî ñëîæíåå ñàìîé ôóíêöèè äëÿ áîëüøèí-
ñòâà êëàññîâ ñõåì (ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
êîíòàêòíûå ñõåìû, ôîðìóëû â êîíå÷íûõ áàçèñàõ è äð.).
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðèìåðû ôóíêöèé, äëÿ
êîòîðûõ äîêàçàíî, ÷òî ñëîæíîñòü ñõåì òîãî èëè èíîãî òèïà,
âû÷èñëÿþùèõ ýòè ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî ìåíüøå ñëîæíîñòè
ñõåì èç òîãî æå êëàññà, âû÷èñëÿþùèõ ìîíîòîííîå ðàñøèðåíèå
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ýòîé ôóíêöèè. Â ãëàâå 5 ñòðîèòñÿ ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òàêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ÷òî ìîíîòîííîå ðàñøèðåíèå êàæäîé
ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå ñàìîé ôóíêöèè â
êëàññå ôîðìóë íàä êîíå÷íûì áàçèñîì, â êëàññå êîíòàêòíûõ
ñõåì, â êëàññå äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
ïðîãðàìì, à òàêæå äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðî-
âàííûõ k-ïðîãðàìì ïðè k ≥ 2 (òåîðåìà 5.4). Äîñòàòî÷íî
âûñîêèå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè äëÿ ñõåì, âû÷èñëÿþùèõ
ìîíîòîííîå ðàñøèðåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû
ìåòîäîì Íå÷èïîðóêà. Âìåñòå ñ òåì ñàìè èñõîäíûå ôóíêöèè
âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Â òåîðåìå 5.6 óêàçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñâÿçü ìåæäó
îïåðàöèåé ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ è îïåðàöèåé
ìîíîòîííîãî ðàñøèðåíèÿ. À èìåííî, ïðåäëîæåí àëãîðèòì,
ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(X) îò n
ïåðåìåííûõ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ g(X, Y ) îò 2n ïåðåìåííûõ
òàêóþ, ÷òî
1) ñëîæíîñòü åå âû÷èñëåíèÿ íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ f(X) â îñíîâíûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé;
2) ïðîåêöèÿ g(X,Y ) ïî ïåðåìåííûì èç Y ñîâïàäàåò ñ
ìîíîòîííûì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f(X).

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëü-
íîñòü çàâ. ëàáîðàòîðèåé äèñêðåòíîãî àíàëèçà À. À. Åâäîêè-
ìîâó, ä.ô.-ì.í. À. Ä. Êîðøóíîâó è ê.ô.-ì.í. Þ. Ë. Âàñèëüåâó
çà ðÿä öåííûõ ñîâåòîâ è çàìå÷àíèé ïðè íàïèñàíèè äàííîé
äèññåðòàöèè.
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