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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Тематика диссертации. Диссертация посвящена решению некоторых про-

блем из теории вычислимых (конструктивных) моделей. Её основные результаты

относятся к вычислимым булевым алгебрам, хотя некоторые рассматриваемые во-

просы имеют более широкий характер. Теория вычислимых моделей возникла в

50-х годах прошлого века в работах А.И. Мальцева, М. Рабина и др., и с тех пор

активно развивается. Объём литературы, посвящённой этой теме, очень велик. В

качестве наиболее важных и современных источников можно указать [11, 30, 35].

Булевы алгебры, в свою очередь, тоже являются классическим объектом, привле-

кающим внимание математиков уже в течение полутора веков. Попытка собрать

хотя бы основные достижения в этой области привели к появлению в 1989 году

трёхтомного справочника [34].

Вычислимые булевы алгебры нашли многочисленные приложения в теории ал-

горитмов, математической логике, теории моделей и др. областях. Хорошим источ-

ником по этой теме является монография [9], в которой представлены, впрочем,

достижения в первую очередь новосибирского коллектива математиков, являю-

щегося одним из лидеров в данной области. Диссертация является, в частности,

естественным продолжением этой монографии — она отвечает на некоторые по-

ставленные там вопросы и развивает ряд затронутых тем. Неплохим обзором яв-

ляется [31].

Напомним, что модель A конечного языка называется вычислимой, если её но-

ситель — вычислимое подмножество множества натуральных чисел ω, а операции

и предикаты — вычислимые функции на этом подмножестве. В свою очередь, под

вычислимыми функциями понимаются те, которые могут быть вычислены с помо-

щью некоторой машины Тьюринга, а под вычислимыми множествами — облада-

ющие вычислимыми характеристическими функциями. Понятие конструктивной

модели даёт нам другой подход к тому же классу объектов, который фактически

основан на использовании другого языка. Говорим, что произвольная модель A

конструктивизируема, если она изоморфна некоторой вычислимой модели.

Центральными проблемами теории вычислимых моделей являются вопрос о

том, какие модели являются конструктивизируемыми, и насколько велико чис-
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ло различных вычислимых представлений у данной модели. Последнее понятие,

число различных представлений, может пониматься в разных смыслах, и в лите-

ратуре рассматривается несколько подходов, которые сводятся к разным опреде-

лениям “эквивалентных” представлений. В настоящей диссертации используется

наиболее сильный подход: две вычислимые модели A1, A2 считаются “эквивалент-

ными”, если между ними существует вычислимый изоморфизм f : A1 → A2, то есть

изоморфизм, одновременно являющийся вычислимой функцией на носителе A1. В

этом случае мы говорим, что модели A1 и A2 вычислимо изоморфны. Изучение

этой темы было начато А.И. Мальцевым, который в [17] назвал автоустойчивы-

ми те модели, у которых все вычислимые представления вычислимо изоморфны.

Максимальное число вычислимых представлений модели A, которые не являются

вычислимо изоморфными друг другу, называется алгоритмической размерностью

модели A, dimC(A), или авторазмерностью (это понятие было впервые введено в

[7]).

Когда мы говорим о булевых алгебрах, в первую очередь разумно задаться

вопросом об описании тех из них, которые являются конструктивизируемыми. К

сожалению, на данный момент эта задача представляется неразрешимой — этот

класс очень велик, и нет никаких разумных гипотез о его алгебраической характе-

ризации. При этом существует несколько способов сводить проблему такого описа-

ния к некоторым другим: например, булева алгебра A конструктивизируема тогда

и только тогда, когда она может быть порождена некоторым вычислимым линей-

ным порядком (см. [9]). Этот факт позволяет нам свести описание конструктиви-

зируемых булевых алгебр к описанию конструктивизируемых линейных порядков.

К сожалению, последняя задача является ещё более сложной, чем предыдущая.

Точно так же от вычислимых булевых алгебр можно перейти к вычислимым би-

нарным деревьям, или булевым кольцам.

Но при этом для некоторых важных подклассов булевых алгебр ситуация явля-

ется не столь безнадёжной. Например, в [4] было найдено описание конструктиви-

зируемых суператомных булевых алгебр — критерием оказалась конструктивность

ординала, который является естественным рангом алгебры. В [20] была получена

некоторая характеризация конструктивных атомных булевых алгебр: атомная ал-
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гебра A конструктивизируема тогда и только тогда, когда её факторизация по

идеалу Фреше A/F является ∆0
3-конструктивизируемой (т.е. конструктивизируе-

мой с оракулом ∅′′). В [20, 24] было получено ещё несколько результатов, подобных

этому.

Одним из основных результатов диссертации является критерий конструкти-

визируемости для ещё одного широкого класса булевых алгебр — ω-однородных.

Счётная модель A называется ω-однородной, если для любых двух наборов её эле-

ментов ā, b̄ одинаковой длины из элементарной эквивалентности (A, ā) ≡ (A, b̄) сле-

дует изоморфизм (A, ā) ∼= (A, b̄). Отметим, что для произвольной (не обязательно

счётной) модели понятие ω-однородности обычно определяется иначе; в счётном

же случае эти определения равносильны.

Предлагаемый критерий основан на описании произвольных, не обязательно

вычислимых, ω-однородных булевых алгебр, которое было получено в [18]. Про-

блема поиска такого критерия, в частности, формулировалась в сборнике проблем

математической логики [16], частичный ответ (некоторые необходимые и некото-

рые достаточные условия) ранее был дан в [24]. Критерий формулируется в чисто

алгоритмических терминах — с использованием некоторого обобщения известной

иерархии Фейнера ∅(ω)-вычислимых функций ([33]).

С помощью этого критерия в классе ω-однородных булевых алгебр можно легко

повторить построение хорошо известного примера ∅′-вычислимой и неконструкти-

визируемой булевой алгебры, который был построен Фейнером в [33] с помощью

очень сложной и громоздкой конструкции. Кроме того, этот критерий показывает,

что класс ∅(n)-вычислимых однородных алгебр увеличивается при росте n ∈ ω.

Если у данной модели существует какое-то вычислимое представление, то ино-

гда бывает важно знать, обладает ли она вычислимым представлением с какими-то

дополнительными алгоритмическими свойствами, например, в котором вычисли-

мыми являются некоторые дополнительные определимые отношения и операции,

не входящие в язык этой модели. В одной из наиболее общих постановок этот во-

прос сводится к существованию сильно вычислимых представлений: вычислимая

модель называется сильно вычислимой, если в ней вычислимым является любое

отношение, определимое некоторой формулой первого порядка, и при этом “рав-
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номерно” по формуле. Другими словами, если существует алгоритм, который по

формуле ϕ(x1, . . . , xn) и набору элементов a1, . . . , an определяет, истинна ли эта

формула на этом наборе.

Ю.Л. Ершов в [12] показал, что сильно вычислимые булевы алгебры могут

быть охарактеризованы следующим образом: существует вычислимая последова-

тельность одноместных формул ϕ1(x), ϕ2(x), . . . языка булевых алгебр такая, что

вычислимая булева алгебра A сильно вычислима тогда и только тогда, когда все

ϕi(x) вычислимы в ней равномерно по i, то есть является вычислимым множество

{〈i, x〉 ∈ ω × A | A |= ϕi(x)}. Эта последовательность формул имеет естествен-

ный алгебраический смысл: ϕ1(x), например, говорит, что x — атом, ϕ2(x) что

x — безатомный элемент, ϕ3(x) — атомный, и т.п. Позже С.С. Гончаровым в [9]

было доказано, что вычислимость первых n формул ϕ1(x), . . . , ϕn(x) равносиль-

на n-вычислимости A; последнее означает, что в A равномерно вычислимы все

отношения, определимые Σn-формулами.

Следующий основной результат относится к исследованию связи между n-вы-

числимостью и сильной вычислимостью для булевых алгебр. Его удобно сформу-

лировать с помощью следующего понятия. Пусть T — некоторая теория первого по-

рядка. Определим следующую характеристику: положим cm(T ) = min{n ∈ ω | лю-

бая n-вычислимая модель теории T обладает сильно вычислимым представлением},

и cm(T ) = ∞, если указанного n не существует. Эта величина некоторым обра-

зом характеризует сложность моделей T : она показывает, формулы какого уровня

сложности необходимо уметь вычислять в данной модели для того, чтобы гаран-

тировать возможность вычисления всех формул — если не в самой модели, то по

крайней мере в некоторой её изоморфной копии (более “правильно” устроенной).

В частности, если T модельно полна, то cm(T ) = 0.

В [6] было показано, что существует булева алгебра A, которая n-вычислима

для любого n ∈ ω (без равномерности по n), но при этом не является сильно кон-

структивизируемой, т.е. не изоморфна никакой сильно вычислимой модели. Это

означает, что cm(TBA) = ∞, где TBA — элементарная теория класса всех булевых

алгебр. Если же мы будем рассматривать булевы алгебры с фиксированной эле-

ментарной теорией (от которой в первую очередь зависит структура формул), то
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определённая связь между n-вычислимостью и сильной вычислимостью возникает.

Упомянутый выше результат заключается в описании cm(T ) для всех элементар-

ных теорий булевых алгебр, т.е. теорий вида Th(A) = {ϕ — предложение| A |= ϕ},

или, что то же самое, полных расширений теории TBA. Заметим, что для любой

теории T cm(T ) = sup{cm(T ′) | T ′ — полное расширение T}. В случае булевых

алгебр характеристика cm(T ) имеет дополнительный алгебраический смысл — она

равна наименьшему n, при котором сильная конструктивизируемость алгебры с

теорией T равносильна существованию вычислимого представления с вычислимы-

ми формулами ϕ1(x), . . . , ϕn(x).

Решение этой задачи опирается в первую очередь на элементарную классифи-

кацию булевых алгебр, найденную А. Тарским и Ю.Л. Ершовым в [42] и [12]. При

этом из некоторых результатов работы [12] нетрудно вывести серию верхних оценок

для cm(T ), где T — элементарная теория некоторой булевой алгебры. Впоследствии

исследование cm(T ) для некоторых конкретных полных теорий T проводилось в

[5, 6, 19, 3, 2], этому же вопросу посвящена и часть монографии [9] (отметим, что

обозначение cm(T ) там не использовалось). Проблема полного описания cm(T ) бы-

ла опубликована в [16, 8, 9], а также в [35]. В диссертации приводится её полное

решение.

Перейдём теперь к вопросу о числе конструктивизаций. Для булевых алгебр

он был независимо решён в [10] и [39]: если A — вычислимая булева алгебра, то

dimC(A) ∈ {1, ω}, причём dimC(A) = 1 тогда и только тогда, когда число ато-

мов в A конечно. Описание автоустойчивых булевых алгебр является, очевидно,

исчерпывающим: в счётном случае строение алгебр с конечным числом атомов

тривиально и хорошо известно. Они разлагаются в прямое произведение безатом-

ной и конечной алгебр, тип изоморфизма последней определяется числом атомов,

а первая может быть лишь одного из двух типов: нулевой и счётной ненулевой.

Последний основной результат диссертации посвящён описанию автоустойчи-

вых булевых алгебр с конечным числом выделенных идеалов (I-алгебр), т.е. мо-

делей вида (A′, I1, . . . , Iλ), где A′ — булева алгебра, а I1, . . . , Iλ — идеалы в A′,

выделяемые добавленными в язык A′ новыми одноместными предикатами. Изу-

чение этого класса моделей тесно связано с изучением обычных булевых алгебр.

7



В частности, в [48] было доказано, что тип изоморфизма любой счётной и доста-

точно сложно устроенной булевой алгебры A (например, неразложимой в прямое

произведение атомной и безатомной алгебр) однозначно определяется I-алгеброй

(A/S,E/S), где E — идеал Ершова-Тарского, а S — идеал, порождённый атомами

и безатомными элементами. Эта связь продолжается и на случай вычислимых ал-

гебр: например, булева алгебра A обладает 3-вычислимым представлением тогда

и только тогда, когда (A/S,E/S) ∅′-конструктивизируема.

Результат состоит в формулировке некоторого алгебраического критерия авто-

устойчивости. Заметим, что ранее в [14] было найдено описание автоустойчивых

I-алгебр с одним выделенным идеалом, т.е. моделей вида (A′, I1); оно также ока-

залось достаточно простым. Однако по мере роста числа выделенных идеалов λ

сложность автоустойчивых I-алгебр резко возрастает, и уже при λ = 3 они обра-

зуют достаточно большой и нетривиально устроенный класс.

В дополнение к этому критерию, в диссертации приводится и некоторое струк-

турное описание класса автоустойчивых I-алгебр: для каждого фиксированного λ

в явном виде строится такой конечный набор I-алгебр, что класс автоустойчивых

I-алгебр с λ выделенными идеалами равен классу всех конечных прямых произве-

дений алгебр из этого набора.

Описание автоустойчивых I-алгебр опирается на весьма сложную технику, в

основе которой лежит некоторая модификация Теоремы Гончарова о ветвлении.

Её исходный вариант возник в [10] и был успешно использован при решении ряда

задач, связанных с описанием автоустойчивых моделей. Она основана на использо-

вании некоторой последовательности ∀-формул с рядом специальных свойств. Для

решения задачи описания автоустойчивых I-алгебр был разработан её новый, уси-

ленный вариант, который сам по себе может рассматриваться как самостоятельный

результат диссертации. Отметим, что впоследствии он был успешно использован в

работе [15].

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются новыми.

Основные результаты диссертации.

1. Получено описание конструктивизируемых однородных булевых алгебр, ос-

нованное на использовании обобщённой иерархии Фейнера, что является ответом
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на один из вопросов, опубликованных в сборнике проблем математической логики

[16].

2. Найдено полное описание сильно конструктивизируемых булевых алгебр с

фиксированной элементарной теорией в терминах вычислимости Σn-диаграмм, ко-

торое является решением проблемы, опубликованной в монографии [9] и справоч-

нике [35].

3. Установлен алгебраический критерий автоустойчивости для произвольной

I-алгебры.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация имеет теоретиче-

ский характер, её результаты могут использоваться в дальнейших исследованиях

по булевым алгебрам и конструктивным моделям.

Апробация работы. По результатам диссертации были сделаны пленарные

доклады на “9-м Азиатском логическом коллоквиуме” (Новосибирск, 2005), на кон-

ференциях “Алгебра и анализ 2004” (Казань) и “Мальцевские чтения 2003” (Ново-

сибирск), а также доклады на следующих конференциях: “Logic Colloquium 2004”

(Турин, Италия), “Logic Colloquium 2002” (Мюнстер, Германия), “Мальцевские чте-

ния 2005, 2004 и 2002” (Новосибирск), “Вычислимость и модели” (Алматы, 2002),

а также некоторых других. Кроме того, результаты неоднократно докладывались

на совместных семинарах ИМ СО РАН и НГУ “Конструктивные модели”, “Тео-

рия моделей”, “Теория вычислимости” и “Алгебра и логика”, а также на научном

семинаре при Кафедре математической логики и теории алгоритмов ММФ МГУ.

Публикации. Основные результаты опубликованы в работах [43 – 51].

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, трёх

глав и списка литературы (59 наименований). Объём диссертации — 119 стр.

ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ ДИССЕРТАЦИИ

Первая глава диссертации посвящена изучению связи между n-вычислимостью

и сильной вычислимостью для булевых алгебр с фиксированной элементарной тео-

рией. Дадим сначала более строгое определение сильно вычислимой и n-вычислимой

модели.

Пусть дан некоторый конечный язык и зафиксирована некоторая гёделевская

нумерация всех формул вида ϕ(n1, . . . , nk), где ϕ(x1, . . . , xk) — формула этого язы-
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ка, а числа n1, . . . , nk лежат в ω (они рассматриваются как новые константные сим-

волы). Если A — модель этого языка, носитель которой является подмножеством

ω, то полной диаграммой A называем множество {ϕ(n1, . . . , nk) | n1, . . . , nk ∈ A и

A |= ϕ(n1, . . . , nk)}.

A — сильно вычислимая модель, если её полная диаграмма вычислима, т.е. вы-

числимо множество гёделевских номеров элементов этой диаграммы. Σn-диаграммой

для n > 1, или просто n-диаграммой, называем множество, определяемое как вы-

ше, но составленное только из Σn-формул ϕ(x1, . . . , xk). Атомная диаграмма A,

или просто диаграмма A, образуется, если в качестве ϕ(x1, . . . , xk) берутся только

атомные формулы и отрицания атомных формул.

A n-вычислима, если её Σn-диаграмма вычислима. Отметим, что A вычислима

тогда и только тогда, когда вычислима её атомная диаграмма. В последнем случае

будем также говорить, что A 0-вычислима.

Напомним ещё раз, что для теории T cm(T ) = min{n ∈ ω | любая n-вычислимая

модель теории T обладает сильно вычислимым представлением}, и cm(T ) = ∞,

если указанного n не существует. Основным результатом этой главы является опи-

сание cm(T ), где T — элементарная теория некоторой булевой алгебры. Эти эле-

ментарные теории были описаны в [42] и [12] через тройки алгебраических инва-

риантов ch = (ch1, ch2, ch3), где ch1, ch2 ∈ ω ∪ {∞}, а ch3 ∈ {0, 1} (тройку ch(A)

называем элементарной характеристикой булевой алгебры A). В силу этого ни-

же используется обозначение cm(ch1, ch2, ch3). В следующую теорему входят как

результаты, ранее полученные другими исследователями, так и принадлежащие

автору диссертации. Последние примерно совпадают с пунктами (3) и (4). Более

подробно история этих исследований указана в Главе 1.

ТЕОРЕМА 1.3.4. (1) cm(∞, 0, 0) = ∞;

(2) cm(m + 1,∞, 0) = cm(m + 1,∞, 1) = 4m + 5 при m ∈ ω;

(3) cm(m + 1, k, 0) = 4m + 1 при m, k ∈ ω и k > 1;

(4) cm(m + 1, k, 1) = 4m + 2 при m, k ∈ ω;

(5) cm(0,∞, 0) = cm(0,∞, 1) = 1, cm(0, k, ε) = 0 при k ∈ ω, ε ∈ {0, 1}.

Вся Глава 1 посвящена доказательству этой теоремы: в §1.1 и §1.2 строятся
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некоторые вспомогательные конструкции, в §1.3 на их основе доказывается основ-

ной результат.

Основным результатом Главы 2 является описание конструктивизируемых ω-

однородных (или просто однородных) булевых алгебр, основанное на найденном в

[18] достаточно простом и ясном описании произвольных счётных ω-однородных

алгебр. Мы не будем приводить здесь полную формулировку последнего, ограни-

чившись лишь краткой информацией. Однородные счётные алгебры A с конеч-

ной характеристикой ch1(A) образуют счётный класс, все элементы которого, как

показано в [18], сильно конструктивизируемы. В случае же ch1(A) = ∞ их ти-

пы изоморфизма в точности соответствуют всевозможным последовательностям

(t(A), p0(A), p1(A), p2(A), . . .), где t(A), pi(A) — некоторые естественные алгебраи-

ческие инварианты, t(A) ∈ {1, 2, 3}, а pi(A) ∈ {0, 1} для всех i ∈ ω. Тем самым

второй класс имеет мощность континуума.

Через ϕX
y (z) обозначим стандартную универсальную функцию, описывающую

результат работы машины Тьюринга с номером y ∈ ω и оракулом X ⊆ ω на входе

z ∈ ω. Запись ϕX
y (z)↓ означает определённость этого результата. Используя вместо

обычных вычислимых функций вычислимые с оракулом X, мы получим понятие

X-вычислимой модели. Обозначение ∅(n) при n ∈ ω используется для стандартных

арифметических оракулов; оно может быть естественным образом обобщено на

бесконечные конструктивные ординалы α так, чтобы можно было говорить о ∅(α)-

вычислимых функциях и моделях. Будем также считать, что у нас зафиксирована

некоторая биекция 〈. . .〉 : ω<ω → ω, вычислимая в естественном смысле.

Для формулировки критерия необходимо определить классы Σ0
ω,g. Одновремен-

но определим и естественным образом связанные с ними классы ∆0
ω,g, необходимые,

в частности, для формулировки вспомогательных результатов. Эти классы обоб-

щают классы фейнеровской иерархии. Пусть g : ω → ω — вычислимая функция и

g(x) > 1 при всех x. Класс ∆0
ω,g состоит из таких функций f : ω → ω, которые для

некоторого k ∈ ω могут быть заданы следующей схемой рекурсии:






f(0) = ϕ∅
(g(〈〉)−1)

k (〈〉);

f(n + 1) = ϕ∅
(g(〈f(0),...,f(n)〉)−1)

k (〈f(0), . . . , f(n)〉).

Нетрудно заметить, что ∆0
ω,g ⊆ ∆0

ω для любой функции g, где ∆0
ω — класс ∅(ω)-
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вычислимых функций. Если g(〈x0, . . . , xn〉) = an+ b, где a, b ∈ ω — фиксированные

константы, то ∆0
ω,g является фейнеровским классом. Если же g(〈x0, . . . , xn〉) равна

фиксированному числу k, то ∆0
ω,g = ∆0

k, т.е. классу ∅(k−1)-вычислимых функций.

Будем говорить, что множество M ⊆ ω лежит в классе ∆0
ω,g, если туда попадает

его характеристическая функция χM . Классы второго вида, Σ0
ω,g, состоят из таких

множеств M ⊆ ω, что для некоторого k ∈ ω характеристическая функция χM

может быть задана следующей схемой:






χM(0) = 1 ⇔ ϕ∅
(g(〈〉)−1)

k (〈〉)↓ ;

χM(n + 1) = 1 ⇔ ϕ∅
(g(〈χM (0),...,χM (n)〉)−1)

k (〈χM(0), . . . , χM(n)〉)↓ .

ТЕОРЕМА 2.1.3. Если A — однородная счетная булева алгебра, ch1(A) = ∞, то

следующие условия эквивалентны:

(1) существует вычислимая булева алгебра, изоморфная A;

(2) {n ∈ ω | pn(A) = 1} ∈ Σ0
ω,g, где g(〈ε0, . . . , εk〉) = 4 + 3(k + 1) + ε0 + . . . + εk.

Непосредственная релятивизация этой теоремы даёт нам, что A изоморфна

∅(m)-вычислимой алгебре тогда и только тогда, когда соответствующее множество

лежит в классе Σ0
ω,g с функцией g(〈ε0, . . . , εk〉) = 4 + m + 3(k + 1) + ε0 + . . . + εk.

Невырожденность новой иерархии показывает

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.1.8. Пусть g, h — вычислимые функции и g(x) > h(x) > 1

для всех x ∈ ω. Тогда существует M ∈ ∆0
ω,g \ Σ0

ω,h.

Из него сразу вытекает

СЛЕДСТВИЕ 2.1.9. Для любого k > 1 существует ∆0
k+1-вычислимая однородная

булева алгебра, не имеющая ∆0
k-представления.

Глава 2 состоит из четырёх параграфов. §2.1 и §2.2 посвящены непосредственно

доказательству этих результатов, а в §2.2 и §2.3 строится конструкция, которая не

только используется в доказательстве, но и может рассматриваться как некоторый

самостоятельный результат диссертации. Не будем приводить здесь его полную

формулировку, указав лишь идею.
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Идеальным оператором назовём соответствие, которое каждой булевой алгеб-

ре A сопоставляет идеал T (A) ⊆ A со свойством: если A, B — булевы алгебры,

a ∈ A, b ∈ B и â ∼= b̂, то a ∈ T (A) ⇔ b ∈ T (B). Теорема 2.3.9 позволяет получить

целую серию критериев следующего общего вида: булева алгебра A изоморфна ∅(α)-

вычислимой алгебре тогда и только тогда, когда она представима в виде B/T (B)

для некоторой вычислимой булевой алгебры B, где B/T (B) — результат факто-

ризации B по идеалу T (B). Условия теоремы говорят, при каких ограничениях на

идеальный оператор T и конструктивный ординал α такой критерий имеет место.

С помощью этой теоремы можно как легко повторить доказательство несколь-

ких критериев такого вида из [20] и [24], каждый из которых ранее требовал от-

дельной сложной конструкции, так и получить много новых. В качестве примера

укажем критерий из [20]: A изоморфна ∅(2)-вычислимой алгебре тогда и только

тогда, когда A представима в виде B/F (B), где B вычислима, а F (B) — идеал

Фреше. Отметим, что на основе этой теоремы в работе [44] удалось описать вычис-

лимые семейства суператомных булевых алгебр. Позже в [49] она была обобщена

на булевы алгебры с одним выделенным идеалом.

Глава 3 посвящена описанию автоустойчивых I-алгебр. Её основным результа-

том является прямой алгебраический критерий автоустойчивости, для формули-

ровки которого необходимо ввести несколько понятий. Будем рассматривать бу-

левы алгебры как модели языка ΣBA = (+, ·,−, 0, 1), где + соответствует объеди-

нению элементов, · пересечению, а − дополнению. Пусть A = (A′, I1, . . . , Iλ) —

I-алгебра, где A′ — булева алгебра, а I1, . . . , Iλ — выделенные идеалы. Если L1, L2

— два идеала в булевой алгебре A′, то зададим на них операции L1 · L2 = L1 ∩ L2,

L1 + L2 = {x1 + x2 | x1 ∈ L1, x2 ∈ L2} и L1 → L2 = {x ∈ A′ | ∀y 6 x(y ∈ L1 → y ∈

L2)}.

Зафиксируем некоторую I-алгебру A = (A′, I1, . . . , Iλ). Будем говорить, что она

замкнута относительно пересечений идеалов, если для любого набора {i1, . . . , ik} ⊆

{1, . . . , λ} пересечение Ii1 ∩ . . .∩ Iik совпадает с In для некоторого n; и, кроме того,

Im = {0} и Is = A для некоторых m, s 6 λ. Из любой алгебры (A′, I1, . . . , Iλ) мож-

но получить замкнутую относительно пересечений идеалов, добавив в язык новые

идеалы для {0}, A и всех конечных пересечений, и алгоритмическая размерность
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от этого не изменится. Поэтому считаем, что рассматриваемая I-алгебра обладает

этим свойством.

Пусть элемент x ∈ A. Его характеристикой называем множество Px = {n 6 λ |

x 6∈ In}. Если P ⊆ {1, . . . , λ} — некоторая характеристика, то P -идеал — {x | Px 6

P}, P -сумма — сумма P ′-идеалов для всех P ′ < P . Если P = ∅, то считаем, что P -

сумма равна P -идеалу (который равен {0}). Говорим, что I-алгебра P -регулярна,

если выполняется одно из условий:

(1) P -сумма равна Ik для некоторого k 6 λ;

(2) P -идеал совпадает со всей A, а P -сумма — максимальный собственный идеал

в A.

Назовём её кусочно P -регулярной, если она представима в виде конечного пря-

мого произведения P -регулярных I-алгебр. Идеал L ⊆ A назовём с-определимым,

если L =
∑

m∈S Im для некоторого S ⊆ {1, . . . , λ}, S 6= ∅, и кусочно с-определимым,

если у I-алгебры существует такое конечное прямое разложение, что L (точнее, его

естественное сужение) с-определим в каждом из этих прямых сомножителей.

Наконец, назовём I-алгебру устойчивой, если она P -регулярна для всех харак-

теристик P ⊆ {1, . . . , λ}, идеал L1 → L2 с-определим для любых с-определимых

идеалов L1, L2, в A есть наибольший собственный с-определимый идеал L0 и вы-

полняется одно из условий:

(a) A/L безатомна для любого с-определимого идеала L;

(b) A/L0 двухэлементна, а если L с-определим и L 6= L0, то A/L безатомна.

ТЕОРЕМА 3.6.1. Пусть A = (A′, I1, . . . , Iλ) — вычислимая I-алгебра, замкнутая

относительно пересечений идеалов. Следующие условия эквивалентны:

(1) A автоустойчива;

(2) dimC(A) < ω;

(3) A кусочно P -регулярна для любой характеристики P ⊆ {1, . . . , λ}, идеалы

вида L1 → L2 кусочно с-определимы в A для любых с-определимых L1, L2, и A/In

содержит конечное число атомов для всех n 6 λ;

(4) A — конечное прямое произведение устойчивых алгебр.

В качестве дополнения к этому прямому критерию, в Главе 3 проводится и неко-
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торый структурный анализ класса автоустойчивых I-алгебр. I-алгебру A назовём

псевдо-неразложимой, если из A ∼= A1 × A2 следует A ∼= A1 или A ∼= A2. Из этого

анализа следует, что для каждого фиксированного числа выделенных идеалов λ

существует конечный набор I-алгебр A1, . . . , Af(λ), конечные прямые произведения

элементов которого образуют класс всех автоустойчивых I-алгебр:

СЛЕДСТВИЕ 3.6.6. Для каждого λ > 0 существует лишь конечное множе-

ство попарно неизоморфных псевдо-неразложимых автоустойчивых I-алгебр вида

(A′, I1, . . . , Iλ). Более того, существует примитивно вычислимая функция f(λ),

которая для каждого λ равна числу элементов в этом множестве.

Стоит также отметить, что с точностью до небольших преобразований авто-

устойчивые и ω-категоричные I-алгебры образуют один и тот же класс: любая

ω-категоричная I-алгебра после добавления в язык конечного числа новых опре-

делимых идеалов становится автоустойчивой.

СЛЕДСТВИЕ 3.6.8. Класс автоустойчивых I-алгебр совпадает с классом (счет-

ных) I-алгебр с ω-категоричной элементарной теорией, с точностью до добав-

ления в язык конечного числа новых идеалов, определимых формулами первого

порядка.

В заключение автор выражает глубокую признательность своему научному

консультанту С.С. Гончарову за внимание к работе и поддержку.
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