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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé äàííîé äèññåðòàöèè îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì

äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì íà ãðàôàõ. Îáúåê-
òàìè èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ïóòåâûå ðàçáèåíèÿ ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ, òî åñòü èõ âåðøèííûå ðàçáèåíèÿ íà äâà ïîäãðàôà ñ çàäàííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà äëèíû öåïåé, à òàêæå íåêîòîðûå ðàçíîâèäíîñòè çàäà÷
ìàðøðóòèçàöèè, à èìåííî çàäà÷è î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìèíèìóì è
íà ìàêñèìóì.

Èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè çà ïîñëåäíèå ïîëâå-
êà ïðèîáðåëè îñîáóþ àêòóàëüíîñòü â ñâÿçè ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ïðîáëå-
ìàìè ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ èç êëàññîâ NP-ïîëíûõ è NP-
òðóäíûõ çàäà÷. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü õî-
òÿ áû îäíîé NP-ïîëíîé ïðîáëåìû âëå÷åò ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü
ëþáîé äðóãîé çàäà÷è èç êëàññà NP. Äðàìàòèçì ñèòóàöèè ñîñòîèò â òîì,
÷òî äîêàçàòü (èëè îïðîâåðãíóòü) ñîâïàäåíèå êëàññîâ P è NP ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè íå óäàåòñÿ. Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ñêëîíÿþòñÿ ê ïåññèìè-
ñòè÷åñêîé ãèïîòåçå íåñîâïàäåíèÿ ýòèõ êëàññîâ.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ àêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ðàçðàáîò-
êå è îáîñíîâàíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
òðóäíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñ âîçìîæíî áîëåå ëó÷øèìè
îöåíêàìè èõ êà÷åñòâà. Îñíîâíûå óñèëèÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî ìåòîäàì êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè íàïðàâëåíû â ñòîðîíó ðàçâèòèÿ íîâûõ ìåòîäîâ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàëîòðóäîåìêèõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ è ïîëó÷åíèÿ êàê ïî-
ëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ ñõåì (SNP-òðóäíîñòü). Ýòî íàïðàâ-
ëåíèå èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, èç-
âåñòíîãî çà ðóáåæîì ïîä íàçâàíèåì "Computer science". Îíî ñîïðîâîæäà-
åòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ìåæäóíàðîäíûõ ñèìïîçèóìîâ è êîíôåðåíöèé,
ìíîæåñòâîì ñïåöèàëüíûõ æóðíàëîâ è ìîíîãðàôèé, èíòåíñèâíî ðàçâèâà-
åòñÿ âî ìíîãèõ íàó÷íûõ øêîëàõ (Êóê Ñ., Êàðï Ð., Ãýðè Ì., Äæîíñîí Ä.,
ßííàêàêèñ Ì. è Ïàïàäèìèòðèó Õ. � ÑØÀ, Ëåíñòðà Äæ., Ñêðàéâåð À.
� Íèäåðëàíäû, Ýðäåø Ï., Ëîâàñ Ë. � Âåíãðèÿ, Ýäìîíäñ Äæ. � Êàíàäà,
Ãð¼òøåëü Ì. � Ãåðìàíèÿ, Áóðêàðä Ð. � Àâñòðèÿ äð.).

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîñòðîåíèþ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè äëÿ
çàäà÷è î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìèíèìóì è íà ìàêñèìóì. Ýòèì èññëåäî-
âàíèÿì ïîñâÿùåíû ãëàâû 2 è 3 äèññåðòàöèè. Àêòóàëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ è
àíàëèçà ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ îáóñëîâëåíà âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ
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ïðè ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ è
ñëîæíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íå èçâåñòíî òî÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî êàñàåòñÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ äèñêðåò-
íîé îïòèìèçàöèè. Îñîáåííîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ
â äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè ãðàôîâ, òà-
êèõ êàê òåõíèêà ðàñêðàñîê âåðøèí è ðåáåð è ìåòîä ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
çàðÿäîâ ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ãðàôîâ çà ïîñëåäíèå 30�40
ëåò îôîðìèëàñü â ñàìîñòîÿòåëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ äèñöèïëèíó, ñ ïðè-
ñóùèìè åé çàäà÷àìè è ïîäõîäàìè, è àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Èäåè è ìåòîäû
òåîðèè êîíå÷íûõ ãðàôîâ âîñòðåáîâàíû âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè è èõ ïðèëîæåíèÿõ. Îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â ñîâðåìåííîé
òåîðèè ãðàôîâ çàíèìàåò òåîðèÿ ðàñêðàñêè, òî åñòü ðàçáèåíèÿ äèñêðåò-
íîãî îáúåêòà íà ïðîùå óñòðîåííûå ïîäîáúåêòû. Â ÷àñòíîñòè, âíèìàíèå
âåäóùèõ ãðàôèñòîâ ìèðà ïðèâëåêàþò çàäà÷è î âåðøèííûõ ðàñêðàñêàõ è
ðàçáèåíèÿõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé òàêèõ çàäà÷ ÿâ-
ëÿþòñÿ çàäà÷è î ïóòåâûõ ðàçáèåíèÿõ ãðàôîâ, ïðè êîòîðûõ êàæäàÿ ÷àñòü
ðàçáèåíèÿ (öâåòîâîé êëàññ) ïîðîæäàåò ïîäãðàô ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè íà äëèíû öåïåé. Â äèññåðòàöèè ïóòåâûå ðàçáèåíèÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ
èçó÷àþòñÿ â ãëàâå 1, à â ãëàâå 2 ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷è î
äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìàêñèìóì ïðèìåíÿþòñÿ ðåáåðíûå ðàñêðàñêè ãðà-
ôîâ â 2 è 3 öâåòà.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íîâûõ ðåçóëü-
òàòîâ î ïóòåâîé ðàçáèâàåìîñòè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ è â ïîñòðîåíèè è àíàëè-
çå ïðèáëèæåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåí-
êàìè òî÷íîñòè äëÿ íåêîòîðûõ ìîäèôèêàöèé çàäà÷è î äâóõ êîììèâîÿæå-
ðàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ î ïóòåâûõ ðàç-
áèåíèÿõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, ðàâíî êàê è ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ñ
ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè êà÷åñòâà äëÿ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè ïðèìå-
íÿëèñü îáùèå ìåòîäû èññëåäîâàíèé, òàêèå êàê òåõíèêà ðàñêðàñîê âåðøèí
è ðåáåð ãðàôà, à òàêæå òåõíèêà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ (çàðÿäîâ) ìåæäó
âåðøèíàìè (è/èëè ãðàíÿìè) ãðàôà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ âàæíûõ ðåçóëü-
òàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ÷àñòè÷íî ïîäòâåðæäåíà ãèïîòåçà î τ -ðàçáèâàåìîñòè
äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Âïåðâûå äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ âåð-
øèí ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 7 íà äâà ïîäìíîæåñòâà,
êàæäîå èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò çâåçäíûé ëåñ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïóòåâîé
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(3,3)-ðàçáèâàåìîñòè òàêèõ ãðàôîâ. Ðàçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû äëÿ çà-
äà÷è î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìèíèìóì è íà ìàêñèìóì, îáëàäàþùèå
ëó÷øèìè, â ñðàâíåíèè ñ ðàíåå èçâåñòíûìè, îöåíêàìè òî÷íîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íîñÿò ïðåèìóùåñòâåí-
íî òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Äîêàçàíà τ -ðàçáèâàåìîñòü ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 5.

2. Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ïëàíàðíîãî ãðàôà ñ îáõâàòîì íå
ìåíåå 7 ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïî-
ðîæäàåò çâåçäíûé ëåñ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïóòåâîé (3,3)-ðàçáèâàåìîñòè
òàêèõ ãðàôîâ.

3. Ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà-
÷è î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìàêñèìóì (çàäà÷à 2-PSP-max) c îöåí-
êîé òî÷íîñòè 7

9 è îöåíêîé âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè O(n3).

4. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìèíèìóì ñ âåñàìè
ðåáåð 1 è 2 è ðàçëè÷íûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè (çàäà÷à 2-PSP(1,2)-
min-2w) ïîñòðîåíû ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû:

4.1. àëãîðèòì c îöåíêîé òî÷íîñòè 7
5 è âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ O(n3).

4.2. àëãîðèòì c îöåíêîé òî÷íîñòè 4
3 è âðåìåíí�îé ñëîæíîñòüþ O(n5).

Îöåíêè òî÷íîñòè ïîñëåäíèõ äâóõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû áåç ó÷åòà
àääèòèâíîé êîíñòàíòû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæ-
äóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõ-
íè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2007, 2008), íà Âñåðîññèéñêèõ êîíôå-
ðåíöèÿõ ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿ (Îìñê, 2009),
¾Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿ (Àëòàé, 2010), ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2011), íà
Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé ¾European Con-
ference on Operational Research¿ (Áîíí, 2009), ¾Optimal Discrete Structures
and Algorithms¿ (Ðîñòîê, 2010), íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ìàòå-
ìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ.
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò, èç
íèõ 5 ïóáëèêàöèé â íàó÷íûõ æóðíàëàõ [16�20] è 6 ïóáëèêàöèé â òðóäàõ
è òåçèñàõ êîíôåðåíöèé [21�26]. Ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 1.2, 3.3 è ãëàâû 2
ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ À.Í. Ãëåáîâûì. Ðåçóëüòàò ðàçäåëà 3.2. ïîëó÷åí
â ñîàâòîðñòâå ñ À.Í. Ãëåáîâûì è À.Â. Ãîðäååâîé. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ
ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 138 ñòðàíè-
öàõ, ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâû è ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùèé 70
íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ

ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâà-
íèÿ è êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ïóòåâûå ðàçáèåíèÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ,
ïîíÿòèå êîòîðûõ áûëî ââåäåíî â [10], òî åñòü âåðøèííûå ðàçáèåíèÿ ãðà-
ôà íà äâà ïîäãðàôà ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà äëèíû öåïåé. Òà-
êèå ïóòåâûå ðàçáèåíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà
â äâà öâåòà ñ îãðàíè÷åííûìè äëèíàìè îäíîöâåòíûõ öåïåé. Ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ðåçóëüòàòîâ ïåðâîé ãëàâû, à èìåííî: τ -ðàçáèâàåìîñòè è ïó-
òåâîé (3,3)-ðàçáèâàåìîñòè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 5 è 7
ñîîòâåòñòâåííî, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ðàñêðàñîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàññìàòðèâàåìûì ïóòåâûì ðàçáèåíèÿì. Ïîëó÷åíèå òàêèõ ðàñêðàñîê ñòà-
íîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ
çàðÿäîâ, îñíîâàííîãî íà ôîðìóëå Ýéëåðà.

Â ðàçäåëå 1.1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
a ≥ 1, b ≥ 1 � öåëûå ÷èñëà. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí V = V1 ∪ V2, ÷òî â
ïîäãðàôå G1 = G[V1], ïîðîæäåííîì ïîäìíîæåñòâîì V1, äëèíà íàèáîëüøåé
ïðîñòîé öåïè íå ïðåâîñõîäèò a, à â ïîäãðàôå G2 = G[V2] � íå ïðåâîñõîäèò
b, ãäå ïîä äëèíîé öåïè ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî åå âåðøèí. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ τ -
ðàçáèâàåìûì, åñëè oí (a, b)-ðàçáèâàåì äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a, b òàêèõ,
÷òî a + b = τ , ãäå τ = τ(G) � íàèáîëüøàÿ äëèíà ïðîñòîé öåïè â G.

Â ðàáîòàõ [10, 12] âûñêàçûâàëàñü ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ëþáîé ãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì. Â [11, 12, 13, 14] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò ñïðàâåä-
ëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû áûëà ïîäòâåðæäåíà äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ
êëàññîâ ãðàôîâ. Â [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ãðàô ÿâëÿåòñÿ (a, τ − a)-
ðàçáèâàåìûì ïðè a ≤ 8. Âîïðîñ î τ -ðàçáèâàåìîñòè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ
ðàíåå ñïåöèàëüíî íå èññëåäîâàëñÿ.
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Â ðàçäåëå 1.2 äèññåðòàöèè ãèïîòåçà î τ -ðàçáèâàåìîñòè ÷àñòè÷íî ïîä-
òâåðæäåíà äëÿ ñïåöèàëüíîãî ïîäêëàññà ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, à èìåííî äî-
êàçàíà

Òåîðåìà 1. Ëþáîé ïëàíàðíûé ãðàô ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 5 ÿâëÿåòñÿ
τ -ðàçáèâàåìûì.

Ïîìèìî çàäà÷è âûäåëåíèÿ êëàññîâ τ -ðàçáèâàåìûõ ãðàôîâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ îá (a, b)-ðàçáèâàåìîñòè ïðè íåáîëüøèõ ôèêñèðîâàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b. Â óêàçàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à îá (a, b)-
ðàçáèâàåìîñòè îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ òàêîé àêòèâíî èññëåäóåìîé îá-
ëàñòüþ òåîðèè ãðàôîâ êàê ðàçëîæåíèå íà âûðîæäåííûå ïîäãðàôû. Íàè-
áîëåå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçáèåíèÿ ãðàôîâ íà ëåñà (àöèêëè÷åñêèå
ïîäãðàôû) è çâåçäíûå ëåñà. Íàïîìíèì, ÷òî çâåçäíûì ëåñîì, íàçûâàåòñÿ
òàêîé ëåñ, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé.

Â ðàçäåëå 1.3 äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî âåðøèí ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà ñ îáõâàòîì

íå ìåíåå 7 ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ïîðîæäàåò çâåçäíûé ëåñ.

Èíà÷å ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ìíîæåñòâî âåð-
øèí ãðàôà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïî-
ðîæäàåò ïîäãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ è ïðîñòûõ öåïåé ñ áîëåå ÷åì
òðåìÿ âåðøèíàìè. Çäåñü îáíàðóæèâàåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà
ñ ïîíÿòèåì ïóòåâîé ðàçáèâàåìîñòè. Â ñèëó òîãî, ÷òî (3, 3)-ðàçáèâàåìîñòü
ãðàôà ýêâèâàëåíòíà åãî ðàçáèâàåìîñòè íà äâà çâåçäíûõ ëåñà (äëÿ ãðà-
ôîâ áåç 3-öèêëîâ), óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáîé
ïëîñêèé ãðàô ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 7 ÿâëÿåòñÿ (3, 3)-ðàçáèâàåìûì.

Â [10, 11, 12] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò èññëåäîâàëèñü (a, b)-ðàçáèåíèÿ äëÿ
íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ (íåïëàíàðíûõ) ãðàôîâ. Óæå äëÿ ïëàíàð-
íûõ ãðàôîâ Ãëåáîâûì è Çàìáàëàåâîé [19] áûëî äîêàçàíî, ÷òî òàêèå ãðàôû
ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 8, 9 è 16 ÿâëÿþòñÿ (2,3)-, (2,2)- è (1,2)-ðàçáèâàåìûìè
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè óñèëåíû Áîðîäèíûì è Èâàíîâîé [3,
4], êîòîðûå óñòàíîâèëè, ÷òî ïëàíàðíûå ãðàôû ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 14 ÿâëÿ-
þòñÿ (1, 2)-ðàçáèâàåìûìè, à ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 8 � (2, 2)-ðàçáèâàåìûìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ìèõîêîì [15] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñè-
ðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b ñóùåñòâóþò ïëîñêèå ãðàôû, íå ÿâëÿ-
þùèåñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûìè. Ïðè ýòîì âî âñåõ ïðèìåðàõ ãðàôîâ, ïðèâî-
äèìûõ â [15], ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî öèêëîâ äëèíû 3. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ g ≥ 4
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ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû a, b, ÷òî ëþáîé ïëàíàðíûé ãðàô ñ îáõâàòîì
íå ìåíåå g ÿâëÿåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì. Èç äîêàçàííîé â äèññåðòàöèè òåî-
ðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî g ≤ 7.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à çàäà÷à îá îòûñ-
êàíèè â ïîëíîì âçâåøåííîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå äâóõ ðåáåðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì
ðåáåð, èçâåñòíàÿ êàê çàäà÷à î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìàêñèìóì (2-PSP-
max). Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à NP-òðóäíà. Â ãëàâå 2 ïîñòðîåí ïîëèíî-
ìèàëüíûé àëãîðèòì A7/9 ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ 2-PSP-max, èìåþùèé
îöåíêó òî÷íîñòè 7

9 è êóáè÷åñêóþ âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü.
Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è 2-PSP-max. Äàí ïîëíûé n-

âåðøèííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G(V, E), íà ðåáðàõ êîòîðîãî çàäàíà
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w : E → R+. Äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è 2-PSP-
max íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ H1,H2 â G. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ H1,H2 îïðåäåëÿåòñÿ
êàê w(H1 ∪ H2) = w(H1) + w(H2), ãäå w(Hi) =

∑
e∈Hi

w(e), i ∈ {1, 2}, òî
åñòü ðàâíî ñóììå âåñîâ âñåõ ðåáåð èç H1 è H2. Òðåáóåòñÿ íàéòè â ãðàôå
G òàêèå äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1, H2, ÷òî
ñóììàðíûé âåñ èõ ðåáåð w(H1∪H2) ìàêñèìàëåí. ×åðåç OPT îáîçíà÷àåòñÿ
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà A7/9 ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, êîòîðûé èìååò íàèëó÷øóþ íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü îöåíêó òî÷íîñòè 7

9 ' 0.778 è êóáè÷åñêóþ âðåìåíí�óþ ñëîæíîñòü, ÷òî
óëó÷øàåò ðåçóëüòàò Àãååâà, Áàáóðèíà è Ãèìàäè [1], ðàíåå ïîñòðîèâøèõ
äëÿ äàííîé çàäà÷è àëãîðèòì ñ îöåíêîé 3

4 .
Â îñíîâå àëãîðèòìà A7/9 ëåæèò èäåÿ, âïåðâûå ðåàëèçîâàííàÿ Ñåðäþ-

êîâûì [7] ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è îäíîãî
êîììèâîÿæåðà íà ìàêñèìóì (TSP-max) ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 3

4 . Íà ïåðâîì
ýòàïå àëãîðèòìà Ñåðäþêîâà â ãðàôå íàõîäÿòñÿ 2-ôàêòîð è ïàðîñî÷åòàíèå
ìàêñèìàëüíîãî âåñà, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 3

2 îò âåñà
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå àëãîðèòì ðàçáèâàåò íàéäåííûå 2-ôàêòîð è
ïàðîñî÷åòàíèå íà äâà ÷àñòè÷íûõ òóðà (òî åñòü íà äâà íàáîðà èç âåðøèííî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé, ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøèíû ãðàôà), êàæäûé èç
êîòîðûõ äîïîëíÿåòñÿ äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà. Ìàêñèìàëüíûé ïî âåñó èç
ýòèõ öèêëîâ äàåò ðåøåíèå 2-PSP-max ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 3

4 .
Â ïðåäñòàâëåííîì â äèññåðòàöèè àëãîðèòìå A7/9 ðåàëèçîâàí àíàëî-

ãè÷íûé ïîäõîä, îäíàêî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïîäãðàôà, ïîäâåðãàþùåãîñÿ
ðàçáèåíèþ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ðåáðàì ÷àñòè÷íûå òóðû, èñïîëüçóåò-
ñÿ 4-ðåãóëÿðíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ìàêñèìàëüíîãî âåñà â G. Ïðè ýòîì
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ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ðàçâèâàåò èäåè, ðàíåå èñïîëüçîâàííûå â ðàáîòå
Ãèìàäè, Ãëàçêîâà è Ãëåáîâà [5] ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà
ñ îöåíêîé 6

5 äëÿ çàäà÷è 2-PSP íà ìèíèìóì ñ âåñàìè ðåáåð 1 è 2. Êëþ÷å-
âûì ýòàïîì àëãîðèòìà A7/9 ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äâóõ ðåáåðíûõ ðàñêðàñîê
íà÷àëüíîé ïàðû ÷àñòè÷íûõ òóðîâ â äâà è â òðè öâåòà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü øåñòü àëüòåðíàòèâíûõ ïàð ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ
òóðîâ, íàèëó÷øàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñóììàðíûé âåñ ðåáåð íå ìåíåå 7

9OPT .
Áëàãîäàðÿ ñòðóêòóðíûì ñâîéñòâàì íà÷àëüíîé ïàðû ÷àñòè÷íûõ òóðîâ, ïî-
ëó÷åííûå òóðû óäàåòñÿ äîïîëíèòü äî ïàðû ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ
ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ.

Äëÿ ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà â äèññåðòàöèè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3. Àëãîðèòì A7/9 íàõîäèò â ïîëíîì n-âåðøèííîì ãðàôå G

ïàðó ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1,H2, äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà w(H1 ∪H2) ≥ 7

9OPT . Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà ðàâíà O(n3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñíà÷àëà â ðàçäåëàõ 2.3�2.5 äèññåðòàöèè
îïèñûâàþòñÿ è óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîì A7/9

ïðîöåäóð. Äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé òåîðåìû 3 äàåòñÿ â ðàçäåëå 2.6.
Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà 7

9 ïðåâîñõîäèò èçâåñòíûå íà
íàñòîÿùèé ìîìåíò íàèëó÷øèå îöåíêè òî÷íîñòè äëÿ �áîëåå ïðîñòîé� çàäà-
÷è îäíîãî êîììèâîÿæåðà íà ìàêñèìóì.

Â ðàçäåëå 2.7 äëÿ ñëó÷àÿ 2-PSP-max, â êîòîðîì âåñà ðåáåð ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî ïðîìåæóòêà [1, q], ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ
àëãîðèòìà A7/9, èìåþùàÿ ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè 7q+3

9q+1 , ÷òî
óëó÷øàåò ðàíåå ïîëó÷åííóþ Ãèìàäè è Èâîíèíîé îöåíêó 3q+2

4q+1 .
Òåîðåìà 4. Àëãîðèòì A 7q+3

9q+1
íàõîäèò â ïîëíîì n-âåðøèííîì ãðàôå

G, âåñà ðåáåð êîòîðîãî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [1, q], ïàðó
ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà w(H1 ∪H2) ≥ 7q+3

9q+1 OPT . Âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü àë-
ãîðèòìà ðàâíà O(n3).

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìèíè-
ìóì ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ
1 è 2 (çàäà÷à 2-PSP-min-2w-(1, 2)). Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó. Äàí íåîðè-
åíòèðîâàííûé ïîëíûé n-âåðøèííûé ãðàô G(V, E) è äâå âåñîâûå ôóíêöèè
ðåáåð: w1 : E → {1, 2}, w2 : E → {1, 2}. Òðåáóåòñÿ íàéòè íåïåðåñåêàþùè-
åñÿ ïî ðåáðàì ãàìèëüòîíîâû öèêëû H1, H2 òàêèå, ÷òî èõ ñóììàðíûé âåñ
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w1(H1) + w2(H2), ãäå wi(Hi) =
∑

e∈Hi
wi(e), ìèíèìàëåí. Äëÿ ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïîñòðîåíû äâà ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìà,
äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ïîëó÷åíû îöåíêà âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè è ãàðàí-
òèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè.

Êàê è â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè, â ãëàâå 3 èñïîëüçóþòñÿ âåñîâûå ïå-
ðåðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè òàêèõ ïåðåðàñïðåäåëåíèé îáîñíîâûâàåòñÿ
îöåíêà òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ. Â îòëè÷èå îò äîêàçà-
òåëüñòâà ñòðóêòóðíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïëîñêèõ ãðàôàõ, â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå çàðÿäîâ (âåñîâ) âåðøèí è ïîñëåäóþùåå èõ ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ñîõðàíåíèåì ñóììû ÿâëÿåòñÿ íåòèïè÷íûì äëÿ çàäà÷ òàêîãî
ïëàíà, è ðàíåå ïðèìåíÿëîñü òîëüêî Áåðìàíîì è Êàðïèíñêè [9] â çàäà÷å
îäíîãî êîììèâîÿæåðà íà ìèíèìóì ñ âåñàìè ðåáåð 1 è 2.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2-PSP-min-2w-(1, 2) â ðàçäåëàõ
3.2 è 3.3 ïðåäñòàâëåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû A7/5 è A4/3 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïîñëåäíèé àëãîðèòì èìååò íàèëó÷øóþ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ãà-
ðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè äëÿ äàííîé çàäà÷è, ðàâíóþ 4

3 (áåç ó÷åòà
àääèòèâíîé êîíñòàíòû) è îöåíêó âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè O(n5). Àëãîðèòì
A7/5 îáëàäàåò õóäøåé ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì A4/3 îöåíêîé òî÷íîñòè
7/5, çàòî èìååò ëó÷øóþ (êóáè÷åñêóþ) îöåíêó âðåìåíí�îé ñëîæíîñòè. Îáà
àëãîðèòìà óëó÷øàþò îöåíêó òî÷íîñòè 11

7 , ðàíåå ïîëó÷åííóþ â [8].
Â îñíîâó îáîèõ àëãîðèòìîâ ïîëîæåíà èäåÿ ìåòîäà èç [9], çàêëþ÷àþ-

ùàÿñÿ â ïîñòðîåíèè è ïîñëåäîâàòåëüíîì �óëó÷øåíèè� äâóõ ðåáåðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ èç ðåáåð åäèíè÷íîãî âåñà, è ïîñëåäóþ-
ùåì çàìûêàíèè ýòèõ òóðîâ â íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãàìèëüòîíîâû öèêëû. Ïîä
�óëó÷øåíèåì� òóðîâ ïîíèìàåòñÿ òàêîå èõ ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè
êîòîðîì óìåíüøàåòñÿ ëèáî îáùåå ÷èñëî öåïåé è öèêëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
òóðû, ëèáî ÷èñëî îäíîâåðøèííûõ öåïåé (ñèíãëîâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãà-
ðàíòèðîâàòü âîçìîæíîñòü óëó÷øàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå, åñëè
íóæíîå êà÷åñòâî ðåøåíèÿ åùå íå äîñòèãíóòî, ïðèìåíÿåòñÿ ââåäåííàÿ â
[9] ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ âåðøèí. Àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ðàáîòå ñ ïëîñêèìè ãðàôàìè, äëÿ êàæäîé âåð-
øèíû ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ åå çàðÿä, òî åñòü ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå íà îñíîâå
òóðîâ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ïîñëåäóþùåì ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäå-
ëåíèå ýòèõ çàðÿäîâ ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà ñ ñîõðàíåíèåì èõ ñóììû.

Äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ïðè ðàçðàáîòêå è àíàëèçå àëãîðèòìîâ â
ãëàâå 3 (ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì äâóõ îäèíàêîâûõ âåñîâûõ ôóíêöèé)
ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåâîçìîæíà ñâîáîäíàÿ ïå-
ðåáðîñêà ðåáåð èç îäíîãî òóðà â äðóãîé. Èç-çà ýòîãî îêàçàëèñü íåïðèìåíè-
ìûìè ìíîãèå ìåòîäû, ðàíåå èñïîëüçîâàâøèåñÿ â çàäà÷å î äâóõ êîììèâîÿ-
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æåðàõ ñ âåñàìè ðåáåð 1 è 2 (ñì. [1, 2, 5]). Çíà÷èòåëüíûé îáúåì äîêàçàòåëü-
ñòâà îöåíîê òî÷íîñòè îáîèõ àëãîðèòìîâ òàêæå ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì
áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì òèïàì âåðøèí ãðà-
ôà. Òèï âåðøèíû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà â òóðå êîíöåâîé èëè
âíóòðåííåé âåðøèíîé öåïè, âåðøèíîé öèêëà, ñèíãëîì (S-âåðøèíîé) èëè
òàê íàçûâàåìîé Q-âåðøèíîé (s, q)-äåðåâà (íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî òóðà).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàçäåëå 3.3, ïîñâÿùåííîì ïîñòðîåíèþ è àíàëè-
çó àëãîðèòìà A4/3, ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîãî òóðà, òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìîå
ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷ îäíîãî è äâóõ êîììèâîÿæåðîâ, ñó-
ùåñòâåííî ìîäèôèöèðîâàíî çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â òóðû íàðÿäó ñ öåïÿìè è
öèêëàìè òàê íàçûâàåìûõ (s, q)-äåðåâüåâ, îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà êîòîðûõ
äàþòñÿ â ðàçäåëå 3.3.1 äèññåðòàöèè.

Äëÿ ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Òåîðåìà 5. Àëãîðèòì A7/5 çà âðåìÿ O(n3) íàõîäèò â ïîëíîì n-

âåðøèííîì ãðàôå G ïàðó ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèê-
ëîâ H1, H2, äëÿ âåñà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w1(H1) + w2(H2) ≤ 7
5OPT + 1.

Òåîðåìà 6. Àëãîðèòì A4/3 çà âðåìÿ O(n5) íàõîäèò â ïîëíîì n-
âåðøèííîì ãðàôå G ïàðó ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèê-
ëîâ H1, H2, äëÿ âåñà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w1(H1) + w2(H2) ≤ 4
3OPT + 1.

Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòî-
äû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ðàñêðàñîê âåðøèí è ðåáåð, ïåðåðàñïðåäå-
ëåíèåì çàðÿäîâ è èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ îáúåêòîâ, òàêèõ
êàê (s, q)-äåðåâüÿ, îêàæåòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðàçðàáîòêå äðóãèõ àëãîðèò-
ìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè, ãëàâíûì îáðàçîì, çàäà÷ îäíîãî, äâóõ
è áîëåå êîììèâîÿæåðîâ íà ìèíèìóì è íà ìàêñèìóì.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-
âîäèòåëþ Àëåêñåþ Íèêîëàåâè÷ó Ãëåáîâó çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è âíè-
ìàíèå ê ðàáîòå.
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