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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâà-
íèÿ è ïåðå÷èñëåíèÿ îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ñòûêå àëãåáðàè÷å-
ñêîé êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè â êà-
íàëå ñâÿçè ñ øóìàìè, è òåîðèè ãðàôîâ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ
äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãðàôîâ Äæîíñîíà
è Õýììèíãà, à òàêæå êðàòíûå ñîâåðøåííûå êîäû è ñîâåðøåííûå
ðàñêðàñêè ãðàôà Õýììèíãà.

Âåðøèíàìè ãðàôà n-ìåðíîãî êóáà (èëè äâîè÷íîãî ãðàôà Õýì-
ìèíãà) ÿâëÿþòñÿ âñå äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû n; âåðøèíû ñìåæ-
íû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì íàáîðû îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â îäíîé
êîîðäèíàòå. Âåñîì wt(y) âåðøèíû y ∈ Hn íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî
åäèíèö â ýòîì íàáîðå. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d(x, y) ìåæäó âåð-
øèíàìè x, y ∈ Hn − ýòî êîëè÷åñòâî ïîçèöèé, â êîòîðûõ x è y
ðàçëè÷íû.

Ãðàôîì Äæîíñîíà J(n,w) íàçûâàåòñÿ ãðàô, âåðøèíàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå äâîè÷íûå íàáîðû, ñîäåðæàùèå â òî÷íîñòè w
åäèíèö. Äâå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå
èì íàáîðû îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â äâóõ êîîðäèíàòàõ. Ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó äâóìÿ âåðøèíàìè x, y ∈ J(n,w) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: dJ(x, y) = 1

2dH(x, y). Çàäàííûå âûøå ðàññòîÿíèÿ dJ(x, y) è
dH(x, y) ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ãðàôñêèìè ìåòðèêàìè, òî åñòü
ðàâíû ÷èñëó ðåáåð â ìèíèìàëüíîì ïóòè èç x â y â ãðàôàõ J(n,w)
è Hn ñîîòâåòñòâåííî.

Îòîáðàæåíèå T : V → {1, 2, ... k} íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàñ-
êðàñêîé âåðøèí ãðàôà G = (V,E) â k öâåòîâ (ñîâåðøåííîé k-
ðàñêðàñêîé) ñ ìàòðèöåéM = (mij)i,j∈{1,... k}, åñëè îíî ñþðúåêòèâíî
è äëÿ êàæäûõ i, j ó ëþáîé âåðøèíû öâåòà i ÷èñëî ñîñåäåé öâåòà j
ðàâíî mij . Ìàòðèöà M íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ ñîâåð-
øåííîé ðàñêðàñêè. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ðàçáèåíèå âåðøèí
ãðàôà íà öâåòà, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå, íàçûâà-
þò equitable partition. Ïðÿìûì îáðàçîì èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
1-ñîâåðøåííûå êîäû â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîâåð-
øåííûìè 2-ðàñêðàñêàìè ýòîãî ãðàôà.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îáúåêòîâ ñ çàäàííûìè
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ñâîéñòâàìè. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñòðóê-
òóð, êàê áëîê-ñõåìû, ñîâåðøåííûå êîäû è ðàñêðàñêè ðàçëè÷íûõ
ãðàôîâ, íà ïðîòÿæåíèå äîëãèõ ëåò ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìíîãèõ
èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ. Â òàêèõ èññëåäîâàíèÿõ ìîæíî âûäåëèòü
2 îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ: ïîèñê ðàçëè÷íûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
ñóùåñòâîâàíèÿ èñêîìîãî îáúåêòà è ïîñòðîåíèå êîíñòðóêöèé, êîòî-
ðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íèæíèå îöåíêè íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ èëè
íåèçîìîðôíûõ îáúåêòîâ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè.

Èññëåäîâàíèÿìè, ïîñâÿùåííûìè ñîâåðøåííûì 2-ðàñêðàñêàì n-
ìåðíîãî áóëåâà êóáà, çàíèìàëñÿ Ä.Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññ. Â ðàáîòå
2007 ãîäà [1] áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà ïà-
ðàìåòðû âîçìîæíûõ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê. Ïîçäíåå ýòèì æå
àâòîðîì áûëà ïîëó÷åíà òàê íàçûâàåìàÿ ãðàíèöà êîððåëÿöèîííîé
èììóííîñòè [2], êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ñôîðìóëèðîâàòü ñóùåñòâåííîå
îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòðû ñóùåñòâóþùèõ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê
n-êóáà. Ðàñêðàñêè, äîñòèãàþùèå ýòó ãðàíèöó â 12-ìåðíîì êóáå, áû-
ëè âïîñëåäñòâèè èçó÷åíû Ä.Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññîì â [3].

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñîâåðøåííàÿ 2-ðàñêðàñêà ãðàôà ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåíèåì ïîíÿòèÿ 1-ñîâåðøåííîãî êîäà, ïðîáëåìà ïîäñ÷åòà ðàçëè÷-
íûõ 2-ðàñêðàñîê ñ çàäàííîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ ñëîæíåå, ÷åì
àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà äëÿ 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ. Ïîñêîëüêó òåî-
ðèÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íàñ÷èòûâàåò óæå áîëåå ïîëóâåêà, ñóùå-
ñòâóåò ðÿä êîíñòðóêöèé è íèæíèõ îöåíîê íà ÷èñëî 1-ñîâåðøåííûõ
êîäîâ â êóáå çàäàííîé ðàçìåðíîñòè.

Ïåðâûå ñîâåðøåííûå êîäû áûëè ïîñòðîåíû Ð. Õýììèíãîì â
1950 ãîäó [4]. Çèíîâüåâ, Ëåîíòüåâ è Òèåòâàéíåí ïîêàçàëè [5, 6],
÷òî âñå âîçìîæíûå ïàðàìåòðû 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ èñ÷åðïûâàþò-
ñÿ ñïèñêîì n = 2k−1, r = 1 è n = 23, r = 3 äëÿ äâîè÷íîãî n-êóáà. Â
1962 ãîäó Þ.Ë. Âàñèëüåâûì áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ,
êîòîðàÿ âïåðâûå ïîçâîëÿëà ñòðîèòü íåëèíåéíûå 1-ñîâåðøåííûå êî-
äû [7]. Â ÷àñòíîñòè, ýòà êîíñòðóêöèÿ äàâàëà ñëåäóþùóþ íèæíþþ
îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ â êóáå ðàçìåðíîñòè
n− 1 = 2m − 1:

B(n− 1) ≥ 22
n
2 −log n

2 −1

· 22
n
4 −log n

4 −1

· 22
n
8 −log n

8 −1

· · ·
Â äàëüíåéøåì íà îñíîâå ìåòîäà α̃-êîìïîíåíò ýòà îöåíêà áûëà

óëó÷øåíà â ðàáîòå [8]. Íàèëó÷øàÿ íà äàííûé ìîìåíò íèæíÿÿ îöåí-
êà áûëà ïîëó÷åíà â [9]. Ïîëó÷åííûå íà òåêóùèé ìîìåíò âåðõíèå
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îöåíêè [10, 11] ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò íèæíèõ, ÷òî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î òîì, ÷òî îïèñàíèå 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ åù¼ äàëåêî îò
çàâåðøåíèÿ.

Äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðàòíûõ êîìáèíàòîðíûõ
ñòðóêòóð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè êðàòíûå ñèñòåìû
òðîåê Øòåéíåðà, êðàòíûå ñîâåðøåííûå êîäû.

Ñèñòåìîé òðîåê Øòåéíåðà íàçûâàåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî 3-õ
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ (áëîêîâ) íåêîòîðîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà N , ÷òî ëþáàÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
N ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â îäíîì áëîêå ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ k-êðàòíûì ñîâåðøåí-
íûì êîäîì ðàäèóñà r, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû øàð ðàäèóñà r ñ
öåíòðîì â ýòîé âåðøèíå ñîäåðæèò â òî÷íîñòè k êîäîâûõ âåðøèí. Â
ñëó÷àå k = 1 ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå 1-ñîâåðøåííîãî
êîäà.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òåîðèÿ 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ ðàçâèâàåòñÿ
óæå äîëãîå âðåìÿ, êðàòíûå ñîâåðøåííûå êîäû â ãðàôå Õýììèíãà
ïðàêòè÷åñêè íå èçó÷àëèñü. Îáùàÿ çàäà÷à è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
ìîæíî íàéòè â [12, 13]. Êðàòíûå ñîâåðøåííûå êîäû ðàäèóñà 1 â
n-êóáå ìîæíî ïîëó÷èòü, îáúåäèíèâ ïðîèçâîëüíûé 1-ñîâåðøåííûé
êîä â ýòîì ãðàôå ñî ñäâèãîì ýòîãî êîäà ïî êàêîé-íèáóäü êîîðäèíà-
òå. Ñòîèò îòìåòèòü ïàðàäîêñàëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
íåðàñùåïëÿåìûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ ðàäèóñà 1 è êðàòíîñòè 2, òî
åñòü òàêèõ êîäîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ 2-õ ñîâåðøåííûõ êîäîâ [14]. Êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå,
çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ n è r, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
1-ñîâåðøåííûå êîäû, áûëà óñïåøíî ðåøåíà â [5, 6]. Â ñëó÷àå k 6= 1
òàêàÿ çàäà÷à äëÿ k-êðàòíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ åù¼ äàëåêà îò ðå-
øåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè ïîýòîìó íîâûå êîíñòðóêöèè êðàòíûõ ñîâåð-
øåííûõ êîäîâ ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ, îñîáåííî ïðè n òà-
êèõ, ÷òî â ãðàôå Õýììèíãà ðàçìåðíîñòè n íå ñóùåñòâóåò îáû÷íûõ
1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

Ïðîáëåìà âëîæåíèÿ îäíèõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ â äðóãèå
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå,
òåîðèè ãðàôîâ è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ðÿä èíòåðåñíûõ
ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ âëîæåíèÿ îäíèõ ñòðóêòóð â ãðàôå Õýì-
ìèíãà â äðóãèå. Â ÷àñòíîñòè, íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñî-
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âåðøåííîãî êîäà ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû âåñà 3 ïðèâåäåííîãî ñîâåð-
øåííîãî êîäà n-êóáà îáðàçóþò ñèñòåìó òðîåê Øòåéíåðà ïîðÿäêà
n. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà òðîåê (÷åòâåðîê) Øòåé-
íåðà ìîæåò áûòü âëîæåíà â ñèñòåìó òðîåê (÷åòâåðîê) Øòåéíåðà
íåêîòîðîé äëèíû [15]. Â ðàáîòå [16] áûë ïîëó÷åí ïîõîæèé ðåçóëü-
òàò äëÿ ñîâåðøåííûõ êîäîâ: âñÿêèé êîä ñ ðàññòîÿíèåì 3 ìîæåò
áûòü âëîæåí â íåêîòîðûé 1-ñîâåðøåííûé êîä áîëüøåé äëèíû.

Ïðîáëåìà âëîæåíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé âîññòàíîâëåíèÿ
êîìáèíàòîðíîãî îáúåêòà ïî åãî ÷àñòè. Â ðàáîòå [10] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ëþáîé 1-ñîâåðøåííûé êîä îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèìè çíà÷å-
íèÿìè íà îäíîì èç ñðåäíèõ ñëîåâ. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëèëî
ïîëó÷èòü âåðõíèå îöåíêè íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 1-ñîâåðøåííûõ êî-
äîâ â ãðàôå Õýììèíãà, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå [10], [11]. Ïîçä-
íåå â ðàáîòàõ [17, 18] ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé öåí-
òðèðîâàííûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, áûëè èçó÷åíû ñëó÷àè, êîãäà
ôóíêöèþ âîçìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ëèøü ÷àñòè÷íî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ñ
ìàòðèöåé ñìåæíîñòè M ôóíêöèÿ f : V → R íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, åñëèMf = λf . Ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ïðè ðàáîòå ñ ñî-
âåðøåííûìè êîäàìè è ðàñêðàñêàìè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Â
äàííîé äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ âîïðîñ âëîæèìîñòè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ãðàôà Äæîíñîíà â ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãðàôà Õýììèí-
ãà.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñîâåðøåííûõ
2-ðàñêðàñîê è êðàòíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ â ãðàôå Õýììèíãà, à
òàêæå â èññëåäîâàíèè âîçìîæíîé âëîæèìîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé ãðàôà Äæîíñîíà â ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãðàôà Õýììèíãà.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû êîìáèíàòîðíîé è àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, êîìáè-
íàòîðíîãî àíàëèçà è òåîðèè ãðàôîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåð-
òàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
1. Ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü ñîâåðøåííûå ðàñ-

êðàñêè ãðàôà Õýììèíãà ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
a b
c d

)
, a >
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c − (b, c) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïàð (b, c). Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷å-
íà íèæíÿÿ îöåíêà íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê
ñ çàäàííîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü.
2. Îñíîâûâàÿñü íà èäåå ïîèñêà êðàòíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ â ãðà-
ôå Õýììèíãà ñðåäè ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ýòîãî ãðàôà, íàéäåí
êðèòåðèé, êîòîðûé ïî ïàðàìåòðàì ñîâåðøåííîé 2-ðàñêðàñêè â ýòîì
ãðàôå îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà êðàòíûì ñîâåðøåííûì êîäîì
çàäàííîãî ðàäèóñà r. Àíàëèçèðóÿ ýòîò êðèòåðèé, íàéäåíû íîâûå
êðàòíûå ñîâåðøåííûå êîäû ãðàôà Õýììèíãà òàêîé ðàçìåðíîñòè,
ïðè êîòîðîé íå ñóùåñòâóþò îáûêíîâåííûå ñîâåðøåííûå êîäû.
3. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãðàôîâ Õýììèíãà è Äæîíñîíà ÿâëÿþòñÿ
óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîèñêà è äîêàçàòåëüñòâà íå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð â ýòèõ ãðàôàõ. Â ñèëó
òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Äæîíñîíà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà Õýììèíãà, èäåÿ òîãî, ÷òî ñîá-
ñòâåííûå ôóíêöèè ýòèõ äâóõ ãðàôîâ äîëæíû áûòü ñâÿçàíû, âñåãäà
êàçàëàñü åñòåñòâåííîé.

Âïåðâûå, â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíà òàêàÿ ñâÿçü â òåðìèíàõ âëî-
æèìîñòè: ïîëó÷åí êðèòåðèé âëîæèìîñòè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñ
çàäàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ãðàôà Äæîíñîíà â íåêîòîðóþ
ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà Õýììèíãà ñ çàäàííûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â
íåé, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â òåîðèè êîäèðîâàíèè, à òàêæå â àëãåá-
ðàè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ. Èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ êîäîâ â ãðàôå Õýììèíãà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîøëè àïðîáàöèþ
íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: íà êîíôåðåíöèè
"Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ (Íîâîñèáèðñê, 2011); Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ïî àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ (Ëàðàìè, ÑØÀ, 2013
ã.). Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå "Òåîðèÿ
êîäèðîâàíèÿ" , ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè "Äèñêðåòíûé Àíàëèç" è ñå-
ìèíàðå ëàáîðàòîðèè "Òåîðèÿ Ãðàôîâ" ÍÃÓ è Èíñòèòóòà ìàòåìà-
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òèêè ÑÎ ÐÀÍ, ñåìèíàðå îòäåëà àëãåáðû è òîïîëîãèè Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓÐÎ ÐÀÍ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòìå÷åíû äèïëîìîì Ìåæäóíàðîäíîé
Ñòóäåí÷åñêîé Íàó÷íîé Êîíôåðåíöèè (ÌÍÑÊ-2008).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâ-
òîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî è îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ
[23], [24]. Ïîëó÷åííûå àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ä.Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññîì
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [22] âêëþ÷åíû â íå¼ äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.
Ðàáîòû [25, 26, 27] ÿâëÿþòñÿ òåçèñàìè äîêëàäîâ àâòîðà íà ðàçëè÷-
íûõ êîíôåðåíöèÿõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ïîñòðîåíà íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ãðà-
ôà Õýììèíãà. Ïîëó÷åíû ðåêîðäíûå íèæíèå îöåíêè íà ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ãðàôà Õýììèíãà ñ äîïóñòèìûìè
ïàðàìåòðàìè.

2. Íàéäåí êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñîâåðøåííàÿ 2-ðàñêðàñêà ãðàôà
Õýììèíãà ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñîâåðøåí-
íûì êîäîì çàäàííîãî ðàäèóñà. Íàéäåíû êîíñòðóêöèè êðàòíûõ ñî-
âåðøåííûõ êîäîâ ðàäèóñà áîëüøå 1, íå ÿâëÿþùèåñÿ îáúåäèíåíèåì
ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

3. Íàéäåí êðèòåðèé âëîæèìîñòè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ãðàôà
Äæîíñîíà J(n,w) ñ çàäàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì â ñîáñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ ãðàôà Õýììèíãà Hn ñ çàäàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà, îñóùåñòâëÿþùàÿ òàêîå âëîæåíèå.
Íàéäåí êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà Äæîíñîíà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà Õýììèíãà, â
êîòîðóþ îíà ìîæåò áûòü âëîæåíà.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ êðèòåðèé âëîæèìîñòè ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè ãðàôà Äæîíñîíà â íåêîòîðóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà
Õýììèíãà, à òàêæå êðèòåðèé òîãî, ÷òî ñîâåðøåííàÿ 2-ðàñêðàñêà
ãðàôà Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñîâåðøåííûì êîäîì çàäàííîãî
ðàäèóñà.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (36 íàèìåíîâàíèé). Îáú-
åì äèññåðòàöèè 52 ñòðàíèöû.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè,
îïèñûâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîìáèíàòîðíûìè îáú-
åêòàìè (êðàòíûìè ñîâåðøåííûìè êîäàìè è 2-ñîâåðøåííûìè ðàñ-
êðàñêàìè) è ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð
ðåçóëüòàòîâ î ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñêàõ ðàçëè÷íûõ ãðàôîâ è êðàò-
íûõ ñîâåðøåííûõ êîäàõ ãðàôà Õýììèíãà.

Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíà êîíñòðóêöèÿ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê
ãðàôà Õýììèíãà è, êàê ñëåäñòâèå, íàéäåíà íèæíÿÿ îöåíêà íà ÷èñ-
ëî ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ýòîãî ãðàôà. Â ïàðàãðàôå
1.1. ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ. Âûøå óæå áûëî
ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè â k öâåòîâ. Â ñëó-
÷àå k = 2 îíî ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä. Ðàñêðàñêà âåðøèí êóáà
â 2 öâåòà (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïåðâûé öâåò ÷¼ðíûì,
à âòîðîé áåëûì) íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ(
a b
c d

)
, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ÷¼ðíîãî öâåòà èìååò a ñîñåäåé ÷¼ð-

íîãî öâåòà è b ñîñåäåé áåëîãî öâåòà, à êàæäàÿ áåëàÿ âåðøèíà èìååò
c ñîñåäåé ÷¼ðíîãî öâåòà è d ñîñåäåé áåëîãî. Ïî óìîë÷àíèþ áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî b > c. Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè: a + b = c + d = n,
b+c
(b,c) = 2m äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m, ãäå (b, c) îáîçíà÷àåò
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü b è c. (Îáùåå îïðåäåëåíèå ñîâåðøåí-
íîé ðàñêðàñêè è îñíîâíûå ñâîéñòâà ñì. â [1].)

Ïðèâåäåì ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò,
÷òî óêàçàííûå âûøå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå è äîñòàòî÷íûìè [1].

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîé ïàðû b, c íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ b+c

(b,c) = 2m, ñóùåñòâóåò ÷èñëî a0 = a0 (b, c) òàêîå, ÷òî

ìàòðèöà

(
a b
c a+ b− c

)
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñîâåðøåííîé ðàñ-

êðàñêè ãèïåðêóáà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a > a0.

Â ïàðàãðàôå 1.2. ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè ñîâåðøåí-
íûõ 2-ðàñêðàñîê ãðàôà Õýììèíãà Hn. Òàêæå â ïàðàãðàôå 1.2. ïî-
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ëó÷åíî îáîáùåíèå îäíîé èç èçâåñòíûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðîå ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü èç äàííîé ñîâåðøåííîé 2-ðàñêðàñêè íå îäíó ñîâåð-
øåííóþ 2-ðàñêðàñêó ãðàôà Hn ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ,
à ñóùåñòâåííîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê ñ ýòîé ìàòðèöåé ïàðà-
ìåòðîâ.

Â ïàðàãðàôå 1.3. ñîäåðæèòñÿ îïèñàíèå íîâîé èòåðàòèâíîé êîí-
ñòðóêöèè, îñíîâàííîé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè íåêîòîðûõ
èçâåñòíûõ ðàíåå êîíñòðóêöèé. Íîâàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðî-
èòü ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè äëÿ ìíîãèõ ìàòðèö ïàðàìåòðîâ.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ìíîæåñòâî ìàòðèö ïàðàìåòðîâ
ñâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå n øàãîâ èòå-
ðàòèâíîé êîíñòðóêöèè.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê, ïîëó-
÷åííûõ íà n-ì øàãå àëãîðèòìà, åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî
âñåõ ìàòðèö âèäà( (

2n+1 − α− 1
)
∗ k(

2n+1 − α
)
∗ k

α ∗ k
(α− 1) ∗ k

)
,

∀α ∈ Z , α 6= 2m, 2n + 1 6 α 6 2n+1 − 1.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü êîíñòðóê-
öèè äëÿ ñëó÷àåâ k = 1 è k > 1. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé èòåðàòèâíîé
êîíñòðóêöèè, ïîëó÷åíà íîâàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ñ çàäàííîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (b, c) = k > 1, b+ c = k · 2m, a > c− (b, c). Òîãäà

ñóùåñòâóåò íå ìåíåå
m−1∏
i=0

22
k·(2i−1)−i·ci ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ 2-

ðàñêðàñîê ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
a b
c d

)
, ãäå (ci) − íåêîòîðàÿ

íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, c0 = c1 =
1, cm−1 = c/k.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (b, c) = 1, b + c = 2m, a > c − (b, c), c > 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå B
(
2i0 − 1

)
·
m−1∏
i=i0

22
(2i−2)−i·ci ðàçëè÷íûõ

10



ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
a b
c d

)
, ãäå

(ci) − íåêîòîðàÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, i0 ∈ {2, . . . ,m− 1}, ci0 = 1, cm−1 = c è ãäå B(2i0−1) − ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ â êóáå ðàçìåðíîñòè 2i0 − 1.

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ä.Ã. Ôîí-Äåð-
Ôëààññîì è îïóáëèêîâàíû â [22]

Âî âòîðîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ñîâåð-
øåííûå 2-ðàñêðàñêè ãðàôà Õýììèíãà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ â òîæå
âðåìÿ êðàòíûìè ñîâåðøåííûìè êîäàìè íåêîòîðîãî ðàäèóñà.

Â ïàðàãðàôå 2.2. íàéäåí êðèòåðèé, êîòîðûé ïî ìàòðèöå ïàðà-
ìåòðîâ ñîâåðøåííîé 2-ðàñêðàñêè îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îí êðàò-
íûì ñîâåðøåííûì êîäîì ñ çàäàííûìè êðàòíîñòüþ è ðàäèóñîì.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : Hn → R åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x) =
1

2n

∑
t∈Hn

(−1)〈x,t〉f̂(t), x ∈ Hn,

ãäå 〈x, t〉 =
n∑

i=1
xiti - ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Âåëè÷è-

íû f̂(t) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå, è âûïîëíÿåòñÿ ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå

f̂(x) =
∑
t∈Hn

(−1)〈x,t〉f(t), x ∈ Hn.

Çàäàâàåìîå ýòîé ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå íàçûâàþò ïðå-
îáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Ïîëèíîìîì Êðàâ÷óêà ñòåïåíè k íàçûâàåòñÿ

Kk(x, n) =
k∑

j=0

(−1)j
(
x

j

)(
n− x
k − j

)
.

Òåîðåìà 5. Ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
a b
c d

)
ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñîâåðøåííûì êîäîì ðàäèóñà r òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà
Kr(

b+c
2 − 1, n− 1) = 0, ïðè ýòîì êðàòíîñòü êîäà k = c

b+c

∑r
i=0

(
n
i

)
.

Â ïàðàãðàôå 2.3. ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ýòîãî êðèòåðèÿ äëÿ íåáîëü-
øèõ çíà÷åíèé r. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè
ãðàôà Õýììèíãà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè ñîâåðøåííûìè êî-
äàìè ðàäèóñà 2, ïðè÷åì â ãðàôå Õýììèíãà ýòîé ðàçìåðíîñòè íå
ñóùåñòâóþò îáû÷íûå ñîâåðøåííûå êîäû.

Â ÷àñòíîñòè, èç êðèòåðèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè

ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
c− 1 b
c b− 1

)
ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè ñî-

âåðøåííûìè êîäàìè äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ðàäèóñà r.
Ïðè r = 2 êðèòåðèé ïðèíèìàåò âèä: n2+n(1−4x)+4x2−4x+2 =

0, ãäå x = b+c
2 è, ñîîòâåòñòâåííî, n =

2(b+c)−1±
√

4(b+c)−7
2 . Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîèñê ìàòðèö ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî êðàòíûìè ñîâåðøåííûìè êîäàìè ðà-
äèóñà 2, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

Â çàêëþ÷åíèå, â ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ñëó÷àé r = 3. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîèñê ìàòðèö ïàðàìåòðîâ òàêèõ ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê,

ïîìèìî óêàçàííûõ âûøå ìàòðèö âèäà

(
c− 1 b
c b− 1

)
, ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ n =
2(b+c)−1±

√
12(b+c)−23

2 .
Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â [26].
Â òðåòüåé ãëàâå äàííîé äèññåðòàöèè íàéäåí êðèòåðèé âëîæè-

ìîñòè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ãðàôà Äæîíñîíà J(n,w) ñ çàäàííûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì â íåêîòîðóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà
Õýììèíãà Hn ñ çàäàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïðèâåäåì íåêî-
òîðûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ.

Êàê è ðàíüøå, ïîä ãðàôîì Hn áóäåì ïîíèìàòü äâîè÷íûé n-
ìåðíûé êóá, èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàô Õýììèíãà ðàçìåðíîñòè n.
Îïðåäåëèì r-é ñëîé ãðàôà Hn êàê ìíîæåñòâî S(r) = {y ∈ Hn :
wt(y) = r}.

Èçâåñòíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ãðàôà Hn èñ÷åðïûâàþòñÿ
ìíîæåñòâîì {n− 2i, 0 ≤ i ≤ n, i ∈ Z} [19].

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ãðàôà Äæîíñîíà, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî äà-
íî âûøå, îïèñûâàþòñÿ ìíîæåñòâîì {λi(w, n) = (w− i)(n−w− i)−
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i, 0 ≤ i ≤ w, i ∈ Z} [19].
Îïðåäåëèì òàêæå ïîëèíîìû Ýáåðëåéí [20]:

Ek(x,w, n) =
k∑

j=0

(−1)j
(
x

j

)(
w − x
k − j

)(
n− w − x
k − j

)
.

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâàM1,M2,M2 ⊆M1, è îïðåäåëåíû ôóíê-
öèè f1 : M1 → R, f2 : M2 → R. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f2
âëîæèìà â f1, åñëè f1(x) = f2(x) äëÿ âñåõ x ∈M2. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, åñëè ñóæåíèå ôóíêöèè f1 íà ìíîæåñòâî M2 ñîâïàäàåò ñ f2, òî
åñòü f1

∣∣
M2
≡ f2.

Ïîñëå ââîäà íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
ãëàâíûé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé íàéäåí â ãëàâå 3: â êàêèõ ñëó÷à-
ÿõ âîçìîæíî ïðîäîëæèòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà Äæîíñîíà
äî ñîáñòâåííîé ôóíêöèè âñåãî n-êóáà.

Â ïàðàãðàôå 3.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè íà S(r) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îïåðàòîð èíäóöèðîâàíèÿ
ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì, çàâèñÿùèì îò r.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü g : Hn → R, g 6≡ 0 è g
∣∣
Hn\S(w)

≡ 0,

ïðè ýòîì g
∣∣
S(w)

- ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà Äæîíñîíà J(n,w)

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λi(w, n). Òîãäà äëÿ ëþáîãî j, 0 ≤ j ≤
n ôóíêöèÿ ĝ

∣∣
S(j)

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãðàôà J(n, j) ñ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λi(j, n).

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ, â êàêîì ñëó÷àå
ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ĝ

∣∣
S(j)

íå áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíà 0.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ââå-

äåì îáîçíà÷åíèå:

Cj(s, w) =

{
(−1)sKs(j, w), åñëè w > s,
(−1)w+jKs−w(j, n− w), åñëè w ≤ s.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü g : Hn → R, g 6≡ 0 è g
∣∣
Hn\S(s) ≡ 0, ïðè

ýòîì g
∣∣
S(s)

- ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà Äæîíñîíà J(n, s), ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi(s, n). Òîãäà ĝ(t)
∣∣
S(w)

≡ 0,
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åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ

w∑
j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n) = 0.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäëîæåíèè 2, â ïàðàãðàôå 3.3. íàéäåí êðèòå-
ðèé âëîæèìîñòè ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ãðàôà Äæîíñîíà J(n,w) ñ
çàäàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì â íåêîòîðóþ ñîáñòâåííóþ ôóíê-
öèþ ãðàôà Õýììèíãà Hn.

Òåîðåìà 6. Íåíóëåâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà J(n,w), ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi(w, n), âëîæèìà â íåêî-
òîðóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà Hn ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
n− 2s, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ

w∑
j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n) 6= 0.

Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
6, âûâîäèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ãðàôà Hn,
â êîòîðóþ âëîæèìà ôóíêöèÿ h.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü h - íåíóëåâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà

J(n,w) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λi(w, n) è
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(i, w, n) 6=

0, òîãäà îíà âëîæèìà â ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ f ãðàôà Hn ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì n− 2s, ãäå

f(x) =

∑
y∈S(w)

h(y)
∑

t∈S(s), |t∩y|=min(w,s)

(−1)〈x,t〉

w∑
j=0

Cj(s, w)Ej(i, w, n)

Òàêæå íàéäåí êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïðåäúÿâëåííàÿ â ñëåäñòâèè
1 ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñîáñòâåííîé â ãðàôå Hn, â
êîòîðóþ âîçìîæíî âëîæèòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ h.
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Ñëåäñòâèå 2. Òàêîå âëîæåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì, åñëè è òîëü-

êî åñëè âûïîëíÿåòñÿ
w∑

j=0
Cj(s, w)Ej(k,w, n) 6= 0 äëÿ âñåõ k, 0 ≤ k ≤

w.

Äàëåå â ïàðàãðàôå 3.4. ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé s = w, êîòî-
ðûé ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ, òàê êàê ïðè ýòîì íåíóëåâûå
çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè h èç òåîðåìû 6 è å¼ íåíóëåâûå êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ðàñïîëîæåíû â íà îäíîì è òîì æå ñëîå S(w).

Â ýòîì ñëó÷àå áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó îïðåäå-
ëåííûå ïîëèíîìû Êðàâ÷óêà è Ýáåðëåéí, ïîëó÷åííîìó â [21], óäà-
åòñÿ óïðîñòèòü êðèòåðèé èç òåîðåìû 6.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü h(x) − íåíóëåâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðà-
ôà J(n,w), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi(w, n),
òîãäà îíà âëîæèìà â íåêîòîðóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà Hn

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì n−2w, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ

Kw−i(w − i, n− 2i) 6= 0.

Îïèðàÿñü íà èçâåñòíóþ ñåðèþ öåëî÷èñëåííûõ êîðíåé ïîëèíîìà
Êðàâ÷óêà, ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 4. Ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ãðàôà Äæîíñîíà J(2w,w) ñ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λi(w, 2w) ïðè íå÷åòíîì w−i íå ìîæåò áûòü
âëîæåíà íè â êàêóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ãðàôà H2w ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì 0.

Ðåçóëüòàòû 3-åé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [24].

15



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ôîí-Äåð-Ôëààññ, Ä. Ã. Ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè ãèïåðêóáà /
Ä. Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààñc // Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.
� 2007. � Ò. 48, � 4. � C. 923�930.

[2] Fon-Der-Flaass, D.G. A bound on correlation immunity / D.G.
Fon-Der-Flaass // Siberian Electronic Mathematical Reports. �
2007. � Vol. 4. � P. 133�135.

[3] Ôîí-Äåð-Ôëààññ, Ä. Ã. Ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè 12-ìåðíîãî
êóáà, äîñòèãàþùèå ãðàíèöû êîððåëÿöèîííîé èììóííîñòè /
Ä. Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààñc// Ñèáèðñêèå Ýëåêòðîííûå Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå Èçâåñòèÿ. � 2007. � T. 4. � C. 292�295.

[4] Hamming, R.W. Error detecting and errorcorrecting codes / R.W.
Hamming // Bell Syst.Tech.J. � 1950. � Vol. 29. � P. 147�160.

[5] Çèíîâüåâ, Â.À. Î ñîâåðøåííûõ êîäàõ / Â.À. Çèíîâüåâ, Â.Ê.
Ëåîíòüåâ // Ïðåïðèíò ÈÏÏÈ ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1972. � Ò. 1. �Ñ.
26�35.

[6] Tietavain en, A. On the nonexistence of perfcet codes over the
�nite �elds/ A. Tietavain en// SIAM J.Appl. Math. � 1973. � Vol.
24. �P. 88�96.

[7] Âàñèëüåâ, Þ.Ë. Î íåãðóïïîâûõ ïëîòíî óïàêîâàííûõ êîäàõ /
Þ.Ë. Âàñèëüåâ // Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè. � Ì: Ôèçìàòãèç,
1962. � T. 8. � C. 337-339.

[8] Àâãóñòèíîâè÷, Ñ.Â. Ïîñòðîåíèå ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñäâèãàìè α̃-êîìïîíåíò / Ñ.Â. Àâãóñòèíî-
âè÷, Ô.È. Ñîëîâüåâà // Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíôîðì. � 1997. � T.
33, � 3. C. 15�21.

[9] Krotov, D. S. On the Number of 1-Perfect Binary Codes: A Lower
Bound / D. S. Krotov, S.V. Avgustinovich // IEEE Transactions
on Information Theory. � 2008. � Vol. 54, � 4. � P. 1760�1765.

16



[10] Àâãóñòèíîâè÷, Ñ.Â. Îá îäíîì ñâîéñòâå ñîâåðøåííûõ äâîè÷íûõ
êîäîâ / Ñ.Â. Àâãóñòèíîâè÷ // Äèñêðåòí. àíàëèç è èññëåä. îïåð.
� 1995. � T. 2, � 1. � C. 4�6.

[11] Ñàïîæåíêî, A.A. Ê âîïðîñó î ÷èñëå ñîâåðøåííûõ êîäîâ /
À.À. Ñàïîæåíêî // XVI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ïðî-
áëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè": òðóäû êîíôåðåíöèè. �
Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà. � 2011.
� Ñ. 416�419.

[12] Cohen, G.D. Covering Codes / G.D. Cohen, I. S. Honkala, S.N.
Litsyn, A.C. Lobstein. � Amsterdam: Elsevier, 1997. � 542 p.

[13] Van Wee, G. J.M. A note on perfect multiple coverings of the
Hamming space / G. J.M. van Wee, G.D. Cohen, S.N. Litsyn //
IEEE Trans. Inf. Theory. � 1991. � Vol. 37, �. 3. �P. 678�682.

[14] Êðîòîâ, Ä.Ñ. Î êðàòíûõ ÌÄÐ- è ñîâåðøåííûõ êîäàõ, íå ðàñ-
ùåïëÿåìûõ íà îäíîêðàòíûå/ Ä.Ñ. Êðîòîâ, Â.Í. Ïîòàïîâ//
Ïðîáë. ïåðåäà÷è èíôîðì. � 2004. � T. 40, � 1. � Ñ. 6�14.

[15] Linder, C.C. A survey of embedding theorems for Steiner systems
/ C.C. Linder// Ann. Discrete Math: Topics on Steiner Systems.
� 1980. � Vol. 7. � P. 175�202.

[16] Avgustinovich, S.V. Embedding in a Perfect Code / S.V.
Avgustinovich, D. S. Krotov // Journal of Combinatorial Designs.
� 2009. � Vol. 17, � 5. � P. 419�423.

[17] Àâãóñòèíîâè÷, Ñ.Â. Âû÷èñëåíèå öåíòðèðîâàííîé ôóíêöèè ïî
åå çíà÷åíèÿì íà ñðåäíèõ ñëîÿõ áóëåâà êóáà/ Ñ.Â. Àâãóñòè-
íîâè÷, À.Þ. Âàñèëüåâà// Äèñêðåòí. àíàëèç è èññëåä. îïåð. �
2003. � Ñåð. 1, T. 10, � 2. � Ñ. 3�16.

[18] Àâãóñòèíîâè÷, Ñ.Â. Òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ öåíòðèðî-
âàííûõ ôóíêöèé è ñîâåðøåííûõ êîäîâ/ Ñ.Â. Àâãóñòèíîâè÷,
À.Þ. Âàñèëüåâà// Ñèá. ìàòåì. æóðí. � 2008. � T. 49, � 3. � Ñ.
483�489.

[19] Äåëüñàðò, Ô. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ñõåìàì îòíîøåíèé òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ / Ô. Äåëüñàðò. � Ì.: Ìèð, 1976. � 136 c.

17



[20] Ìàê-Âèëüÿìñ, Ô.Äæ. Òåîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè
/ Ô.Äæ. Ìàê-Âèëüÿìñ, Í.Äæ.À. Ñëîýí � Ì.:Ñâÿçü, 1979. �
744 c.

[21] Âàñèëüåâà, À.Þ. Î ðåêîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâàõ âåðøèí â
áóëåâîì êóáå / À.Þ. Âàñèëüåâà// Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä.
îïåðàöèé. � 2012. � Ò. 19, � 1. � Ñ. 3�16.

Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

[22] Âîðîáü¼â, Ê.Â. Î ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñêàõ ãèïåðêóáà /
Ê.Â. Âîðîáü¼â, Ä. Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññ // Ñèáèðñêèå ýëåê-
òðîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå èçâåñòèÿ. � 2010. � Ò. 7, � 5. � C.
65�75.

[23] Âîðîáü¼â, Ê.Â. Êðàòíûå ñîâåðøåííûå êîäû â ãèïåðêóáå
/ Ê.Â. Âîðîáü¼â // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé. �
2012. � Ò. 19, � 4. � C. 60�65.

[24] Âîðîáü¼â, Ê.Â. O âëîæåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ãðàôà
Äæîíñîíà â ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãðàôà Õýììèíãà / Ê.Â.
Âîðîáü¼â // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé. � 2013. �
Ò. 20, � 5. � C. 3�12.

[25] Âîðîáü¼â, Ê.Â. Î ÷èñëå ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ãèïåð-
êóáà / Ê.Â. Âîðîáü¼â // XLVI Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ
ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé
ïðîãðåññÌàòåìàòèêà: òðóäû êîíôåðåíöèè. � Íîâîñèáèðñê:
Íîâîñèá. ãîñ. óí-ò, 2008. � C. 182.

[26] Âîðîáü¼â, Ê.Â. Î ñâÿçè ñîâåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê ñ êðàò-
íûìè ñîâåðøåííûìè êîäàìè â ãèïåðêóáå / Ê.Â. Âîðîáü¼â
// Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2011: òðóäû êîíôåðåíöèè. � Íîâî-
ñèáèðñê: Íîâîñèá. ãîñ. óí-ò, 2011. � Ñ. 33.

18



[27] Vorobev, K.V. On the embedding of Jonson graph's
eigenfunctions to Hamming graph's eigenfunctions / K.V.
Vorobev// Workshop on Algebraic Graph Theory: conference
proceedings. � Laramie, USA, 2013. � P. 18.

19


