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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Объектом исследования данной работы являют-
ся динамические распределенные системы, моделируемые взвешенными
графами. Предмет исследования – итерационные процессы изменения
состояний динамических распределенных систем.

В диссертации под динамической распределенной системой понима-
ется совокупность взаимосвязанных элементов, каждый из которых в
каждый момент времени (которое полагается дискретным) характери-
зуется набором значений некоторых параметров – своим состоянием.
Состояние системы – это совокупность состояний ее элементов. Эле-
мент может находиться в различных состояниях, и на каждом времен-
ном шаге все элементы системы независимо друг от друга изменяют
свои состояния на основании имеющейся у них информации о состоя-
ниях соседей. Так как элементы действуют независимо, то система по-
падает в состояние, отличающееся от того, которое ожидали элементы,
что на очередном временном шаге побуждает их снова изменять свои
состояния.

Динамические распределенные системы являются адекватными мо-
делями описания различных физических, экономических и социальных
систем, поэтому представляет интерес получение достаточных условий
сходимости процесса изменения состояний, а также вычисление пре-
дельных и равновесных состояний системы. Несмотря на то, что ди-
намические распределенные системы изучаются в различных областях
знаний, вопрос сходимости процессов изменения состояний исследован
недостаточно. В диссертации анализируется сходимость процессов изме-
нения состояний в двух классах динамических распределенных систем,
представляющих интерес как с теоретической, так и с практической
точек зрения.

Цель работы. Исследование итерационных процессов изменения
состояний в распределенных динамических системах. Поиск достаточ-
ных условий сходимости и оценка скорости сходимости этих процессов.
Нахождение аналитических выражений для предельных и равновесных
состояний. Анализ устойчивости процессов вычисления предельных и
равновесных состояний к вычислительным погрешностям.

Методы исследований. В работе использовались методы матрич-
ного анализа, теории графов, исследования операций и дискретного
анализа.

Научная новизна. В диссертации рассматриваются две модели ди-
намических распределенных систем, представленных взвешенными гра-
фами. Первая из них является обобщением рассматривавшихся ранее
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моделей. Вторая модель ранее не рассматривалась. Сформулированы
новые легко проверяемые условия сходимости процессов изменения со-
стояний, впервые получены аналитические выражения для предельных
и равновесных состояний и проведен анализ устойчивости процессов
вычисления предельных состояний к вычислительным погрешностям.

Основные результаты.

1. Сформулированы полиномиально проверяемые достаточные усло-
вия сходимости процессов изменения состояний в двух классах ди-
намических распределенных систем.

2. Определены оценки скорости сходимости.

3. Получены аналитические выражения для предельных и равновес-
ных состояний.

4. Найдены условия устойчивости процесса вычисления состояний
системы к ошибкам округления и погрешностям начальных дан-
ных и показана непрерывная зависимость предельного и равно-
весного состояний от параметров системы.

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теоре-
тический характер, однако ее результаты могут быть полезны при про-
ведении качественного анализа различных физических, социальных и
экономических процессов, а также могут быть использованы при ана-
лизе других итерационных процедур.

Апробация работы. Основные научные результаты диссертации
докладывались и обсуждались на семинарах кафедры Теоретической
кибернетики НГУ и отдела Теоретической кибернетики ИМ СО РАН,
на семинарах “Дискретные экстремальные задачи” и “Избранные во-
просы математического анализа” ИМ СО РАН, на XLII и XLV между-
народных студенческих конференциях “Студент и Научно-Технический
Прогресс” (г.Новосибирск, 2004 и 2007 годы), на международной школе-
семинаре “Вычислительные методы и решение оптимизационных задач”
(г.Бишкек, Киргизия, 2004 год), на XIV Байкальской международной
школе-семинаре “Методы оптимизации и их приложения” (г.Северобай-
кальск, 2008 год).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 7
работах, из них 3 в рецензируемых изданиях и журналах, рекомендо-
ванных ВАК.

Личный вклад. Все результаты получены соискателем лично. В
совместных публикациях вклад соискателя является существенным и
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заключается в формулировке и доказательстве утверждений. Конфликт
интересов с соавторами отсутствует.

Структура и объем работы. Диссертация изложена на 110 стра-
ницах и состоит из введения, вспомогательного раздела, двух глав, за-
ключения и списка литературы, содержащего 49 наименований. Работа
содержит 19 рисунков.

На защиту выносится совокупность результатов о сходимости
процессов изменения состояний в некоторых динамических распреде-
ленных системах.

Содержание диссертационной работы

Во Введении даются необходимые определения, приводится краткий
обзор результатов, посвященных рассматриваемым задачам, обосновы-
вается актуальность темы исследования и кратко излагается содержа-
ние диссертационной работы.

В разделе Элементы матричного анализа и теории графов
приводятся необходимые утверждения из теории матриц и теории гра-
фов, использующиеся в последующих главах.

Основные результаты изложены в двух главах.
В первой главе исследуется процесс перераспределения ресурсов в

динамической распределенной системе, моделируемой неориентирован-
ным графом G = (V,E), |V | = n. Каждой вершине i ∈ V приписан
однородный ресурс (потенциал) в количестве qi ≥ 0, который вершина
на любом временном шаге k полностью перераспределяет между инци-
дентными ребрами. Обозначим через xk

ij количество ресурса вершины
i, распределенного на шаге k на ребро (i, j) ∈ E. Предположим, что
начальное распределение ресурсов x0

ij :
∑

j∈Vi

x0
ij = qi, i ∈ V, j ∈ Vi =

{l ∈ V : (i, l) ∈ E}, известно. Каждая вершина i оценивает качество
взаимодействия с соседом j по значению известной функции cij(xij , xji).

Предположим, что произвольная вершина i на шаге k + 1 (k =
0, 1, . . .) принимает решение о перераспределении своего ресурса на ос-
новании наблюдаемых на шаге k распределений ресурсов соседей по ин-
цидентным i дугам. При этом вершина i выбирает такое распределение
ресурса xk+1

ij , j ∈ Vi, которое является решением следующей задачи:
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

















max
j∈Vi

cij(x
k+1
ij , xk

ji) → min
{x

k+1

ij
}
;

∑

j∈Vi

xk+1
ij = qi;

xk+1
ij = 0, (i, j) /∈ E,

где величины xk
ji, j ∈ Vi известны. Так как элементы действуют неза-

висимо друг от друга, система попадает в состояние, отличное о ожи-
даемого каждым элементом, что снова (на очередном временном шаге)
побуждает элементы перераспределять свои ресурсы.

В первой главе рассматриваются системы с линейными оцениваю-
щими функционалами cij(xij , xji) следующих видов:

1. cij(xij , xji) = axij + bxji, где a, b ∈ R;

2. cij(xij , xji) = aixij + εajxji, где ai, ε ∈ R;

3. cij(xij , xji) = aij · (xij + xji), где aij ∈ R;

4. cij(xij , xji) = aixij + bijxji, где bij , ai ∈ R.

Также рассмотрены системы с оценивающими функционалами вида
cij(xij , xji) = axij + bxji и переменными векторами потенциалов, удо-
влетворяющим следующим условиям:

1. qk
i = qi + εk

i , εk
i ∈ [−ε, ε];

2. qk
i = qk−1

i − 1 (qk
i = qi − k).

Далее, если не оговорено особо, речь идет о системах с постоянными
векторами потенциалов.

Для этих систем ищутся достаточные условия сходимости процесса
перераспределения ресурсов и аналитические выражения для предель-
ных и равновесных состояний. Ранее подобный анализ проводился лишь
для систем с полным графом отношений и оценивающими функциона-
лами частного вида.

Для формулировки основных результатов первой главы введем обо-
значения:

• Γ – матрица смежности графа G;

• di - степень вершины i в графе G, а d̃ = (d1, . . . , dn);

• D – диагональная матрица с di в i-ой строке;
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• ∆ = D−1Γ, ∆̃ = b
a
∆;

• ei – i-ый орт (столбец);

• vij = ∆ ei

di
− ej

dj
;

• fk
i =

∑

j∈Vi

cij(x
k
ij , x

k
ji);

• f0 – вектор-строка, состоящий из величин f0
i ;

• Q – сумма ресурсов всех вершин графа; в случае, если граф G
является двудольным, через Ql обозначим суммарный ресурс вер-
шин доли l (l = 1, 2), a Q = Q1 + Q2.

Теорема 1.1. Для сходимости процесса перераспределения ресурсов в
системе с оценивающими функционалами вида cij(xij , xji) = axij + bxji

достаточно выполнение условия | b
a
|≤ 1. При этом:

1. Если | b
a
|< 1, то процесс перераспределения ресурсов сходится.

Предельное (равновесное) состояние не зависит от начального рас-
пределения ресурсов и определяется следующим соотношением:

lim
k→∞

xk
ij = q(E − ∆̃)−1

(

ei

di

−
b

a

ej

dj

)

.

2. Если
∣

∣

b
a

∣

∣ = 1, то процесс перераспределения ресурсов имеет две
предельные точки: “четную” и “нечетную”, определяемые следую-
щими соотношениями:

• Пусть a = b и граф G не является двудольным. Тогда

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij +
1

a
f0D

[

E − (∆ − L)2
]−1

vij ,

lim
k→∞

x2k+1
ij = −x0

ji −
1

a
f0D

[

E − (∆ − L)2
]−1

vji +
2Q

s
.

• Пусть a = −b и граф G не является двудольным. Тогда

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij −
1

a
f0D

[

E − (∆ − L)2
]−1

vij ,

lim
k→∞

x2k+1
ij = x0

ji −
1

a
f0D

[

E − (∆ − L)2
]−1

vji.
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• Пусть a = b и граф G является двудольным. Тогда

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij +
1

a
f0D

[

E − (∆2 − L)
]−1

vij ;

lim
k→∞

x2k+1
ij = −x0

ji −
1

a
f0D

[

E − (∆2 − L)
]−1

vji +
Q

sl

.

• Пусть a = −b и граф G является двудольным. Тогда

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij −
1

a
f0D

[

E − (∆2 − L)
]−1

vij ;

lim
k→∞

x2k+1
ij = x0

ji −
1

a
f0D

[

E − (∆2 − L)
]−1

vji +
Ql − Ql+1

sl

,

где l = 1, если i ∈ V 1 и l = 2, если i ∈ V 2, а l + 1 = 2, если
i ∈ V 1 и l + 1 = 1, если i ∈ V 2.

Матрица L определяется следующим образом. В случае, если граф
G не является двудольным,

L =
1

n
∑

i=1

di





d1 d2 . . . dn

· · · · · · · · · · · ·
d1 d2 . . . dn



 .

Пусть теперь граф G является двудольным: V = V 1 ∪ V 2, |V l| = nl

(l = 1, 2). Тогда

L =

(

L1 0
0 L2

)

, Ll =









dl
j

nl
∑

i=1

dl
i









i,j=1,...nl

, (l = 1, 2).

Теорема 1.2. Для сходимости процесса перераспределения ресурсов
в системе с оценивающими функционалами вида cij(xij , xji) = aixij +
εajxji достаточно выполнения условия |ε| ≤ 1. При этом:

1. Если |ε| < 1, то процесс перераспределения ресурсов сходится.
Предельное (равновесное) состояние системы не зависит от на-
чального распределения ресурсов и определяется соотношением:

lim
k→∞

xk
ij =

1

ai

q̃(E − ∆̃)−1

(

ei

di

− ε
ej

dj

)

.
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2. Если |ε| = 1, то существует две предельные точки: “четная” и
“нечетная”, определяемые следующими соотношениями

• Если граф G не является двудольным, то

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij +
ε

ai

f0D
[

E − (∆ − L)2
]−1

vij ,

lim
k→∞

x2k+1
ij = − εx0

ji −
1

ai

f0D
[

E − (∆ − L)2
]−1

vji +

+
1

s



Q + ε

n
∑

i=1

∑

j∈Vi

aj

ai

x0
ji



 ,

где s =
∑

i∈V

di, а вид матрицы L указан выше.

• Если граф G является двудольным, то

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij +
ε

ai

f0D
[

E − (∆2 − L)
]−1

vij ,

lim
k→∞

x2k+1
ij = −εx0

ji −
1

ai

f0D
[

E − (∆2 − L)
]−1

vji +
Q̃l

sl

,

где sl =
∑

i∈V l , Q̃l =
∑

i∈V l

∑

j∈Vi

x0
ij + ε

aj

ai
x0

ji, l = 1, если i ∈ V 1

и l = 2, если i ∈ V 2, а l + 1 = 2, если i ∈ V 1 и l + 1 = 1, если
i ∈ V 2.

Рассмотрим систему с оценивающими функционалами следующего
вида: cij(xij , xji) = aij · (xij + xji). Введем обозначения:

• αi =
∑

j∈Vi

1
aij

;

• α = (α1, . . . , αn);

• A = diag{α1, α2, . . . , αn}.

Теорема 1.3. При выполнении условия aij = aji для каждого ребра
(i, j) ∈ E процесс перераспределения ресурсов в системе с оценивающи-
ми функционалами вида cij(xij , xji) = aij ·(xij +xji) для произвольного
графа G имеет две предельные точки, “четную” и “нечетную”, опреде-
ляемые следующими соотношениями:

lim
k→∞

x2k
ij = x0

ij +
1

aij

f0A
(

E −
(

∆2 − L
))−1

(

∆
ei

αi

−
ej

αj

)

,
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lim
k→∞

x2k+1
ij = −x0

ji −
1

aij

f0A
(

E −
(

∆2 − L
))−1

(

∆
ej

αj

−
ei

αi

)

+ Q̃ij .

Величины Q̃ij зависят от вида графа G. В случае, если граф G не явля-

ется двудольным, Q̃ij = 2Q/(aij

n
∑

m=1
αm). В случае двудольного графа

G Q̃ij = Q/(aij

n1
∑

m=1
αm), если i ∈ V 1, и Q̃ij = Q/(aij

n1+n2
∑

m=n1+1
αm), если

i ∈ V 2.
Матрица L определяется следующим образом. Если граф G не яв-

ляется двудольным, то

L =
1

n
∑

i=1

αi









α1 α2 . . . αn

α1 α2 . . . αn

. . . . . . . . . . . .
α1 α2 . . . αn









.

Если граф G является двудольным: V = V 1 ∪ V 2, |V l| = nl (l = 1, 2), то

L =

(

L1 0
0 L2

)

, Ll =









dl
j

nl
∑

i=1

dl
i









i,j=1,...nl

, (l = 1, 2).

Теорема 1.4. Для сходимости процесса перераспределения ресурса в
системе с оценивающими функционалами вида cij(xij , xji) = aixij +

bijxji достаточно выполнения условия
∣

∣

∣

bij

aj

∣

∣

∣ ≤ 1
2 для каждого ребра

(i, j) ∈ E. При этом предельное (равновесное) состояние, не зависит
от начального состояния X0.
Теорема 1.5. Достаточным условием сходимости процесса перерас-
пределения ресурсов в системе с оценивающими функционалами вида
cij(xij , xji) = axij + bxji и вектором потенциалов, удовлетворяющем
условию qk

i = qi + εk
i (εk

i ∈ [−ε, ε]) , является выполнение неравенства
|b/a| < 1. При этом верна следующая оценка для предельного распре-
деления ресурсов:

x∗
ij −

(n + 1)ε
(

1 −
∣

∣

b
a

∣

∣

)2 ≤ lim
k→∞

xk
ij ≤ x∗

ij +
(n + 1)ε

(

1 −
∣

∣

b
a

∣

∣

)2 ,

где {x∗
ij |(i, j) ∈ E} – это предельное распределение ресурсов в системе

с постоянным вектором ресурсов q.
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Теорема 1.6. При выполнении условия |b/a| < 1 в системе с оцени-
вающими функционалами вида cij(xij , xji) = axij + bxji и вектором
потенциалов, удовлетворяющем условию qk

i = qi − k верны следующие
соотношения:

xk
ij = x̂k

ij −
t

di

− kI(E − ∆̃)−1v + I(E − ∆̃)−2v + o(k),

где v = ∆̃ ei

di
− b

a
ej

dj
, а x̂k

ij – количество ресурса, распределенного на
ребро (i, j) ∈ E в момент времени k в системе с постоянным вектором
потенциалов q.

Таким образом, в первой главе рассмотрена n-элементная модель
распределенной системы на графе и исследован вопрос сходимости про-
цесса перераспределения ресурсов в системах с различными линейными
оценивающими функционалами. Сформулированы полиномиально про-
веряемые достаточные условия сходимости этих процессов, получены
аналитические выражения для вычисления предельных и равновесных
состояний, трудоемкость вычисления которых равна O(n3). Проведен
анализ процесса перераспределения ресурсов в системе с переменны-
ми потенциалами и показана сходимость процесса в частном случае.
Получены оценки для предельных состояний системы с потенциалами
ограниченной вариации и асимптотическое распределение ресурсов в
системе с убывающими потенциалами.

Во второй главе исследуется процесс перераспределения потока
в динамической распределенной системе, моделируемой ориентирован-
ным графом G = (V,E), |V | = n. Каждой вершине i ∈ V соответ-
ствуют два подмножества вершин: Ii = {k ∈ V |(k, i) ∈ E} и Oi =
{k ∈ V |(i, k) ∈ E}. Обозначим через T множество стоков графа G:
T = {i ∈ V |Oi = ∅}. Потоком в графе G назовем множество действи-
тельных чисел X = {xij ≥ 0|(i, j) ∈ E}. Для каждой вершины, не
являющейся стоком, считаем заданным ее потенциал qi, характеризу-
ющий величину потока, возникающего в этой вершине в единицу вре-
мени. Также для каждой вершины i ∈ V \T считаем заданным вектор

пропорций Ai = {aij ≥ 0|j ∈ Oi,
∑

j∈Oi

aij = 1}.

Предположим, что каждая вершина i ∈ V \T в момент времени (k +
1) перераспределяет пришедший в нее в момент k (k ≥ 0) поток по
исходящим дугам согласно заданным пропорциям aij :

xk+1
ij = aij(qi +

∑

p∈Ii

xk
pi), i ∈ V \T, j ∈ Oi, k = 0, 1, . . . ,

Начальный поток x0
ij , (i, j) ∈ E считается известным. Эти соотношения
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определяют процесс изменения состояний системы.
Ранее такая модель в литературе не рассматривалась. Формально

она близка к централизованной динамической модели межотраслево-
го баланса В.В. Леонтьева, однако при анализе этой модели вопросы
сходимости как правило не рассматриваются.

Для формулировки основных результатов этой главы введем обозна-
чения:

• Γ = {γij} – матрица смежности графа G;

• A = {αij}, αij = aijγij – матрица коэффициентов aij ;

• q – вектор (строка) потенциалов вершин;

• pk
i =

∑

j∈Ii

xk
ji – суммарный поток, входящий в вершину i в момент

времени k (k ≥ 0);

• p0 = (p0
1, . . . , p

0
n) – вектор (строка), содержащий величины pk

i ;

• E – единичная матрица, а ei – ее i-ый столбец (i-ый координатный
орт).

Введем функцию h(G). Пусть G –некоторый ориентированный граф.
Тогда:

• если G сильно связен, то значение h(G) равно НОД длин всех
контуров в G;

• если G не является сильно связным, то h(G)=HOK(h(G1), . . . , h(Gg)),
где {G1, . . . , Gg} – сильные компоненты G, являющиеся стоками в
графе компонент K(G).

Теорема 2.1. Пусть граф G имеет непустое множество стоков T и каж-
дая вершина графа соединена путем с некоторым стоком. Тогда процесс
перераспределения потока сходится к предельному состоянию, опреде-
ляемому следующим соотношением:

x∗
ij = aijq(E − A)−1ei,

причем сходимость осуществляется со скоростью геометрической про-
грессии.
Теорема 2.2. Пусть G – граф, в котором есть вершины, не соединен-
ные путями со стоками, и вектор потенциалов q = 0. Тогда процесс
перераспределения потока имеет h = h(G) предельных точек:

x
(r+1)+h∞
ij = aijp

0Ar+h∞ei, r = 0, . . . , h − 1, (i, j) ∈ E.
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Здесь через Ar+h∞ обозначен следующий предел: lim
k→∞

Ar+h·k.

Измерение параметров реальных систем неизбежно сопровождается
погрешностями, а вычисление значений потоков – машинными округ-
лениями. Это может привести к сильному расхождению между теоре-
тически вычисленными значениями потоков и результатами численных
экспериментов. Поэтому возникает вопрос: насколько сильно неточно-
сти в параметрах системы и вычислительные погрешности влияют на
результаты вычислений. Чтобы ответить на него, наряду с процессом











xk+1
ij = aij(qi +

∑

p∈Ii

xk
pi)

∑

p∈Ii

x0
pi = p0

i

(1)

рассмотрим процесс










yk+1
ij = ãij(q̃i +

∑

p∈Ii

yk
pi + εk

ij)
∑

p∈Ii

y0
pi = p̃0

i

(2)

Здесь






ãij = aij + τij

p̃0
i = p0

i + ζi

q̃i = qi + ηi

Или







Ã = A + T
p̃0 = p0 + ζ
q̃ = q + η

Считаем, что влияние погрешностей сказывается следующим обра-
зом: вместо точных значений параметров A, p0, q известны “приближен-
ные” Ã, p̃0, q̃, отличающиеся от истинных значений на величины неболь-
ших порядков. Помимо этого, на каждом шаге вычислений происхо-
дит округление. Относительно Ã полагаем, что искажению подверглись
только ненулевые элементы матрицы A. То есть, для каждого i выпол-
няются соотношения:

ãij ≥ 0, j ∈ Vi,

∑

j∈Oi

ãij =
∑

j∈Oi

aij =

{

0, i является стоком;
1, иначе.

Отсюда следует, что
∑

j∈Oi

τij = 0.

Теорема 2.3. Пусть в графе G из каждой вершины есть путь в сток.
Тогда процессы (1) и (2) сходятся. Пусть r = max {r(A), r(Ã)}, а ξ такое
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положительное число, что r + ξ < 1. В случае, когда параметры систе-
мы, их возмущения и погрешности вычисления удовлетворяют неравен-
ствам: |τij | ≤ τ, |θk

i | ≤ θ, aij ≤ a, qi ≤ q, q̃i ≤ q̃, |εk
ij | ≤ ε, верна следующая

оценка:

|yk
ij − xk

ij | = O

(

naqτ

(1 − (r + ξ))2
+

aθ + τ q̃

1 − (r + ξ)
+ aε

)

.

Теорема 2.4. Пусть в графе G есть вершины, из которых нет путей в
стоки и вектор q = 0. В этом случае процесс, определяемый соотноше-
ниями (2) расходится. Пусть β – некоторое положительное число. Тогда
при k ≤ β

namaxδmax
верны неравенства:

|yk
ij − xk

ij | ≤
n2C̃τmaxamaxpmax

1 − µ̃
+ namaxζmax + nτmaxpmax + β

|yk
ij − x∗

ij | ≤
n2C̃τmaxamaxpmax

1 − µ̃
+ namaxζmax + nτmaxpmax + β +

+amaxpmaxCµk−1,

где µ (µ̃) меньше единицы, но больше второго по абсолютной величине
собственного числа A (Ã), а C = C(A,µ) (C̃ = C̃(Ã, µ̃)) некоторая вели-
чина, не зависящая от k.

Таким образом, во второй главе исследован вопрос сходимости про-
цесса перераспределения потока в сети. Получены достаточные условия
сходимости процесса в терминах топологии сети и аналитические вы-
ражения для вычисления предельного потока с трудоемкостью O(n3).
Исследован случай, когда эти условия нарушаются и показано, что в
данном случае процесс перераспределения потока имеет несколько пре-
дельных точек, с помощью которых можно вычислить сбалансирован-
ный поток. Найдены условия устойчивости процесса вычисления потока
к вычислительным погрешностям.
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