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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ
êëàññè÷åñêèå îáúåêòû äèñêðåòíîãî àíàëèçà � áåñêîíå÷íûå ñëîâà,
òî åñòü áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé
ðåêóððåíòíîñòè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, à òàêæå, îïðåäåëåííûå äëÿ ñëîâ
ñëîæíîñòíûå ôóíêöèè è ãðàôîâûå ñòðóêòóðû.

Àëôàâèòîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Áåñ-
êîíå÷íîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì Σ åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ΣIN0 , ãäå ÷åðåç IN0 îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ñ íóëåì. Êîíå÷íûì ñëîâîì äëèíû n íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà Σn. Êîíå÷íîå ñëîâî u ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì ñëîâà
x = x0x1 . . . , à òî÷íåå, èìååò âõîæäåíèå â íåãî íà ïîçèöèè k, åñëè
u = xkxk+1 . . . xk+n äëÿ íåêîòîðîãî n. Ñëîâî u âõîäèò â ñëîâî x
ðàâíîìåðíî, åñëè îíî âõîäèò â íåãî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, è ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîçèöèÿìè åãî âõîæäåíèé â x îãðàíè-
÷åíû êîíñòàíòîé. Áåñêîíå÷íîå ñëîâî x íàçûâàþò ðåêóððåíòíûì,
åñëè âñÿêîå åãî ïîäñëîâî âõîäèò â íåãî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, è
ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûì, åñëè âñÿêîå åãî ïîäñëîâî âõîäèò â íåãî
ðàâíîìåðíî. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ è ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàâíîìåð-
íîé ðåêóððåíòíîñòüþ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â [3]. Ïðîèçâåäåíèåì ñëîâ x = x0x1 . . . è y = y0y1 . . . íàçûâàåòñÿ
ñëîâî x ⊗ y = 〈x0, y0〉〈x1, y1〉 íàä àëôàâèòîì ïàð ñèìâîëîâ. Ñëîâî
x íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ðåêóððåíòíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ðàâíîìåðíî
ðåêóððåíòíîãî ñëîâà y ïðîèçâåäåíèå x⊗y ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíî.

Ïîíÿòèå ðåêóððåíòíîñòè èìååò íå �äèñêðåòíîå� ïðîèñõîæäåíèå:
âïåðâûå îíî âîçíèêëî â ðàáîòàõ Ïóàíêàðå, ïîñâÿùåííûõ ìåõàíè-
êå. Â íèõ îí èçó÷àåò ñâîéñòâà òðàåêòîðèé òî÷åê òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îäèí èç
ïåðâûõ ïîëó÷åííûõ èì â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷à-
åòñÿ (â ôîðìóëèðîâêå Áèðêãîôà [12]) â òîì, ÷òî äëÿ âñÿêèõ êîì-
ïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî íåïðåðûâíîãî îòîáðà-
æåíèÿ â ñåáÿ èìååòñÿ òî÷êà, ÷üÿ òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âñÿ-
êóþ åå îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òàêèå òî÷êè è èõ îðáè-
òû íàçûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè. Åùå áîëåå áëèçêèìè ê ïåðèîäè÷-
íûì ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âñÿêóþ îêðåñòíîñòü
íà÷àëüíîé òî÷êå â òå÷åíèè âñÿêîãî èíòåðâàëà âðåìåíè, çàâèñÿùåé
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ëèøü îò îêðåñòíîñòè äëèíû. Òàêèå òî÷êè òàêæå ñóùåñòâóþò [8] äëÿ
âñÿêèõ êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è åãî íåïðåðûâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ â ñåáÿ è íàçûâàþòñÿ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûìè.
Îïðåäåëåíèÿ, ïðèâåäåííûå ðàíåå, ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëèðîâêàìè ýòèõ
ñâîéñòâ â òåðìèíàõ èçó÷àåìûõ â äèññåðòàöèè îáúåêòîâ. Ýòî æå êà-
ñàåòñÿ è ñèëüíîé ðåêóððåíòíîñòè, ïðî êîòîðóþ ïî÷òè íè÷åãî íå
èçâåñòíî [24, 26, 27], çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ýòî � îòíîñèòåëüíî
ðåäêîå ÿâëåíèå [23].

Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ñâîéñòâî ðåêóððåíòíîñòè â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ èãðàåò íåìàëóþ ðîëü â òåîðèè ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ, çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî â ïðèìåíåíèè ê áåñêîíå÷íûì ñëîâàì îíî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü íîâûå è óëó÷øàòü èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû Ðàìñååâñêîãî
òèïà (òåîðåìû òèïà âàí äåð Âàðäåíà, Ñåìåðåäè, Õèäìàíà). Ýòîé
òåìå ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [24]. Âîçìîæíî, äåòàëüíîå èçó÷åíèå
ñâîéñòâà ðåêóððåíòíîñòè ïðèâåäåò ê ïîëó÷åíèþ åùå áîëåå ñèëü-
íûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè.

Åùå îäíèì èññëåäóåìûì â äèññåðòàöèè àñïåêòîì áåñêîíå÷íûõ
ñëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñëîæíîñòü. Êëàññè÷åñêîé ìåðîé ñëîæíîñòè ñëîâà
x ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè fx(n), ñ÷èòàþùàÿ
ðàçëè÷íûå ïîäñëîâà äëèíû n ñëîâà x. Ýòà ôóíêöèÿ î÷åíü õîðî-
øî èçó÷åíà, õîòÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè èìååòñÿ è ðÿä íåðåøåííûõ
âîïðîñîâ [18]. Îäíèì èç åå îáîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ñëîæíîñòü ax(n) ñëîâà x, ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ñëîâ âèäà
xkxk+d . . . xk+(n−1)d ïðè âñåâîçìîæíûõ k > 0 è d > 1, êîòîðàÿ áûëà
âïåðâûå ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [10]. Êàê è â ñëó÷àå êîìáèíàòîð-
íîé ñëîæíîñòè, ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ôóíêöèé àðèôìåòè÷åñêîé
ñëîæíîñòè åùå íå îïèñàíî. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñëåäóåò îòìåòèòü
ðÿä ðåçóëüòàòîâ [19, 22, 16]. Â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åí ðåçóëüòàò î
ñóùåñòâîâàíèè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè, ïðî-
ìåæóòî÷íîé ìåæäó ïîëèíîìèàëüíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé.

Äëÿ èçó÷åíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ íèçêîé ñëîæíîñòè ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ãðàôîâ Ðîçè [4, 1, 5, 15], ïðåäñòàâëåííûõ â ðà-
áîòå [34]. Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè âçÿòèÿ ïîäñëîâ, íàçûâàåòñÿ ôàêòîðíûì ÿçûêîì. Ãðàô Ðîçè
RL(n) ïîðÿäêà n ôàêòîðíîãî ÿçûêà L åñòü òàêîé îðãðàô íà ñëî-
âàõ äëèíû n ÿçûêà L, ÷òî äóãà èç ñëîâà u0u1 . . . un−1 âåäåò â ñëîâî
v0v1 . . . vn−1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u1 . . . un−1 = v0v1 . . . vn−2
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(ïðè n = 1 ñ÷èòàåì ýòî âûïîëíåííûì), è u0u1 . . . un−1vn−1 ∈ L. Â
äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíò-
íûõ ñëîâ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãðàôîâ Ðîçè, ñîäåðæàùåé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôîâ çàäàííîé.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðàâíîìåðíîé ðå-
êóððåíòíîñòè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, èõ ñëîæíîñòíûõ ôóíêöèé è ãðà-
ôîâ Ðîçè.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ êîì-
áèíàòîðíûå ìåòîäû äèñêðåòíîãî àíàëèçà è ìåòîäû òåîðèè ãðàôîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-
öèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
1. Ïðåäëîæåíû íîâûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ðåêóððåíò-

íûõ ñëîâ, è äîêàçàíà ñèëüíàÿ ðåêóððåíòíîñòü áåñêîíå÷íûõ ñëîâ
ñëåäóþùèõ êëàññè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé:

1.1 íåïîäâèæíûå òî÷êè àíòèïîäàëüíûõ ìîðôèçìîâ,
1.2 îáîáùåííî âðàùàòåëüíûå ñëîâà,
1.3 ñëîâà Òåïëèöà.
2. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ñâîéñòâà êëàññà ñèëüíî ðåêóð-

ðåíòíûõ ñëîâ: äîêàçàíà çàìêíóòîñòü ýòîãî êëàññà îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèé ïðîèçâåäåíèÿ, âçÿòèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïîäïðîãðåññèè, âçÿ-
òèÿ áëî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ðàâíîáî÷íûõ ìîðôèç-
ìîâ.

3. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ
íàä s-áóêâåííûì àëôàâèòîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ Ðîçè êî-
òîðûõ ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìåîìîðôîâ çàäàííûõ Ps-
îðãðàôîâ.

4. Ïîëó÷åíà íåòðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íà àðèôìåòè÷åñêóþ
ñëîæíîñòü ñëîâ òèïà Ñåðïèíñêîãî è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå áåñ-
êîíå÷íûõ ñëîâ ïðîìåæóòî÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî èíôîðìàòèêå â Ðîññèè (Åêà-
òåðèíáóðã, Ðîññèÿ, 2007), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ÿçû-
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êàì è àâòîìàòàì LATA2009 (Òàððàãîíà, Èñïàíèÿ, 2009), Ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àâòîìàòàì è êîìáèíàòîðèêå íà ñëîâàõ
AutoMathA2009 (Ëüåæ, Áåëüãèÿ, 2009), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå MathInfo2010 (Ìàð-
ñåëü, Ôðàíöèÿ, 2010), íà çàñåäàíèÿõ ñåìèíàðîâ �Ôàêòîðíûå ÿçûêè�
(ÍÃÓ), �Äèñêðåòíûé àíàëèç� (ÍÃÓ), �Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ� (ÍÃÓ),
�Ñèíòåç è ñëîæíîñòü ñõåì� (ÍÃÓ), íà çàñåäàíèè ñåìèíàðà �Äèíà-
ìè÷åñêèå ñèñòåìû� (Öåíòð Ìàòåìàòèêè Ìîðíèíãñàéä Êèòàéñêîé
Àêàäåìèè Íàóê, Ïåêèí, 2009).

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè,
èìåþò öåííîñòü â êîìáèíàòîðèêå íà ñëîâàõ è ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû â êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ÷èñåë è òåîðèè äèñêðåòíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðåçóëüòàòû âêëþ÷åíû â ïðîãðàììó ñïåöêóðñà
�Ôàêòîðíûå ÿçûêè�, ÷èòàåìîãî íà êàôåäðå òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíå-
òèêè ÍÃÓ.

Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ î êëàññå
ñèëüíî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ, àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè áåñêîíå÷-
íûõ ñëîâ è ãðàôàõ Ðîçè.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (42 íàèìåíîâàíèÿ).
Îáúåì äèññåðòàöèè 77 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 1 ðèñóíîê è 2 òàáëèöû.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè
è ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ
íåîáõîäèìûå èçâåñòíûå ôàêòû îá îáúåêòàõ èññëåäîâàíèÿ è äîêà-
çûâàþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå òåõíè÷åñêèå ëåììû.

Âî âòîðîé ãëàâå èçëîæåíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î ñèëüíîé
ðåêóððåíòíîñòè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ñëîâî x íàçû-
âàåòñÿ ñèëüíî ðåêóððåíòíûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ðàâíîìåðíî ðåêóð-
ðåíòíîãî ñëîâà y ïðîèçâåäåíèå x⊗ y ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíî.

Ìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : Σ∗ → ∆∗, óäîâëå-
òâîðÿþùåå òîæäåñòâó ϕ(uv) = ϕ(u)ϕ(v) äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ñëîâ
u, v. Ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ (m-)ðàâíîáëî÷íûì, åñëè îí îòîáðàæà-
åò áóêâû â ñëîâà îäèíàêîâîé äëèíû m > 1. Îáîçíà÷èì àëôàâèò
{0, 1, . . . , s − 1} ÷åðåç Σs. Ðàâíîáëî÷íûé ìîðôèçì ϕ : Σ∗s → Σ∗s
äëèíû m íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ âñåõ 0 6 i < m
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(j)i = ϕ(0)i ⊕ j, ãäå îïåðàöèÿ ⊕ åñòü ñëî-
æåíèå ïî ìîäóëþ s. Ñèììåòðè÷åñêèé ìîðôèçì íàä àëôàâèòîì Σ2

íàçûâàåòñÿ àíòèïîäàëüíûì.
Íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìîðôèçìà ϕ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ñëî-

âî x, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ x = ϕ(x). Íåïîäâèæíûå òî÷-
êè ìîðôèçìîâ (òàê íàçûâàåìûå D0L-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) îáðàçó-
þò îáøèðíûé õîðîøî èçó÷åííûé êëàññ ñëîâ. Ââåäåííûå ïåðâîíà-
÷àëüíî â 1968 ã. äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ æèâûõ îðãàíèçìîâ
[2], âïîñëåäñòâèè îíè íàøëè ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòå-
ìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.

Òåîðåìà 1. Íåïîäâèæíûå òî÷êè àíòèïîäàëüíûõ ìîðôèçìîâ ñèëü-
íî ðåêóððåíòíû.

Ïðèìåðîì òàêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæåò ñëóæèòü ñëîâî Òóý-
Ìîðñà xTM = 0110100110 . . . äëÿ ìîðôèçìà ϕ(0) = 01, ϕ(1) = 10,
âïåðâûå ââåäåííîå À. Òóý [35].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, îòîæäåñòâëÿåìóþ
ñ IR/ZZ. Âðàùåíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå Rα : C → C, îòîáðà-
æàþùåå òî÷êó ρ â ρ+ α mod 1.
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Ïóñòü íàì äàíî ðàçáèåíèå C îêðóæíîñòè íà êîíå÷íîå ÷èñëî
îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëóèí-
òåðâàëîâ Ia, ãäå a ∈ Σs. Îïðåäåëèì îáîáùåííîå âðàùàòåëüíîå ñëî-
âî r = r0r1 . . . øàãà α è c íà÷àëüíîé òî÷êîé ρ êàê ñëîâî, äëÿ êî-
òîðîãî ri = a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Riαρ ∈ Ia. Îáîáùåííî
âðàùàòåëüíîå ñëîâî íàçîâåì âîññòàíîâèìûì, åñëè òî÷êè Riαρ íå
ïîïàäàþò íà ãðàíè÷íûå òî÷êè èíòåðâàëîâ çàäàííîãî ðàçáèåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Âîññòàíîâèìûå îáîáùåííî âðàùàòåëüíûå ñëîâà ñèëü-
íî ðåêóððåíòíû.

×àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííî âðàùàòåëüíûõ ñëîâ ÿâëÿþòñÿ ñëî-
âà Øòóðìà, îáëàäàþùèå ìíîãèìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè [30].

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ âñòàâêè áåñêîíå÷íîãî ñëîâà y = y0y1 . . . â
áåñêîíå÷íîå ñëîâî x íàä àëôàâèòîì Σ∪{?} êàê îïåðàöèþ, êîòîðàÿ
çàìåíÿåò i-îå âõîæäåíèå ñèìâîëà ? â ñëîâå x ñèìâîëîì yi, è îáî-
çíà÷èì ðåçóëüòàò åå ïðèìåíåíèÿ ÷åðåç x / y. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå
ñëîâî u íàä àëôàâèòîì Σ∪{?}, íà÷èíàþùååñÿ ñ ñèìâîëà, îòëè÷íî-
ãî îò ?. Îïðåäåëèì y = uω è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ
y, y / y, y / y / y, . . .. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
ñëîâó x íàä àëôàâèòîì Σ. Ñëîâà, ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì äëÿ
ðàçëè÷íûõ u, íàçûâàþò ñëîâàìè Òåïëèöà.

Îïèñàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé,
ïðåäëîæåííîé â [28], ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷íûõ ôóíê-
öèé íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëåííîãî Î. Òåï-
ëèöåì â [36]. Èçó÷åíèå êîìáèíàòîðíûõ ñâîéñòâ òàêèõ ñëîâ íà÷àëîñü
ñ ðàáîòû [33], êîòîðàÿ è çàêðåïèëà çà íèìè íàçâàíèå �ñëîâà Òåï-
ëèöà�. Â ðàáîòå [6] îïèñûâàåòñÿ èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ýòèõ ñëîâ ñ íåêî-
òîðûìè èçâåñòíûìè êîìáèíàòîðíûìè ïðîáëåìàìè. Â ðàáîòå [17]
îïèñûâàåòñÿ èíîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñëîâ Òåïëèöà, îñíîâàííûé íà
èòåðàòèâíîì ïðèìåíåíèè ìîðôèçìîâ, è ïðèâîäèòñÿ èõ êëàññèôè-
êàöèÿ.

Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ñëîâà x è ìíîæåñòâà I = {i0 < i1 < . . .} ⊆ IN0

îáîçíà÷èì ÷åðåç xI ñëîâî xi0xi1 . . .. Àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé
A ⊆ IN0 íàçîâåì ìíîæåñòâî, èìåþùåå âèä {k + id : i ∈ IN0} äëÿ
íåêîòîðûõ k > 0 è d > 0.

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ñëîâà x ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíî-
æåñòâà ÷èñåë IN0 íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ àðèôìåòè÷åñêèå
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ïðîãðåññèè Ai, ãäå i ∈ I, ÷òî âñÿêîå ñëîâî xAi ñèëüíî ðåêóððåíòíî,
òî è ñàìî x ñèëüíî ðåêóððåíòíî.

Ñëåäñòâèåì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ ðåêóððåíòíîñòü ñëîâ
Òåïëèöà. Òàêæå, ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü íîâûå ñèëü-
íî ðåêóððåíòíûå ñëîâà èç èìåþùèõñÿ.

Ïîìèìî ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì, â ýòîé ãëàâå ôîðìóëèðóåò-
ñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ðÿä ñâîéñòâ êëàññà ñèëüíî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ. Â
÷àñòíîñòè, åãî çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïðîèçâåäåíèÿ,
âçÿòèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðèìåíåíèÿ ðàâ-
íîáëî÷íûõ ìîðôèçìîâ.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ AutoMathA2009 (Ëüåæ, Áåëüãèÿ, 2009), MathInfo2010
(Ìàðñåëü, Ôðàíöèÿ, 2010), íà çàñåäàíèè ñåìèíàðà ïî äèíàìè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì â Ïåêèíå (2009) è èçëîæåíû â ðàáîòå [39].

Â òðåòüåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î ãðàôîâûõ ñòðóêòó-
ðàõ íà ñëîâàõ - ãðàôàõ Ðîçè.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàôîì Ðîçè [34] RL(n) ïîðÿäêà n ôàêòîðíîãî
ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ òàêîé îðãðàô íà ñëîâàõ äëèíû n ÿçûêà L,
÷òî äóãà èç ñëîâà u0u1 . . . un−1 âåäåò â ñëîâî v0v1 . . . vn−1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà u1 . . . un−1 = v0v1 . . . vn−2 (ïðè n = 1 ñ÷èòàåì
ýòî âûïîëíåííûì), è u0u1 . . . un−1vn−1 ∈ L.

Ãðàô äå Áðåéíà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ãðàô Ðîçè òîãî æå ïî-
ðÿäêà ÿçûêà âñåõ ñëîâ íàä ñîîòâåòñòâóþùèì àëôàâèòîì.

ÎðãðàôG = 〈VG, EG〉 íàçûâàåòñÿ ÷àñòüþ îðãðàôàH = 〈VH , EH〉,
åñëè VG ⊆ VH è EG ⊆ EH . Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü
G ⊆ H. Îðãðàô G âëîæèì â îðãðàô H, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé îð-
ãðàô G′ ⊆ H, ÷òî G ' G′.

Íàçîâåì k-ðàçáèåíèåì ðåáðà îðãðàôà îïåðàöèþ çàìåíû ýòîãî
ðåáðà öåïüþ, ñîñòîÿùåé èç k äóã è ïðîõîäèìîé â òîì æå íàïðàâ-
ëåíèè. Ðåçóëüòàò k-ðàçáèåíèÿ âñåõ ðåáåð îðãðàôà G íàçîâåì åãî
k-ðàñòÿæåíèåì è îáîçíà÷èì ÷åðåç τkG.

Ðåáåðíûé ãðàô πG îðãðàôà G åñòü òàêîé îðãðàô íà ðåáðàõ
G, ÷òî ðåáðî 〈e1, e2〉 ïðèíàäëåæèò πG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîíå÷íàÿ âåðøèíà ðåáðà e1 åñòü íà÷àëüíàÿ äëÿ ðåáðà e2.

Îðãðàô íàçûâàåòñÿ Ls-îðãðàôîì, åñëè ïîëóñòåïåíè èñõîäà è çà-
õîäà åãî âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò s. Îðãðàô, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì
Ls, íàçûâàåòñÿ Ps-îðãðàôîì, åñëè â íåì íàéäóòñÿ òàêèå âåðøèíû
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v, v′, ÷òî ïîëóñòåïåíü èñõîäà v ðàâíà ïîëóñòåïåíè çàõîäà v′ è ðàâíà
s.

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î âëîæèìî-
ñòè.

Ëåììà 1. Ïóñòü îðãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì Ps-îðãðàôîì.
Òîãäà äëÿ âñÿêîãî Ls-îðãðàôà H ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà n, k,
÷òî ðàñòÿæåíèå τkH âëîæèìî â πnG.

Íà åå îñíîâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ãðàôîâ Ðîçè.

Òåîðåìà 4. Äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Gi)i∈IN0 ñèëüíî ñâÿç-
íûõ Ps-îðãðàôîâ ñóùåñòâóåò òàêîé ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûé ÿçûê
L íàä Σs, ÷òî RL(ni) ' τkiGi äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(ni)i∈IN0 , (ki)i∈IN0 ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî, ÷òî ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ
ñòðîèòü ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå ñëîâà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå òðåáîâàíèé ê èõ ãðà-
ôàì Ðîçè.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû äîêëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíîì ñèì-
ïîçèóìå ïî èíôîðìàòèêå â Ðîññèè (Åêàòåðèíáóðã, Ðîññèÿ, 2007) è
èçëîæåíû â ðàáîòå [37].

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòíûõ
ôóíêöèÿõ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ.

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, îïðåäåëåííàÿ ðàíåå, áûëà âïåð-
âûå ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [10] â 2000 ãîäó. Â ðàáîòå [19] âû÷èñëå-
íà àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèììåòðè÷íûõ
ìîðôèçìîâ. Â ðàáîòå [22] îïèñàíû ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå ñëîâà
ëèíåéíîé àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Ïðèìåíåííûé â íåé ìåòîä
ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [9], ãäå ïðèâîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñå-
ìåéñòâà ñëîâ íèçêîé àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè íà îñíîâå ñëîâ
Òåïëèöà, è [20]. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ñëîâ Øòóðìà, êàê äî-
êàçàíî â [16], èìååò êóáè÷åñêèé ïîðÿäîê ðîñòà.

Â ðàáîòå [14] áûëî âïåðâûå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåð-
íî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ2, ÷üÿ ôàêòîðíàÿ ñëîæ-
íîñòü ðàñòåò áûñòðåå ëþáîãî ïîëèíîìà, íî íå ýêñïîíåíöèàëüíî. Â

10



äèññåðòàöèè âïåðâûå äîêàçûâàåòñÿ ïîõîæèé ðåçóëüòàò äëÿ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(n) ìîùíîñòü ìíîæåñòâî
ïîäñëîâ äëèíû n âñåõ âîçìîæíûõ ñëîâ Øòóðìà, êîòîðàÿ èìååò [30]
êóáè÷åñêèé ïîðÿäîê ðîñòà.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëå t,m ∈ IN, òàêèõ, ÷òî 1 < t <
m, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñëîâî x íàä Σ2, äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé
ñëîæíîñòè êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

2
nlogm t

t 6 ax(n) 6 4m2nχ(mn)2t
2nlogm t

.

Èñïîëüçîâàííûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìåòîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü
åäèíñòâåííóþ èçâåñòíóþ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåòðèâèàëüíóþ âåðõ-
íþþ îöåíêó àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ñëîâ òèïà Ñåðïèíñêîãî.
Ïðèâåäåì åå, ïðåäâàðèâ îïðåäåëåíèÿìè.

Ìîðôèçì ϕ íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì òèïà Ñåðïèíñêîãî, åñëè îí
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

ϕ åñòü m-ðàâíîáëî÷íûé ìîðôèçì;

ϕ(0) íà÷èíàåòñÿ ñ ñèìâîëà 0;

ϕ(0) ñîäåðæèò t âõîæäåíèé 0, ãäå 1 < t < m;

ϕ(1) = 1m.

(1)

Òåîðåìà 6. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè x
ìîðôèçìà ϕ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâèÿì (1), óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

ax(n) 6 4m2nχ(mn)2t
2nlogm t

.

Ðåçóëüòàòû îá àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè äîêëàäûâàëèñü íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè LATA2009 (Òàððàãîíà, Èñïàíèÿ, 2009)
è èçëîæåíû â ðàáîòå [38].
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