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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è äèñêðåò-

íîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ,
óïàêîâêè è âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è çàäà÷à âûáîðà ïîäìíîæåñòâà
âåêòîðîâ ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû. Îáå çàäà÷è èìåþò âàæíîå ïðàê-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè âîçíè-
êàåò âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïëàíèðîâàíèåì ïðî-
åêòîâ � ñîâîêóïíîñòåé ðàáîò, íàïðàâëåííûõ íà äîñòèæåíèå íåêîòîðîé öå-
ëè è èñïîëüçóþùèõ îáùèå îãðàíè÷åííûå ðåñóðñû. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷-
íî ïðîñòóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ
ñëîæíûõ çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ([13]). Îíà NP-òðóäíà â ñèëüíîì
ñìûñëå. Â ñâÿçè ñ âûñîêîé ïðèêëàäíîé çíà÷èìîñòüþ, äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çà-
äà÷è ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî
â ñâîåì áîëüøèíñòâå îíè ÿâëÿþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè, è îöåíêè èõ êà÷åñòâà
îñíîâàíû íà ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Çàäà÷à âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû
âîçíèêàåò ïðè ïîèñêå ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà â çàøóìëåííîé ÷èñëî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòà çàäà÷à èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òàêèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ, êàê ýëåêòðîííàÿ ðàçâåäêà, ðàäèîëîêàöèÿ, òåëåêîììóíèêàöèÿ,
ãåîôèçèêà, îáðàáîòêà ðå÷åâûõ ñèãíàëîâ, ìåäèöèíñêàÿ è òåõíè÷åñêàÿ äèà-
ãíîñòèêà è äð. (ñì. [4, 7, 6]). Çàäà÷à âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Ïðîäóêòèâíûì ïîäõîäîì ê èññëåäîâàíèþ NP-òðóäíûõ çàäà÷ ÿâëÿåò-
ñÿ âûäåëåíèå ïîäêëàññîâ çàäà÷è, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëü-
íûõ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ. Òàêæå ïðè ðåøåíèè NP-òðóäíûõ çàäà÷è âàæíîå
çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò ýôôåêòèâíûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ñ ãàðàíòè-
ðîâàííûìè îöåíêàìè êà÷åñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fA(I) çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè íà ðåøåíèè, êîòîðîå àëãîðèòì A íàõîäèò äëÿ ïðèìåðà I, à ÷åðåç
f∗(I) � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà îïòèìàëüíîì ðåøåíèè ýòîãî ïðèìå-
ðà. Âåëè÷èíó εA = sup{(fA(I)−f∗(I))/f∗(I)

∣∣I ∈M} íàçûâàþò âåëè÷èíîé
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà A. Çäåñü ÷åðåçM ìû îáîçíà÷àåì
¾ìàññîâóþ çàäà÷ó¿ � ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, ò.å. çàäà÷ ñ êîíêðåòíûìè âõîä-
íûìè äàííûìè, ê êîòîðûì ïðèìåíèì àëãîðèòì A.

Âåëè÷èíà εA õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà â õóä-
øåì ñëó÷àå. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç
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àëãîðèòìà íà ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ðàññìîòðåíèå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà ðàáîòû àëãîðèòìà, êàê
âåðîÿòíîñòü åãî íåñðàáàòûâàíèÿ δA, ò.å. äîëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà àëãîðèòì
íå îáåñïå÷èâàåò àíîíñèðîâàííóþ îöåíêó îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè εA.
Ýòîò ïîäõîä áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â [5], è ñ òåõ ïîð ïîëó÷èë øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå (ñì., íàïðèìåð, [14]). Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
íàõîæäåíèå óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè, ò.å. òàêèõ óñëîâèé íà ðàñ-
ïðåäåëåíèå âõîäíûõ äàííûõ, ïðè êîòîðîì îöåíêè εA è δA îäíîâðåìåííî
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì ðàçìåðà çàäà÷è.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷íûõ è
ïðèáëèæåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè êà÷åñòâà äëÿ âàæ-
íûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ è çàäà÷è
âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ.

Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè
êà÷åñòâà ñëóæèò èçó÷åíèå êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðû çàäà÷è, â ÷àñòíî-
ñòè, ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ äðóãèìè äèñêðåòíûìè îïòèìèçàöèîííûìè ìîäåëÿ-
ìè. Îáå èññëåäóåìûå çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè óïàêîâêè, ÿâëÿÿñü
îáîáùåíèÿìè òàêèõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷, êàê çàäà÷à óïàêîâêè â êîíòåéíå-
ðû è çàäà÷à î ðþêçàêå. Ñðàâíåíèå èññëåäóåìûõ çàäà÷ ñ çàäà÷àìè óïàêîâêè
òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ðàáîòû.

Íàêîíåö, öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ïðàêòè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ â âèäå âû÷èñëèòåëüíîãî
ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàí-
íûìè îöåíêàìè êà÷åñòâà â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû
äèñêðåòíîãî àíàëèçà, ìåòîäû âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà, ýëåìåíòû àíàëèòè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ è îöåíêà êà÷åñòâà ýâðèñòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
C++.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû îðèãèíàëüíûå àëãîðèò-
ìû ñ óëó÷øåííûìè, â ñðàâíåíèè ñ ðàíåå èçâåñòíûìè, îöåíêàìè êà÷åñòâà.
Âïåðâûå ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ìóëü-
òèïðîåêòíîé çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Âïåðâûå äîêàçàíà ïîëè-
íîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ìàê-
ñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàçðàáîòàííàÿ êîììåð÷åñêàÿ áèáëèîòåêà
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü â ïðîãðàììíûõ
ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèíÿòèåì ðåøåíèé ïðè ïëàíèðîâàíèè. Â ÷àñò-
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íîñòè, ìîäóëü èñïîëüçóåòñÿ â êëèåíò-ñåðâåðíîé ñèñòåìå ïëàíèðîâàíèÿ ñî-
áðàíèé �Freetime�.

Îñòàëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû èìåþò ïðåèìóùåñòâåííî òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, óïîìÿíóòûõ â ðàçäåëå ¾àêòóàëü-
íîñòü òåìû¿.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Óëó÷øåíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé ìàêñè-
ìàëüíîå ðàçëè÷èå îïòèìóìîâ çàäà÷è óïàêîâêè â ïîëîñó è ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóð-
ñàìè. Òàêæå ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé
àñèìïòîòè÷åñêîå, ïðè ðîñòå ÷èñëà ðàáîò â ïðèìåðå, ðàçëè÷èå îïòè-
ìóìîâ ýòèõ çàäà÷.

2. Ïîñòðîåí íàèáîëåå êîìïàêòíûé ïðèìåð, ñëóæàùèé èëëþñòðàöèåé
íèæíåé îöåíêè âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ðàçëè÷èÿ îïòèìóìîâ óêà-
çàííûõ çàäà÷: ïðèìåð ñ øèðèíîé ïîëîñû, ðàâíîé âîñüìè, äëèíîé
ðàñïèñàíèÿ, ðàâíîé ÷åòûðåì è äëèíîé óïàêîâêè, ðàâíîé ïÿòè. Äîêà-
çàíî, ÷òî ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ñðåäè ïðèìåðîâ, íà êîòîðûõ
îïòèìóìû çàäà÷ ðàçëè÷àþòñÿ, â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè
ïî ïàðàìåòðàì äëèíà ðàñïèñàíèÿ � øèðèíà ïîëîñû.

3. Ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìóëü-
òèïðîåêòíîé çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îäíèì òèïîì ðå-
ñóðñà. Ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿ åãî àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè íà ñëó-
÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ.

4. Äëÿ çàäà÷è âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ çàäàííîé ìîùíîñòè ñ
ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû óñòàíîâëåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîåí àë-
ãîðèòì AP òî÷íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ òðóäîåìêîñòüþ O(k2n2k),
ãäå n � ÷èñëî âåêòîðîâ, èç êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð, k � ðàç-
ìåðíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

5. Äëÿ öåëî÷èñëåííîãî ñëó÷àÿ óêàçàííîé çàäà÷è ïîñòðîåí òî÷íûé àë-

ãîðèòì AD, èìåþùèé òðóäîåìêîñòü O
(
kmn(2mb)k−1

)
, ãäåm � ìîù-

íîñòü âûáèðàåìîãî ïîäìíîæåñòâà, è âñå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïî ìî-
äóëþ íå ïðåâîñõîäÿò b. Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì
ïðè ôèêñèðîâàííîì k è îáëàäàåò ëó÷øåé ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì
AP òðóäîåìêîñòüþ ïðè óñëîâèè, ÷òî 2mb ≤ n2.
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Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-
ëèñü íà Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ñòóäåíò
è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (Íîâîñèáèðñê, 2004, 2005, 2006), íà Âñå-
ðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëî-
æåíèÿ¿ (Îìñê, 2006, 2009), íà Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî èññëå-
äîâàíèþ îïåðàöèé ¾Optimal Discrete Structures and Algorithms¿ (Ðîñòîê,
2006), ¾Operations Research¿ (Êàðëñðóý, 2006; Àóãñáóðã, 2008), ¾European
Conference on Operational Research¿ (Ïðàãà, 2007; Áîíí, 2009), ¾Combina-
torial Optimization¿ (Êîâåíòðè, 2008), íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ, Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáî-
ëåâà ÑÎ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 19 ðàáîò,
èç íèõ 4 ïóáëèêàöèè â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, 2 ïðåïðèíòà è 13 ïóáëèêà-
öèé â òðóäàõ è òåçèñàõ êîíôåðåíöèé. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè
îòñóòñòâóåò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 115 ñòðàíè-
öàõ, ñîäåðæèò ââåäåíèå, äâå ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, áëàãîäàðíîñòè è ñïèñîê
ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùèé 61 íàèìåíîâàíèå.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ
ðàññìàòðèâàåìûì çàäà÷àì, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâà-
íèÿ è êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ
îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è êàëåíäàð-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ, à òàêæå íåêîòîðûõ å¼ èçâåñòíûõ îáîáùåíèé, òàêèõ
êàê âðåìåíà ïîÿâëåíèÿ ðàáîò â ïðîåêòå, äèðåêòèâíûå ñðîêè, ðåñóðñû ñ
ïåðåìåííûìè âûäåëåíèåì è ïîòðåáëåíèåì, ìóëüòèìîäàëüíîå èñïîëíåíèå
ðàáîò, ñêëàäèðóåìûå è íåâîçîáíîâèìûå ðåñóðñû.

Â ðàçäåëå 1.2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ðàçëè÷èè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
çàäà÷è óïàêîâêè â ïîëîñó è ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé (äàëåå îáîçíà÷àåìûé êàê RCSP ) ñ ïóñòûì
ãðàôîì ïðåäøåñòâîâàíèÿ è îäíèì òèïîì ðåñóðñà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
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äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
max
j∈J

(sj + lj) → min
sj∈Z+∑

j∈A(S,t)

wj ≤ W, t = 1, 2 . . .

(çäåñü W � èíòåíñèâíîñòü âûäåëåíèÿ ðåñóðñà, wj � èíòåíñèâíîñòè ïî-
òðåáëåíèÿ ðåñóðñà ðàáîòàìè, lj � äëèòåëüíîñòè ðàáîò; A(S, t) = {j|sj <
t ≤ sj + lj} � ìíîæåñòâî ðàáîò, âûïîëíÿþùèõñÿ â èíòåðâàëå âðåìåíè t).

Ïîñòðîåíèå ðàñïèñàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàñïîëîæåíèÿ â ïîëó-
áåñêîíå÷íîé ïîëîñå øèðèíû W ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ äëèíîé lj (îðèåíòèðî-
âàííîé âäîëü ïîëîñû) è øèðèíîé wj . Ïðè ýòîì íåïåðåñå÷åíèå ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ìåæäó ñîáîé è ñ ãðàíèöàìè ïîëîñû îçíà÷àåò ñîáëþäåíèå ðåñóðñíîãî
îãðàíè÷åíèÿ: â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñóììàðíàÿ øèðèíà âûïîëíÿåìûõ
ðàáîò (èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ ðåñóðñà) íå ïðåâûøàåò øèðèíû ïîëîñû
(èíòåíñèâíîñòè âûäåëåíèÿ ðåñóðñà). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âçàèìíîîä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âõîäíûìè äàííûìè ïðèìåðîâ ýòîé çàäà÷è
è èçâåñòíîé äâóìåðíîé çàäà÷åé óïàêîâêè â ïîëîñó ([10], äàëåå îáîçíà÷à-
åìîé SPP � strip packing problem). Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå ðàáîò â âèäå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ðàáîòû. Â
èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è RCSP ðàáîòàì íå ïðåäïèñàíî èñïîëüçîâàíèå
îäíèõ è òåõ æå åäèíèö ðåñóðñà â òå÷åíèå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, ïîýòîìó
ðàáîòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå lj ïðÿìîóãîëüíèêîâ åäèíè÷íîé
äëèíû, óëîæåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðóãîì â ïîëîñó.

job
job

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à RCSP ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèåé çàäà÷è SPP . Âîç-
íèêàåò âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå âõîä-
íûõ ïðèìåðîâ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

ρ = sup
L

SPP ∗(L)
RCSP ∗(L)

,

ρλ = sup
{
SPP ∗(L)
RCSP ∗(L)

∣∣∣∣L � òàêèå, ÷òî
RCSP ∗(L)
lmax(L)

≥ λ
}
,
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ρ∞ = lim
λ→∞

ρλ,

ãäå L � ïðîèçâîëüíûé âõîä äëÿ îáåèõ çàäà÷, à lmax(L) � íàèáîëüøàÿ èç
äëèí ïðÿìîóãîëüíèêîâ âî âõîäå.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ρ õàðàêòåðèçóåò ìàêñèìàëüíîå îòëè÷èå îï-
òèìàëüíûõ çíà÷åíèé çàäà÷ íà âñåì ìíîæåñòâå âõîäíûõ ïðèìåðîâ, à âåëè-
÷èíà ρ∞ � ðàçëè÷èå íà ìíîæåñòâå ¾áîëüøèõ¿ ïðèìåðîâ, ò.å. ïðèìåðîâ ñ
áîëüøèì ÷èñëîì ðàáîò.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.1 Äëÿ âåëè÷èí ρ è ρ∞èìåþò ìåñòî îöåíêè

1, 25 ≤ ρ ≤ 2, 7;

1 ≤ ρ∞ ≤ 1, 25.

Âåðõíèå îöåíêè â òåîðåìå äîêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèçà ïðè-
áëèæåííûõ àëãîðèòìîâ èç ðàáîò [11] è [9]. Ïîêàçàíî, ÷òî íèæíèå îöåíêè
îïòèìóìà SPP ∗(L) äëÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ òàêæå íèæíèìè îöåí-
êàìè äëÿ RCSP ∗(L).

Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ âåëè÷èíû ρ áûëà äîêàçàíà ðàíåå â ðàáîòå [8]. Â
äèññåðòàöèè äëÿ ýòîé îöåíêè ïîñòðîåí áîëåå êîìïàêòíûé ïðèìåð è äîêà-
çàíà åãî ìèíèìàëüíîñòü.

a

b

c

de

e

f

g

h

i

��

�
��

��

��

�
��

��

q
q
q
q
q
q
q
q

1

2

3

4

5

6

7

8

8



Øèðèíà ïîëîñû, à òàêæå äëèíà è øèðèíà êàæäîé èç äåâÿòè ðàáîò
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå âìåñòå ñ îïòèìàëüíûì ðàñïèñàíèåì äëèíû, ðàâ-
íîé ÷åòûð¼ì.

Òåîðåìà 1.2 Îïòèìàëüíàÿ óïàêîâêà äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà èìå-
åò äëèíó, ðàâíóþ ïÿòè.

Òåîðåìà 1.3 Äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà L ñ âåêòîðîì (îïòèìàëüíàÿ äëèíà
ðàñïèñàíèÿ, øèðèíà ïîëîñû), ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìåíüøèì (4, 8), îïòè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ RCSP (L) è SPP (L) ñîâïàäàþò.

Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ïðèìåð ñëóæèò äîêàçàòåëüñòâîì
íåðàâåíñòâà 5

4 ≤ ρ, à òåîðåìà 1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò ïðèìåð ìèíèìàëåí
äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ïðèìåðîâ ïî äëèíå îïòèìàëüíîãî
ðàñïèñàíèÿ è øèðèíå ïîëîñû.

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòèïðîåêòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è
êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îäíèì ðåñóðñîì, êîãäà ãðàô ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è:

1. Â êàæäîì ïðîåêòå âûáðàòü íóìåðàöèþ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîãëàñî-
âàííóþ ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ ((i, j) ∈ E ⇒ num(i) <
num(j)). ÏóñòüMk � ÷èñëî ðàáîò â k-îì ïðîåêòå,Mmax = max

k≤m
{Mk}.

2. Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . .Mmax óïàêîâàòü âñå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ íîìå-
ðîì i àëãîðèòìîì W -ñâÿçîê Ãèìàäè è Çàëþáîâñêîãî ([3]). Ãðàíèöó
ïîëó÷åííîé óïàêîâêè ñ÷èòàòü îñíîâàíèåì äëÿ óïàêîâêè ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ñî ñëåäóþùèì íîìåðîì.

Àëãîðèòì ðàññìàòðèâàåò ðàáîòû êàê ïðÿìîóãîëüíèêè è ñòðîèò äîïóñòè-
ìóþ óïàêîâêó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå äîïóñòèìûì ðàñïèñàíèåì. Ïðîâî-
äèòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç äàííîãî àëãîðèòìà. Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ïðîöåäóðà ôîðìèðîâàíèÿ âõîäà çàäà÷è.

• Êîëè÷åñòâî ðàáîò n è êîëè÷åñòâî ïðîåêòîâ m ñ÷èòàþòñÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííûìè âõîäíûìè äàííûìè.

• Êàæäàÿ èç ðàáîò ðàñïðåäåëÿåòñÿ (ñëó÷àéíûì èëè äåòåðìèíèðîâàí-
íûì îáðàçîì) â îäèí èç ïðîåêòîâ.

• Â êàæäîì èç ïðîåêòîâ íà ìíîæåñòâå ðàáîò çàäàåòñÿ îðãðàô áåç öèê-
ëîâ (ñëó÷àéíûì èëè äåòåðìèíèðîâàííûì îáðàçîì).
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• Íåçàâèñèìî êàæäàÿ èç ðàáîò ïîëó÷àåò äëèíó lj ∈ {1 . . . L} è øè-
ðèíó wj ∈ {1 . . .W} â ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì,
çàäàííûì ìàòðèöåé (pwl).

ÌàòðèöóA = (awl) íàçîâåìW�àñèììåòðè÷íîé åñëè ∀l ∈ {1 . . . L}, ∀w ∈
{1 . . . bW/2c}, pw,l ≤ p(W−w),l.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå ïðèìåðîâM çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P è ïóñòü
ìàññîâàÿ çàäà÷à M = ∪∞n=1Mn ðàçáèòà íà êëàññû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàç-
ìåðíîñòüþ ïðèìåðîâ. Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì îòíî-
ñèòåëüíî âåðîÿòíîñòè P, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εn, δn → 0
ïðè n→∞, òàêèå, ÷òî

P
(
fA(I)− f∗(I)

f∗(I)
≤ εn

∣∣∣I ∈Mn

)
≥ 1− δn.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.4 Ïóñòü èìååòñÿ m ïðîåêòîâ, ÷èñëî ðàáîò â êàæäîì

èç íèõ îäèíàêîâî. Ïóñòü ìàòðèöà (pwh) W -àñèììåòðè÷íà. Òîãäà ïðè

óñëîâèÿõ n = m lnm è WL = o( ln3m
m ) àëãîðèòì ÃSPP àñèìïòîòè÷åñêè

òî÷åí.

Â ðàçäåëå 1.4 èçëàãàåòñÿ îïûò ó÷àñòèÿ â ïðèêëàäíûõ ïðîåêòàõ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ïëàíèðîâàíèÿ. Îïèñûâàþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû, ðåàëèçîâàííûå â êîììåð÷åñêîé áèáëèîòåêå LSE ([19]), ïîçâîëÿ-
þùèå ðåøàòü êàê êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó, òàê è îáîáùåíèÿ, ðàññìîòðåííûå
â ðàçäåëå 1.1 (äëÿ çàäà÷ ñ äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè íå ãàðàíòèðóåòñÿ íà-
õîæäåíèå äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à NP-òðóäíà). Àëãî-
ðèòìû îñíîâàíû íà ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíîé óêëàäêè ðàáîò â ðàñïèñàíèå
([12]).

Ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà ¾çàäà÷è íàòóðàëüíîãî ïåðåïëàíèðîâàíèÿ¿, âîç-
íèêàþùàÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Âõîä äàííîé çàäà÷è äîïîëíåí ìíîæå-
ñòâîì {s̃j |j = 1, . . . N}, ïðåäñòàâëÿþùèì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå (íåäîïóñòè-
ìîå) ðàñïèñàíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, èìåþùåå ìè-
íèìàëüíûé ñóììàðíûé ñäâèã ðàáîò ïî ñðàâíåíèþ ñ âõîäíûì ðàñïèñàíèåì.
Îïèñàí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ðåàëèçîâàííûé â
ìîäóëå LSE, à òàêæå ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìà ïëàíèðîâàíèÿ ñîáðàíèé �Free-
time� êàê ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ, ãäå âîñòðåáîâàíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Èññëåäóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãðàôà ïðåäøåñòâîâàíèé, èñïîëüçî-
âàííàÿ ïðè àíàëèçå çàäà÷è ñòðîèòåëüñòâà Âîñòî÷íî-ñèáèðñêîãî íåôòåãàçî-
âîãî êîìïëåêñà. Äàííàÿ ìîäåëü âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ íåîïðåäåëåííîñòÿìè,
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ñâÿçàííûìè ñ ðåçóëüòàòàìè ãåîëîãîðàçâåäêè è ïðèìåíåíèåì èííîâàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé. Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðîçûãðûøà ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäå-
ëè è ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñðîêîâ îêîí÷àíèÿ ïðîåêòà.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ
ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ¾ïîäìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ¿ è å¼ îáîáùåíèÿ ¾ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ îãðàíè÷åíèåì¿.

Çàäà÷à m-ÏÂ (¾ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÂÅÊÒÎÐÎÂ ñ ìàêñèìàëüíîé
íîðìîé ñóììû¿): Çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ V = {~v1, ~v2, . . . , ~vn}
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m < n. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ïîäñåìåéñòâî âåêòîðîâ èç V ìîùíîñòè m, îáëàäàþùåå ìàêñè-
ìàëüíîé íîðìîé ñóììû.

Ïîä íîðìîé çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà â k-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå Rk, ò. å. ‖x‖ =

√
x2

1 + . . .+ x2
k).

Çàäà÷à ÏÂÎ (¾m-ÏÂ ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ¿): Çàäàíî êîíå÷íîå ñå-
ìåéñòâî âåêòîðîâ V = {~v1, ~v2, . . . , ~vn} â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk è
íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è l, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ lm < n. Òðåáóåòñÿ
âûäåëèòü â V ïîäñåìåéñòâî âåêòîðîâ X = {~va1 , ~va2 , . . . , ~vam}, îáëàäàþùåå
ìàêñèìàëüíîé íîðìîé ñóììû, ïðè ñîáëþäåíèè îãðàíè÷åíèé íà íîìåðà ñî-
ñåäíèõ âåêòîðîâ âûäåëåííîãî ïîäñåìåéñòâà:

ai+1 − ai ≥ l äëÿ i = 1, 2, . . . ,m− 1.

Çàäà÷à m-ÏÂ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è ÏÂÎ (ñ l = 1).
Îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÏÂÎ êàê çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ êâà-

çèïåðèîäè÷åñêîãî ôðàãìåíòà â çàøóìëåííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ([7]), âêëþ÷àþùåé ïåðåäà÷ó m ïîâòîðåíèé ôðàãìåíòà U = (u1, . . . uk)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê X = (x1, . . . xn+k−1), ãäå xi =

∑m
j=1 ui−ij , i =

1, . . . , n + m − 1, ui−ij = 0, åñëè i − ij 6= 0, . . . , k − 1. Ïðèíèìàþùàÿ ñòî-
ðîíà íàáëþäàåò âåêòîð Y = X + E, ãäå E = (e1, . . . en+k−1), ei ∈ Φ0,σ2 �
íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû. Îáíàðóæåíèå ïî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

S(X(i1, . . . , im, U)) = ‖Y −X(i1, . . . , im, U)‖2.

ãäå U ∈ Rk. Ïîñëå ìèíèìèçàöèè S ïî U ïîëó÷àåì çàäà÷ó

f(i1, . . . im) = ‖Y ‖2 − 1
M
‖
∑
m∈M

Yim‖2 → min
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ãäå Yi = (yi, . . . yi+k−1), ÷òî ðàâíîñèëüíî çàäà÷å ÏÂÎ (óñëîâèå ai+1−ai ≥ l
äëÿ l = k ñîîòâåòñòâóåò íåïåðåñå÷åíèþ ôðàãìåíòîâ).

Ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû. NP-òðóäíîñòü çàäà÷è ÏÂÎ
ïîêàçàíà â ðàáîòå [4], NP-òðóäíîñòü çàäà÷è m-ÏÂ � â ðàáîòå [1]. Òàêæå
â ðàáîòå [1] ïîñòðîåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è m-ÏÂ ñ âåëè÷èíîé îòíî-
ñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, ðàâíîé (k − 1)/(8L2), è âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ

O
(
nk2(2L + 1)k−1

)
, ãäå L � ïàðàìåòð àëãîðèòìà. Ýòîò àëãîðèòì ïðåäî-

ñòàâëÿåò ïîëèíîìèàëüíóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ ñõåìó ïðè ôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè k. Òàêæå íà îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åí ïñåâäîïîëèíî-
ìèàëüíûé ïðè ôèêñèðîâàííîì k àëãîðèòì òî÷íîãî ðåøåíèÿ öåëî÷èñëåí-
íîé çàäà÷èm-ÏÂ ñ òðóäîåìêîñòüþ O(nk2(kmb)k−1), ãäå b � ìàêñèìàëüíàÿ
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîîðäèíàòà âåêòîðîâ èç ñåìåéñòâà V.

Ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ñëîæíîñòíîì ñòàòóñå çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì k.

Â ðàçäåëå 2.2 ïðåäëàãàåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøå-
íèÿ öåëî÷èñëåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷ m-ÏÂ è ÏÂÎ, èìåþùèé ëó÷øóþ ïî
ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì èç [1] îöåíêó âðåìåííîé ñëîæíîñòè.

Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ñõåìà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïóñòü ñòðîêè ìàòðèöû (vij) îáðàçîâàíû âåêòîðàìè v1, . . . vn. Ïóñòü

~B ∈ Zk−1
+ � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè Bi =

∑m
r=1 vi,σi(r), 1 ≤ i < k, ãäå

σi � ïåðåñòàíîâêà, óïîðÿäî÷èâàþùàÿ ýëåìåíòû (vi1, vi2, . . . , vin) i-é ñòðî-
êè ìàòðèöû (vij) ïî íåâîçðàñòàíèþ (ò.å., Bi � ñóììà m ìàêñèìàëüíûõ

çíà÷åíèé i-îé ñòðîêè). B = {~β ∈ Zk−1
+

∣∣∣ ~L ≤ ~β ≤ ~B}. Äëÿ ýëåìåíòîâ

ïîñëåäíåé k-îé ñòðîêè ââåäåì îáîçíà÷åíèå cj = vkj . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå k-ìåðíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñåðèè îäíîìåðíûõ
çàäà÷ ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü x∗(~β) è f̂mn(~β) � ñîîòâåòñòâåííî, îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå è çíà÷åíèå îïòèìóìà ñëåäóþùåé çàäà÷è∣∣∣ n∑

j=1

cjxj

∣∣∣→ max
n∑
j=1

vijxj = βi, 1 ≤ i < k;
n∑
j=1

xj = m;

xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ n.

(1)
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Ïóñòü ~β∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

k−1∑
i=1

β2
i + f̂2

mn(~β)→ max

~β ∈ B.
(2)

Òîãäà x∗(~β∗) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ÏÂ c öåëî÷èñëåííûìè êî-
îðäèíàòàìè âåêòîðîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è 1 äîñòàòî÷íî ðåøèòü äâå çàäà÷è ñ òåì
æå íàáîðîì îãðàíè÷åíèé è ëèíåéíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

∑n
j=1 cjxj è∑n

j=1(−cj)xj .
Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì ñõåìû äèíàìè-

÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì m è n. Áîëåå òî÷íî, îáîçíà÷èì
÷åðåç fµ,ν(~β) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è

ν∑
j=1

cjxj → max
ν∑
j=1

vijxj = βi, 1 ≤ i < k;
ν∑
j=1

xj = µ;

xj ∈ {0, 1}, 1 ≤ j ≤ ν.

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, ïðåäîñòàâëÿþùàÿ ðåêóððåíò-
íûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ñåìåéñòâà çàäà÷.

Ëåììà 2.1. Äëÿ âñÿêèõ ~β ∈ B âåðíû ñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîò-
íîøåíèÿ:

f0,ν(~β) =

{
0, åñëè ~β = ~0,

−∞, èíà÷å,
äëÿ âñåõ ν = 1, . . . , n; (3)

fµ,µ(~β) =


µ∑
r=1

cr, åñëè ~β =
µ∑
r=1

~vr,

−∞, èíà÷å,
äëÿ âñåõ µ = 1, . . . ,m; (4)

fµ,ν(~β) = max{cν + fµ−1,ν−1(~β − ~vν); fµ,ν−1(~β)}, (5)

äëÿ âñåõ µ = 1, . . . ,m, ν = µ+ 1, . . . , n.
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Àëãîðèòì AD ðåøåíèÿ çàäà÷è m-ÏÂ ñîñòîèò â ðåøåíèè îäíîìåðíûõ
çàäà÷ âèäà 1 äëÿ êàæäîãî ~β ∈ B. Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è èñïîëü-
çóþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ èç ëåììû 2.1. Äëÿ çàäà÷è ÏÂÎ óäàåòñÿ
ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà. Îöåíêà ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà B è òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ðàçìåðíîñòü k ïðîñòðàíñòâà Rk ôèêñèðîâàíà, òî
çàäà÷è m-ÏÂ è ÏÂÎ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ ðåøàþò-

ñÿ òî÷íî çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ O
(
kmn(mb)k−1

)
â ñëó÷àå íåîò-

ðèöàòåëüíûõ êîîðäèíàò è O
(
kmn(2mb)k−1

)
â ñëó÷àå êîîðäèíàò ïðîèç-

âîëüíîãî çíàêà.
Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ý.Õ. Ãèìàäè è Þ. Â.

Ãëàçêîâûì.

Â ðàçäåëå 2.3 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷íîãî àëãîðèòìà ðåøå-
íèÿ çàäà÷è m-ÏÂ, ïîëèíîìèàëüíîãî ïðè ôèêñèðîâàííîì k. Òàêèì îáðà-
çîì, âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé â ðàçäåëå 2.1, ïîëó÷àåò äëÿ çàäà÷è m-ÏÂ ïî-
ëîæèòåëüíûé îòâåò.

Èäåÿ àëãîðèòìà îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ äîêàçàííûõ â ðàáîòå ôàêòàõ:
Óòâåðæäåíèå 2.1. Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âûáîðîì

ëó÷øåãî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç m âåêòîðîâ, äà-
þùèõ íàèáîëüøèå ïðîåêöèè íà çàäàííîå íàïðàâëåíèå

Óòâåðæäåíèå 2.2. Íàáîð m âåêòîðîâ, äàþùèõ ìàêñèìàëüíûå ïðîåê-
öèè íà íàïðàâëåíèå, èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè ïåðåõîäå íàïðàâëåíèÿ ÷åðåç
ãèïåðïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðàì âèäà vi − vj

Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷ó m-ÏÂ ìîæíî ðåøèòü, ïå-
ðåáðàâ âñåâîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ îäíîìåðíóþ çàäà÷ó. Èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïåðåáè-
ðàòü äîñòàòî÷íî ëèøü ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ (ïðåäñòàâèòåëþ) èç êàæäîé
ñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óêàçàííûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè (â ðàáîòå
ïðåäñòàâëåíî áîëåå ôîðìàëèçîâàííîå èçëîæåíèå ýòèõ èäåé).

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ïðåäñòàâèòåëåé îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè
ëåììû èç ðàáîòû [2].

Ñåìåéñòâîì îáëàñòåé ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ (ÎÏÐ) äëÿ äàííûõ
íåíóëåâûõ âåêòîðîâ u1, u2, . . . , ut íàçîâåì ñåìåéñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ-
÷åíèþ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rk, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ îðòî-
ãîíàëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè äëÿ âåêòîðîâ u1, u2, . . . , ut. Íàáîð âåêòî-
ðîâ ïðîñòðàíñòâà Rk, ñîäåðæàùèé ðîâíî ïî îäíîìó âåêòîðó èç êàæäîé
îáëàñòè ñåìåéñòâà ÎÏÐ, íàçîâåì ñåìåéñòâîì ïðåäñòàâèòåëåé îáëàñòåé
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ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ u1, u2, . . . , ut.

Ëåììà ([2]). Ñåìåéñòâî ïðåäñòàâèòåëåé ÎÏÐ äëÿ íåíóëåâûõ âåêòî-
ðîâ u1, u2, . . . , ut â ïðîñòðàíñòâå Rk èìååò ìîùíîñòü O(ktk−1) è ìîæåò
áûòü íàéäåíî çà âðåìÿ O(k2tk).

ÀëãîðèòìAP çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ñåìåéñòâà ïðåäñòàâèòåëåé ÎÏÐ
äëÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {vj − vi‖1 ≤ i ≤ j ≤ n}. Äëÿ êàæäîãî èç ïðåä-
ñòàâèòåëåé íàõîäèòñÿ m âåêòîðîâ, äàþùèõ íàèáîëüøèå ïðîåêöèè íà ñî-
îòâåòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå. Ëó÷øåå èç ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì.

Òåîðåìà 2.4 Àëãîðèòì AP íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
m-ÏÂ çà âðåìÿ O(k2n2k).

Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ý.Õ. Ãèìàäè è À. Â.
Ïÿòêèíûì.

Â ðàçäåëå 2.4 ïðèâåäåí ðàíäîìèçèðîâàííûé àëãîðèòì AR ðåøåíèÿ
çàäà÷è m-ÏÂ. Èäåÿ àëãîðèòìà îñíîâàíà íà óòâåðæäåíèè 2.1, à òàêæå íà
òîì ôàêòå, ÷òî îòíîøåíèå ïðîåêöèé âåêòîðîâ íà ïî÷òè ïàðàëëåëüíûå íà-
ïðàâëåíèÿ áëèçêî ê åäèíèöå.

Àëãîðèòì AR çàêëþ÷àåòñÿ â íåçàâèñèìîì ðàâíîìåðíîì âûáîðå L òî÷åê
íà ñôåðå. ×åðåç êàæäóþ òàêóþ òî÷êó i ïðîâîäèòñÿ ëó÷ èç íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ íàïðàâëåíèé àëãîðèòì íàõîäèò
íàáîð m èç âåêòîðîâ, äàþùèõ ìàêñèìàëüíûå ïðîåêöèè íà äàííîå íàïðàâ-
ëåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáèðàåòñÿ ëó÷øåå èç
ïðîñìîòðåííûõ ðåøåíèé.

Àëãîðèòì ñ÷èòàåòñÿ ñðàáîòàâøèì, åñëè óãîë ìåæäó îïòèìàëüíûì ðå-
øåíèåì è áëèæàéøèì èç ðàññìîòðåííûõ íàïðàâëåíèé îêàçàëñÿ ìåíüøèì
íåêîòîðîãî ÷èñëà φ0 � ïàðàìåòðà àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 2.5. Àëãîðèòì AR ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è m-ÏÂ
èìååò îöåíêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

εAR
= O(φ2

0),

âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ

δAR
= exp

(
−

( 7
4 sin φ0

2 )k−1

π
√
k

L

)

è âðåìåííîé ñëîæíîñòè TAR
= O(nkL).

Ñëåäñòâèå 2.1. Àëãîðèòì AR ñ ïàðàìåòðàìè φ0 = 1
lnn è L = k3/2n(lnn)k,

çà âðåìÿ TAR
= O(nk3/2 lnk n) íàõîäèò àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå

15



çàäà÷èm-ÏÂ ñ îöåíêàìè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè εAR
= O(1/(2 ln2 n))

è âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ δAR
= O(1/n) è ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè òî÷íûì.
Ðåçóëüòàòû ðàçäåëà ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ý. Õ. Ãèìàäè.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâî-
äèòåëþ Ýäóàðäó Õàéðóòäèíîâè÷ó Ãèìàäè çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó è
âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Áàáóðèí A. E., Ãèìàäè Ý. Õ., Ãëåáîâ Í. È., Ïÿòêèí À. Â. Çàäà÷à
îòûñêàíèÿ ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì âå-
ñîì // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé, Ñåðèÿ 2. 2007. Ò. 14, N
1. C. 22�32.

[2] Áàáóðèí A. E., Ïÿòêèí À. Â. Î ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìàõ ðå-
øåíèÿ îäíîé çàäà÷è ñóììèðîâàíèÿ âåêòîðîâ // Äèñêðåò. àíàëèç è
èññëåä. îïåðàöèé, Ñåðèÿ 1, 2006, Ò. 13, N 2. C. 3�10. 106.

[3] Ãèìàäè Ý. Õ., Çàëþáîâñêèé Â. Â., Øàðûãèí Ï. È. Çàäà÷à óïàêîâêè â
ïîëîñó: àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ïîäõîä // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ
çàâåäåíèé. 1997. � 12. C. 37�49.

[4] Ãèìàäè Ý. Õ., Êåëüìàíîâ À. Â., Êåëüìàíîâà Ì. À., Õàìèäóëëèí Ñ. À.
Àïîñòåðèîðíîå îáíàðóæåíèå â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàçèïå-
ðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà ïðè çàäàííîì ÷èñëå ïîâòîðîâ
// Ñèá. æóðí. èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè. 2006. T. IX, � 1(25). Ñ.
55�74.

[5] Ãèìàäè Ý. Õ., Ïåðåïåëèöà Â.À. Ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíî-
ãî ãàìèëüòîíîâà êîíòóðà íà ãðàôå ñî âçâåøåííûìè äóãàìè // Äèñ-
êðåòíûé àíàëèç: Ñá. íàó÷. òð. Íîâîñèáèðñê: Èí-ò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ
ÑÑÑÐ. 1969. � 15 Ñ. 57�65.

[6] Êåëüìàíîâ À.Â. Ïðîáëåìà o�-line îáíàðóæåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêè
ïîâòîðÿþùåãîñÿ ôðàãìåíòà â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. // Òð.
ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. 2008. 14(2). Ñ. 81�88.

16



[7] Êåëüìàíîâ À. Â., Õàìèäóëëèí Ñ. À., Îêîëüíèøíèêîâà Ë. Â.
Àïîñòåðèîðíîå îáíàðóæåíèå îäèíàêîâûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé-
ôðàãìåíòîâ â êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè // Ñèá. æóðí.
èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè. 2002. Ò. 5, � 2(10). Ñ. 94�108.

[8] Øàðûãèí Ï. È. Îöåíêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è êàëåí-
äàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé. 1995.
T. 2, � 1. C. 57�67.

[9] Baker B. S., Brown D. J., Kartse� H. P. A 5/4 algorithm for two-
dimensional packing // J. of Algorithms. 1981. N 2. P. 348�368.

[10] Baker B.S., Co�man E.G., Rivest R.L. Orthogonal packings in two
dimensions // SIAM Journal on Computing. 1980. N 9. P. 846.

[11] Co�man E. G., Garey M. K., Johnson D. S., Tarjan K. E. Performance
bounds for level-oriented two-dimensional packing algorithms // SIAM J.
on Computing. 1980. V. 9, N 4. P. 808�826.

[12] Kelley, J.E. The critical-path method: Resource planning and scheduling.
// Industrial Scheduling. 1963.

[13] Mohring R.H., Schulz A.S., Stork F., Uetz M. Solving project scheduling
problems by minimum cut computations // Management Science. 2003.
P. 330�350.

[14] Slominski L. Probabilistic analysis of combinatorial algorithms: A bibli-
ography with selected annotations // Computing. 1982. 28(3) P. 257�267.

17



Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ñòàòüè â æóðíàëàõ

[15] Ãèìàäè Ý.Õ., Ãëàçêîâ Þ.Â., Ðûêîâ È.À. Î äâóõ çàäà÷àõ âûáîðà ïîä-
ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ñ ìàêñèìàëüíîé
íîðìîé ñóììû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå // Äèñêðåòíûé àíàëèç è
èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. 2008. Ò. 15. � 4. Ñ. 30�43.

[16] Ãèìàäè Ý.Õ., Ïÿòêèí À.Â., Ðûêîâ È.À. Î ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøè-
ìîñòè íåêîòîðûõ çàäà÷ âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè // Äèñêðåòíûé àíàëèç è
èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. 2008. Ò. 15. � 6. Ñ. 11�19.

[17] Ðûêîâ È. À. Î ñðàâíåíèè çàäà÷è óïàêîâêè â ïîëîñó c îäíîé çàäà÷åé
êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ // Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå
îïåðàöèé. 2008. Ò. 15. � 4. Ñ. 57�73.

[18] A. Ershov, I. Ivanov, V. Kornienko, S. Preis, A. Rasskazov, I. Rykov
A new scheduling engine for PLM // International Journal of Product
Lifecycle Management. 2006. V. 1. � 2. Ñ. 164�180.

Ïðî÷èå ïóáëèêàöèè

[19] Åðøîâ À., Èâàíîâ È., Êîðíèåíêî Â., Ïðåéñ Ñ., Ðàññêàçîâ À., Ðûêîâ È.
LSE: Íîâîå âû÷èñëèòåëüíîå ÿäðî ñèñòåìû ïëàíèðîâàíèÿ ledas sched-
uler 3.0 è ïåðñïåêòèâû åãî èñïîëüçîâàíèÿ. // Ïðåïðèíò. Íîâîñèáèðñê,
ÇÀÎ ËÅÄÀÑ. 2005. 38 ñ.

[20] Åðøîâ À., Êîðíèåíêî Â., Ïðåéñ Ñ., Ðàññêàçîâ À., Ðûêîâ È., Óøàêîâ
Ä.Îáçîð âîçìîæíîñòåé ñèñòåìû ïëàíèðîâàíèÿ Freetime. // Ïðåïðèíò.
Íîâîñèáèðñê, ÇÀÎ ËÅÄÀÑ. 2005. 24 ñ.

[21] Ðûêîâ È.À. Àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ
îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè. // Ìàò. XLIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé
ñòóä. êîíô. ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿: Ìàòåìàòèêà.
ÍÃÓ, Íîâîñèáèðñê. 2005.

[22] Ðûêîâ È.À. Àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êàëåíäàðíî-
ãî ïëàíèðîâàíèÿ. // Ìàò. XLIV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóä. êîíô.
¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿: Ìàòåìàòèêà. ÍÃÓ, Íîâî-
ñèáèðñê. 2006.

18



[23] Ðûêîâ È. À. Àëãîðèòìû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êàëåíäàð-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ. // Ìàò. Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû
îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿, Îìñê. 2006. Ñ. 121.

[24] Ãèìàäè Ý.Õ., Çàëþáîâñêèé Â.Â., Ïëÿñêèíà Í.È., Ðûêîâ È.À. Âåðîÿò-
íîñòíûå àñïåêòû ïëàíèðîâàíèÿ íåôòåãàçîâîãî êîìïëåêñà ÂÑÍÃÊ //
Ìàò. Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíî-
ìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿, Îìñê. 2009. C. 221

[25] Ðûêîâ È. À. Ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìóëüòèïðîåêòíîé çà-
äà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè íà ñëó-
÷àéíûõ âõîäàõ // Ìàò. Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû îï-
òèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿, Îìñê. 2009. C. 161

[26] Gimadi E., Glazkov Y., Rykov I. On Subset Vector Problem with Maxi-
mal Euclidean Norm of Sum // Abstracts of International Conference on
Operation Research, Augsburg. 2008. P. 210�211.

[27] Rykov I. Solving RCPSP using relaxation with consumable resources //
Abstracts of International Conference on Operations Research, Bremen.
2005. P. 178

[28] Rykov I. Polynomial approximation algorithms for solving resource-
constrained project scheduling problem // Electronic Notes in Discrete
Mathematics, Elsevier. 2006. V. 27. P. 93�94.

[29] Rykov I.A. Approaches to solving RCPSP using Relaxed Problem with
Consumable resources // Operations Research Proceedings 2006, Springer
Berlin Heidelberg. 2007. P. 547�552

[30] Rykov I. Asymptotically exact approach for solving RCPSP with single
resource // Abstracts of European conference on Operational Research,
Prague. 2007. P. 83

[31] Rykov I. Asymptotically exact approach to solving RCPSP with one re-
source type // Abstracts of International Symposium on Combinatorial
Optimization, Coventry. 2008. P. 74

[32] Rykov I. Polynomial optimal algorithm for solving subset vector problem
in the space with �xed dimension. // Abstracts of European conference
on Operational Research, Bonn. 2009. P. 225

19



Ðûêîâ Èâàí Àëåêñàíäðîâè÷

Àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè êà÷åñòâà äëÿ çàäà÷ êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ, óïàêîâêè è âûáîðà ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ

Àâòîðåôåðàò äèññåðòàöèè
íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

����������������������������
Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü xx.10.09. Ôîðìàò 60x84 1/16.

Óñë. ïå÷. ë. 1,0. Ó÷.-èçä. ë. 1,0.
Òèðàæ 100 ýêç. Çàêàç � 56.

����������������������������

Îòïå÷àòàíî â ÎÎÎ �Îìåãà Ïðèíò�
630090, Íîâîñèáèðñê, ïð. Ëàâðåíòüåâà, 6.


