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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
Минимальные лагранжевы подмногооразия интересны как с точки зрения
интегрируемых систем, так и с точки зрения их приложений к теории
струн, точнее к зеркальной симметрии. В математическом описании зеркаль-
ной симметрии, предложенном в [1], минимальные лагранжевы подмногооб-
разия играют важную роль. В SYZ-теории зеркальная симметрия между
многообразиями Калаби — Яо L1 и L2 объясняется в терминах двойственных
трехмерных минимальных лагранжевых подмногообразий.
ДляCP2 теория минимальных лагранжевых торов хорошо изучена. Первые
явные примеры таких торов получены в [2]. Конформная метрика (ds2 =

2ewdzdz̄) минимального лагранжева тора в CP2 удовлетворяет уравнению
Цицейки:

wzz̄ = e−2w − ew

В [3] найдены квазипериодические решения этого уравнения и фактичес-
ки формулы, полученные в этой работе, пригодны для построения всех
минимальных лагранжевых торов [4],[5]. В [6] найдены минимальные лагра-
нжевы конусы вC3, инвариантные относительно действия U(1) (это эквива-
лентно построению поверхностей в CP2).
В больших размерностях теория минимальных лагранжевых подмногообра-
зий менее развита. Такие подмногообразия описываются сложной системой
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных и боль-
шинство методов построения частных решений это редукция к ОДУ.
Также в работе предложен метод построения криволинейных ортогональных
систем координат в пространствах постоянной кривизныK 6= 0 в терминах
n — точечной функции Бейкера–Ахиезера. Метрики постоянной кривизны
появляются в описании нелокальных гамильтоновых операторов гидродина-
мического типа (см. [7], где условие постоянства кривизны метрики является
необходимым, для того чтобы скобка Пуассона была кососимметрической и
удовлетворяла тождеству Якоби). Нелокальные скобки Пуассона гидродина-
мического типа, порождаемые метриками постоянной кривизны (скобки
Мохова —Ферапонтова), играют важную роль в теории систем гидродинами-
ческого типа. Задача описания согласованных скобок Мохова —Ферапонтова
эквивалентна задаче описания пучков метрик постоянной кривизны.
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Цель работы.
1. Найти минимальные лагранжевы подмногообразия в проективных комп-
лексных пространствах произвольной размерности.
2. Получить метод построения криволинейных ортогональных систем коор-
динат в пространствах с постоянной кривизной.
Методы исследований.
Доказательства основных теорем основаны на свойствах лагранжевых под-
многообразий в CPn и методах конечнозонного интегрирования.
Научная новизна.
Результаты диссертации являются новыми и заключаются в следующем.
1. Предложен подход к построению минимальных лагранжевых подмногооб-
разий в комплексных пространствах произвольной размерности. Этот метод
позволяет находить решения уравнений в частных производных, описы-
вающих минимальные лагранжевы подмногообразия, без редуцирования
к ОДУ. Решения этих уравнений строятся с помощью модифицированной
конструкции Кричевера построения плоских криволинейных ортогональных
систем координат [8]. Также в работе выписаны явные формулы для минима-
льных лагранжевых погружений Rn → CPn в случае гиперэллиптической
спектральной кривой.
2. Предложен метод построения криволинейных ортогональных систем коор-
динат в пространствах с постоянной кривизной. Этот метод основан на
модификации конструкции Кричевера построения криволинейных ортогона-
льных систем координат в Rn.

Теоретическая и практическая ценность.
Работа носит теоретический характер. Ее результаты и методы могут быть
использованы в дифференциальной геометрии, в теории систем гидродина-
мического типа, специалистами по минимальным лагранжевым многообра-
зиям.
Апробация работы.
Результаты диссертации докладывались на следующих семинарах Институ-
та математики им.С.Л.Соболева СО РАН:
-дважды на семинаре «Геометрия, топология и их приложения» (руководи-
тель чл.-корр. РАН И.А.Тайманов),
-на семинаре отдела анализа и геометрии (руководитель академик РАН
Ю.Г.Решетняк).
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Публикации.
Основные результаты диссертации опубликованы в трех работах автора,
список которых приведен в конце автореферата [12,13,14].
Структура и объем работы.
Диссертация состоит из введения, двух глав и списка литературы, включа-
ющего 30 наименований. Общий объем диссертации составляет 62 страницы.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении описываются основные результаты диссертации и дается
краткий обзор по теме диссертации.
В первой главе излагается метод построения минимальных лагранжевых
подмногообразий вCPn с диагональной метрикой. В §1.1 объясняется почему
лагранжевы подмногообразия в CPn можно искать в виде

H ◦ ϕ : Rn → CPn,

где
ϕ = (ϕ1, · · · , ϕn+1) : Rn → S2n+1 ⊂ Cn+1,

H— проекция Хопфа. Причем ϕ должно удовлетворять следующим уравне-
ниям:

< ϕ,ϕx1 >= · · · < ϕ,ϕxn >=< ϕxi, ϕxj >= 0, i 6= j, (1)

где < ·, · > — эрмитово скалярное произведение в Cn+1, < ·, · >= (·, ·) −
iω(·, ·), здесь (·, ·) — евклидово скалярное произведение в Cn+1, ω(·, ·) —
симплектическая форма в Cn+1. В §1.2 показывается, что если для функции
ϕ из параграфа 1.1 будет выполнено условие

det

(
ϕ,

1√
2
e−

v1
2 ϕx1, ...,

1√
2
e−

vn
2 ϕxn

)>
= const, (2)

где
|ϕx1|2 = 2ev1(x), ..., |ϕxn|2 = 2evn(x), x = (x1, ..., xn),

то отображение Hϕ : Rn → CPn минимально. В §1.3 находятся дополните-
льные ограничения на функцию ϕ, чтобы условия (2) были выполнены.
Эти условия состоят в следующем:

Im(Γ1
1i + · · ·+ Γnni) = 0, i = 1, . . . , n, (3)

где Im — обозначение мнимой части, Γkij определяются из следующих разло-
жений:
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ϕxixj = Γ1
ijϕx1 + ...+ Γnijϕxn + bijϕ, i, j = 1, . . . , n.

В §1.4 напоминается определение функции Бейкера — Ахиезера, поскольку
в ее терминах будут находиться решения системы (1). В §1.5 найдены
ограничения на спектральные данные функции Бейкера — Ахиезера ψ,

чтобы отображение ϕ = αiψ, где αi — некоторые константы, удовлетворяло
системе (1) и было выполнено< ϕ,ϕ >= 1. В §1.6 найдены дополнительные
ограничения на спектральные данные функциии ϕ, чтобы условия (3) были
выполнены. Основным результаты этого параграфа является теорема:
Теорема 2.Пусть спектральная кривая Γ имеет антиголоморфную инво-
люцию

µ : Γ→ Γ

c фиксированными точками Q1, ..., Qn+1, P1, ..., Pn и мероморфной 1-фор-
мой со следующими дивизорами нулей и полюсов:

(Ω)0 = γ + µγ + P1 + ...+ Pn,

(Ω)∞ = Q1 + ...+Qn+1 + r,

и пусть ResQi
Ω > 0. Тогда H ◦ ϕ задает лагранжевое отображение Rn в

CPn.
Если кроме того существует голоморфная инволюция

σ : Γ→ Γ,

такая, что
µ(γ) = σ(γ), τ(r) = r,

d ∈ R и форма Ω имеет следующие разложения в окрестностях Pi

Ω = (c1w1 + d1w1
3 + ...)dw1, w1 =

1

k1
,

... (4)

Ω = (cnwn + dnwn
3 + ...)dwn, wn =

1

kn
,

то отображение минимально.
В §1.7 с помощью основной теоремы из §1.6 получены формулы для минима-
льных лагранжевых погружений в случае гиперэллиптической спектральной
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кривой. Эти погружения задаются в терминах тэта — функций многоо-
бразия Якоби. Основным результатом параграфа является теорема:
Теорема 3. Пусть спектральная кривая Γ задается уравнением

w2 = P (z) = (z − z1)...(z − z2g+2), zi ∈ R,

тогда отображение H ◦ (ϕ1, . . . , ϕ2g+2) : R2g+1 → CP2g+1

ϕi = Ai

θ(
Qi∫
r

ω + x1U
2 + ...+ x2g+1U

2g+2 +Kγ)

θ (x1U 2 + ...+ x2g+1U 2g+2 +Kγ)
eL(x1,...,x2g+1)

лагранжево и минимально, где Ai — некоторые константы (см.(6)), θ(z)

— тэта функция Римана поверхности Γ, ω = (ω1, . . . , ωg) — базис голомор-
фных дифференциалов на Γ, Qi — некоторые точки на Γ (cм. теорему
2), Ωj — мероморфные дифференциалы на Γ c полюсами второго порядка
в (zj, 0), j = 2, . . . , 2g + 2, и нулевыми а-циклами. U j — b-периоды Ωj,

L(x1, . . . , x2g+1) = 2πix1

Qi∫
r

Ω2 + ... + 2πix2g+1

Qi∫
r

Ω2g+2, r = (z1, 0), Kγ =

K −
γ1∫
r

ω − · · · −
γg∫
r

ω, где K — вектор римановых констант, γi — точки

дивизора γ (см. теорему 2).
В случае эллиптической спектральной кривой в этом параграфе найдены
условия периодичности получаемых отображений.
В §1.8 строятся примеры минимальных лагранжевых подмногообразий в
CP3 в вырожденном случае, когда спектральная кривая является приводимой
и каждая неприводимая компонента изоморфнаCP1. В этом случае функция
Бейкера — Ахиезера выражается через элементарные функции. В §1.8 мы
следуем методам работы [9]. Приведем пример одного из построенных подмно-
гообразий. Это подмногообразие задается формулами:

ϕ1 =

(
1

16
+

i

16

)√
3

2
e−

1
6 i(6x−6y+z)

(
(3− 4i)e2ix + ei(4y+z)

)
,

ϕ2 =

(
1

16
− i

16

)√
3

2
e−

1
6 i(6x+5(6y+z))

(
e2ix + (3 + 4i)ei(4y+z)

)
,

ϕ3 =
1

16
√

2
e−

1
2 i(2x+6y+3z)

(
(1 + 2i)e2ix + (3 + 6i)e2i(x+y+z)+

+(1− 2i)e3i(2y+z) + (3− 6i)ei(4y+z)
)
,
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ϕ4 =
1

16
√

2
e−

1
2 i(2x+6y+3z)

(
(−2 + i)e2ix + (6− 3i)e2i(x+y+z)−

−(2 + i)e3i(2y+z) + (6 + 3i)ei(4y+z)
)
.

Лагранжев угол и индуцированная метрика имеют вид

eiβ = −i,

ds2 = dx2 + 3
4

(
2cos(x− 2y − z

2) + sin(x− 2y − z
2)
)2
dy2+

+ 1
12

(
cos(x− 2y − z

2)− 2sin(x− 2y − z
2)
)2
dz2.

Секционная кривизна полученного подмногообразия тождественно равна
1, вторая фундаментальная форма равна 0, т.е. погружение вполне геодезиче-
ское. Следовательно, построенное подмногообразие — RP3.

Вторая глава посвящена криволинейным ортогональным системам коор-
динат в пространствах постоянной кривизныK 6= 0. В этой главе предложен
метод построения таких систем координат в терминах n — точечной функции
Бейкера — Ахиезера. Диагональной метрике

ds2 = H2
1(du1)

2 + · · ·+H2
n(dun)

2,

гдеHi(u1, . . . , un) — коэффициенты Ламе, постоянной кривизныK отвечает
решение следующей системы

∂kβij = βikβkj, i 6= j 6= k, (5)

∂iβij + ∂jβji +
∑
m 6=i,j

βmiβmj = −KHiHj, (6)

где, βij =
∂iHj

Hi
, i 6= j. В данной работе с помощью модифицированной

конструкции Кричевера построения криволинейных ортогональных систем
координат в Rn [8] находятся решения систем уравнений (5), (6). В §2.1
напоминается конструкция Кричевера построения криволинейных ортогона-
льных систем координат в Rn. В §2.2 указывается модификация этой конст-
рукции, сформулированная в следующей теореме:
Теорема 4. Предположим, что существует 1-форма Ω, такая что

(Ω) = D + σD + P −Q1 − · · · −Qn+1 −R− σr1 − · · · − σrl.

Будем использовать следующие обозначения. Пусть Ai = ResQi
Ω, B =

ResrΩ, и Ci определяется из разложения
(
−Cik−1

i + ...
)
dk−1

i формы Ω

в окрестности точки Pi, i = 1 . . . n. Пусть h = ψ(r) — константа
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нормировки функции Бейкера — Ахиезера ψ в точке r, и fj(u1, . . . , un), j =

1, . . . , n определяется как первый коэффициент разложения в окрестно-
сти точки Pj функции e−ujkjψ =

(
fj +

gj
kj

+ . . .
)
. Тогда имеют место

следующие соотношения:
n+1∑
k=1

ψ(Qk)
2Ak + h2B = 0, (7)

n+1∑
k=1

ψui(Qk)ψuj(Qk)Ak = 0, i, j = 1 . . . n, i 6= j, (8)

n+1∑
k=1

ψ2
ui

(Qk)Ak = Cif
2
i , i = 1 . . . (9)

Функции ψ(u1, . . . , un, Qi), i = 1, . . . , n + 1 зависящие от n вещественных
переменных u1, . . . , un, вообще говоря, комплексные. Для того чтобы полу-
чить вещественность этих функций, будем требовать выполнения условий,
сформулированных в следующей лемме:
Лемма 5. Пусть существует антиголоморфная инволюция τ , такая
что точки дивизоров P,D,R и точки Q1, . . . , Qn+1 неподвижны относи-
тельно τ , причем в окрестности точек Pi инволюция τ действует как
τki = ki. Тогда функции ψ(u1, . . . , un, Qi), i = 1, . . . , n + 1 вещественны.
Для функции Бейкера — Ахиезера, чьи спектральные данные удовлетворя-
ют Лемме 5, можно сформулировать следующие следствия Теоремы 4:
Следствие 4. Предположим, что Ai вещественные, такие что Ai > 0

для всех i = 1 . . . n+ 1, и h2B = −1, тогда функции

xi(u1, . . . , un) =
√
Aiψ (u1, . . . , un, Qi) , i = 1, . . . , n

задают ортогональные координаты в Sn. При этом коэффициенты Ламе
Hi =

√
f 2
i Ci удовлетворяют системе (5),(6) при K = 1.

При рассмотрении ортогональных систем координат в гиперболическом
пространстве мы будем использовать стандартную модель на гиперболоиде,
т.е. будем рассматривать Hn как компоненту связности гиперболоида

(x1)2 − (x2)2 − · · · − (xn+1)2 = 1

в пространстве Минковского R1,n.
Следствие 5. Предположим, что Ai вещественные, такие что Ai <

0, i = 2, . . . , n+ 1, A1 > 0 и h2B = −1, тогда функции.

xi(u1, . . . , un) =
√
|Ai|ψ

(
u1, . . . , un, Qi

)
, i = 1, . . . , n+ 1
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задают ортогональную системы координат в Hn. При этом коэффици-
енты Ламе Hi =

√
−f 2

i Ci удовлетворяют системе (5),(6) при K = −1.
В §2.3 с помощью Теоремы 4 строится пример криволинейных ортогона-
льных систем координат на S2:
x1(u, v) = 1√

3
[cos u−v√

3
+ sin u−v√

3
],

x2(u, v) = 1
12 [(3 +

√
3) cos(u−v√

3
+ v) + 3(−1 +

√
3) cos(u−v√

3
− v) − 3(1 +√

3) sin(u−v√
3

+ v) + (−3 +
√

3) sin(u−v√
3
− v)],

x3(u, v) = 1
12 [3(1+

√
3) cos(u−v√

3
+v)+(−3+

√
3) cos(u−v√

3
−v)+(3+

√
3) sin(u−v√

3
+

v)− 3(−1 +
√

3) sin(u−v√
3
− v)]

Индуцированная метрика имеет вид

ds2 =
1

3
du2 +

1

3

(
1− sin

(
2(u− v)√

3

))
dv2.

Координатные линии этой системы изображены на рис.1. Отметим, что при
фиксированном v, координатные линии являются окружностями радиуса 1,
но в отличии от обычной сферической системы координат, эти окружности
не имеют общих точек в северном и южном полюсах.

Рис. 1
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Также в этом параграфе построены криволинейные ортогональные системы
координат на H2 :

x1(u, v) = 1
1+
√

3
(e−u−v + (2 +

√
3)eu+v),

x2(u, v) = 1

4(1+
√

3)
((−2e−u−v+(6+4

√
3)eu+v) cos v−2(

√
3e−u−v+(2+

√
3)eu+v)×

× sin v),

x3(u, v) = 1
4(2+

√
3)

(((3 +
√

3)e−u−v + (5 + 3
√

3)eu+v) cos v+ ((−1−
√

3)e−u−v +

(9 + 5
√

3)eu+v) sin v).

В координатах u и v метрика на H2 имеет вид:

ds2 = du2 +

((
7 + 4

√
3
)
e−2(u+v) +

(
97 + 56

√
3
)
e2(u+v)

52 + 30
√

3
− 1

)
dv2.

Координатные линии этой системы координат изображены на рис. 2.

Рис. 2
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