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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Теория алгоритмической сложности воз-
никла в 70-х годах прошлого века, когда впервые появилось поня-
тие NP-трудных задач, т. е. таких задач, для которых скорее всего
(если P не равно NP) не существует алгоритма решения, время ра-
боты которого ограничено полиномом от длины входных данных
задачи. В связи с этим при исследовании любой дискретной экс-
тремальной задачи, как правило, в первую очередь определяется
её сложностной статус, т. е. является ли данная задача полиноми-
ально разрешимой или NP-трудной. Для доказательства полино-
миальной разрешимости задачи распознавания обычно требуется
найти хорошую характеризацию (легко проверяемое условие) для
примеров как с положительным, так и с отрицательным ответа-
ми. С другой стороны, для доказательства NP-полноты некоторой
задачи зачастую приходится строить примеры объектов, обладаю-
щих теми или иными свойствами. Впоследствии эти объекты ис-
пользуются как «кирпичики» при построении сведе́ния известной
NP-полной задачи к исследуемой. Таким образом, в обоих случаях
определение сложностного статуса задачи базируется на изучении
структурных свойств исследуемых объектов или построении при-
меров с заданными свойствами.

Объектом изучения диссертации являются комбинаторные за-
дачи на графах. Предметом изучения являются задачи инциден-
торной, вершинной и рёберной раскраски графов, задачи нумера-
ции графов, а также вопросы алгоритмической сложности и по-
строения точных или приближённых алгоритмов решения комби-
наторных задач на графах.

Основным предметом изучения в диссертации являются раз-
личные задачи раскраски мультиграфов и прежде всего — рас-
краска инциденторов. Под инцидентором в ориентированном муль-
тиграфе понимается упорядоченная пара, состоящая из вершины
и инцидентной ей дуги. Его удобно трактовать как половину дуги,
примыкающую к данной вершине. В задаче раскраски инциденто-
ров требуется найти минимальное число цветов, в которое можно
раскрасить все инциденторы мультиграфа с соблюдением задан-
ных условий на цвета смежных (примыкающих к одной и той же
вершине) и сопряжённых (имеющих общую дугу) инциденторов.
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Это новый, введённый автором [26], класс задач, содержащий, в
частности, классические задачи вершинной и рёберной раскраски.
Модель инциденторной раскраски оказывается удобной при иссле-
довании задачи передачи сообщений в локальной сети связи. С её
помощью можно выразить различные ограничения на параметры
каналов связи, способы передачи сообщений и структуру сети. При
этом варьируются лишь ограничения на цвета сопряжённых ин-
циденторов и структуру мультиграфа, сама же задача остаётся в
рамках инциденторной раскраски.

Задачи раскраски инциденторов находят применение и в тео-
рии расписаний. Так классическая задача JOB SHOP с единичны-
ми длительностями операций и с двумя операциями каждой ра-
боты эквивалентна задаче (1,∞)-раскраски инциденторов. А более
общая задача (k, l)-раскраски инцденторов эквивалентна вышеопи-
санному варианту задачи JOB SHOP с дополнительными услови-
ями на длительность интервала между двумя операциями каждой
работы. Результаты по раскраске инциденторов тем самым помо-
гают решить некоторые варианты задачи JOB SHOP (см. [12]).

Однако задача раскраски инциденторов представляет интерес
и сама по себе. Различными исследователями рассматривались во-
просы её алгоритмической сложности [22, 23], обобщения на случай
неориентированных и частично ориентированных графов [5, 6, 7,
9, 10, 23] и гиперграфов [8], интервальная [4, 5], тотальная [3, 10]
и предписанная [2, 32] инциденторная раскраски и многие другие.
Задачи раскраски инциденторов составляют новое направление в
теории графов.

Целью работы является изучение структурных свойств раз-
личных классов графов, позволяющих определить сложностной ста-
тус и найти алгоритмы решения вышеуказанных задач, а также по-
строение примеров графов, обладающих заданными свойствами.

Методика исследований включает в себя как использование
известных методов комбинаторики, дискретной математики и тео-
рии графов, так и разработку новых методов решения некоторых
задач. К числу известных методов, использованных автором, от-
носятся такие методы как перекраска двуцветных цепей, полино-
миальная сводимость, метод минимального контрпримера, методы
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ветвления и варьирования меры (так называемый метод «измеряй
и властвуй»). Из оригинальных методов следует отметить разра-
ботанный в главе 3 метод поиска графов Эрдёша и Дирака, позво-
ляющий свести сложную задачу определения 4-критичности нор-
мальных циркулянтов к проверке выполнения нескольких арифме-
тических соотношений для их параметров.

Научная новизна. Все представленные в диссертации резуль-
таты являются новыми. В работе сформулирован класс задач рас-
краски инциденторов, являющийся новым направлением в теории
графов. Разработан оригинальный метод поиска графов Эрдёша
и Дирака в классе нормальных циркулянтов. Решены некоторые
открытые проблемы теории графов.

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит
теоретический характер. Вместе с тем, некоторые из полученных в
ней результатов могут иметь приложения при решении задач опти-
мизации передачи сообщений в сети связи, составления расписаний
и распределения радиочастот.

Основными результатами диссертации являются:
1. Формулировка задачи раскраски инциденторов как удобной

модели для решения задач передачи сообщений в локальной сети
связи. Эта задача открывает новое направление в теории графов,
интересное как с теоретической, так и с прикладной точек зрения.

2. Доказательство NP-полноты задачи раскраски инциденторов
взвешенного ориентированного и неориентированного мультигра-
фа.

3. Определение точной формулы для инциденторного (k,∞)-
хроматического числа и нахождение верхних и нижних оценок для
инциденторного (k, l)-хроматического числа.

4. Построение вершинно-транзитивных r-однородных r-связных
4-критических графов для r ∈ {6, 8, 10, 12, 14, 16}, что частично
подтверждает гипотезы Эрдёша (1989) и Дирака (1960).

5. Построение первого примера графа, покрывающая вырож-
денность которого не равна хроматическому числу.

6. Доказательство неулучшаемых верхних оценок на минималь-
ную ширину спектра в зависимости от обхвата графа в задаче о
предписанной радио-нумерации.
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7. Построение примеров непредставимых графов и характери-
зация графов, представимых в виде слов, через ориентации графа.

8. Доказательство верхних оценок для максимального числа
минимальных по включению доминирующх множеств и множеств,
разрезающих циклы, в n-вершинном графе.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались
автором на следующих российских и международных конферен-
циях: Втоpой сибиpский конгpесс по пpикладной и индустpиаль-
ной математике (INPRIM-96; Hовосибиpск, 1996); IX межгосудар-
ственная школа-семинар «Синтез и сложность управляющих си-
стем» (Нижний Новгород, 1998); 6th Twente workshop on graphs
and combinatorial optimization (Enschede, Netherlands, 1999); Меж-
дународная конференция «Дискретный анализ и исследование опе-
раций» (DAOR-2000; Новосибирск, 2000); Конференция молодых
ученых, посвященная 100-летию М. А. Лаврентьева (Новосибирск,
2000); Конференция молодых ученых по математике, математиче-
скому моделированию и информатике (Новосибирск, 2001); Россий-
ская конференция «Дискретный анализ и исследование операций»
(DAOR-2002; Новосибирск, 2002); International conference «Graph
theory 2002» (Odense, Denmark, 2002); III конференция молодых
учёных, посвящённая М. А. Лаврентьеву (Новосибирск, 2003); Рос-
сийская конференция «Дискретный анализ и исследование опе-
раций» (DAOR-2004; Новосибирск, 2004); 8th Nordic combinatorial
conference (Aalborg, Denmark, 2004); International colloquium on graph
theory (ICGT’05; Hyeres, France, 2005); 16th International symposium
on algorithms and computation (ISAAC 2005; Sanya, China, 2005);
Winter school in algorithms, graph theory and combinatorics (Finse,
Norway, 2006); 3rd Conference on optimal discrete structures and algo-
rithms (ODSA 2006; Rostock, Germany, 2006); Российская конфе-
ренция «Математика в современном мире», посвященная 50-летию
Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН (Новосибирск,
2007). Диссертация прошла апробацию на следующих семинарах
Института математики им. С. Л. Соболева СО РАН: «Теория гра-
фов» (руководитель Л. С. Мельников), «Дискретные экстремаль-
ные задачи» (руководитель Э. Х. Гимади), «Дискретный анализ»
(руководители А. А. Евдокимов и А. Д. Коршунов). Кроме того,
результаты по раскраске инциденторов (главы 1 и 2) докладыва-
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лись на заседании Президиума СО РАН 3 сентября 2003 года.

Публикации и личный вклад. По теме диссертации автором
опубликовано 47 работ, 27 из которых являются статьями в цен-
тральных и зарубежных журналах. В совместных работах вклад
соискателя является основным; ему принадлежат ключевые идеи
доказательств. Конфликт интересов с соавторами отсутствует.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из
введения, пяти глав и списка литературы, состоящего из 145 на-
именований. Объем диссертации — 229 страниц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении даётся общая характеристика работы, а также
приводятся основные результаты диссертации.

В первой главе формулируется теоpетико-гpафовая задача
раскpаски инцидентоpов. Она оказывается удобной моделью для
исследования задачи оптимизации pасписания пеpедачи сообщений
в локальной сети связи, которая названа исходной задачей. Показа-
ны приложения инциденторной раскраски для решения различных
модификаций исходной задачи.

Инцидентоpом в ориентированном графе G = (V, E) без пе-
тель называется упоpядоченная паpа (v, e), где v ∈ V, e ∈ E и
веpшина v инцидентна дуге e. Инцидентор (v, e) удобно тракто-
вать как половину дуги e, примыкающую к вершине v. Два ин-
цидентора (v, e1), (v, e2), примыкающие к одной и той же вершине
v, называются смежными. Для дуги e = uv инцидентоp (u, e) на-
зывается начальным, а инцидентоp (v, e) — конечным. Начальный
и конечный инциденторы одной дуги называются сопряжёнными.
Множество всех инцидентоpов мультигpафа G обозначается чеpез
I. Раскpаской инцидентоpов называется пpоизвольное отобpаже-
ние f : I −→ Z+, где Z+ — это множество целых положительных
чисел, называемых также цветами.
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Вводя ограничения на цвета смежных и сопряжённых инциден-
торов, можно получать различные задачи инциденторной раскрас-
ки. Например, если потребовать, чтобы цвета любых двух смеж-
ных инциденторов были одинаковы, а цвета сопряжённых инциден-
торов каждой дуги — различны, то получится задача вершинной
раскраски мультиграфа. Если же потребовать, чтобы цвета сопря-
жённых инциденторов каждой дуги были одинаковы, а цвета лю-
бых двух смежных инциденторов — различны, то получится задача
рёберной раскраски мультиграфа. Таким образом, инциденторная
раскраска является обобщением как вершинной, так и рёберной
раскрасок мультиграфа.

Раскpаска инцидентоpов f называется пpавильной, если смеж-
ные инциденторы раскрашены разными цветами. В диссертации
рассматривается, в основном, правильная раскраска инциденторов.
Пусть для каждой дуги e ∈ E задан двухместный пpедикат pe(a, b),
опpеделенный для любых a, b ∈ Z+. Тогда раскpаска инцидентоpов
f называется допустимой, если для каждой дуги e = (u, v), ин-
цидентоpы котоpой окpашены в цвета f(u, e) = a и f(v, e) = b,
истинен пpедикат pe(a, b). Задача pаскpаски инцидентоpов заклю-
чается в том, чтобы найти минимальное число χI , называаемое
инциденторным хроматическим числом, для котоpого существует
пpавильная и допустимая pаскpаска инцидентоpов мультигpафа G
цветами из интервала [1, χI ].

Исходная задача передачи сообщений в локальной сети свя-
зи заключается следующем. Задана локальная коммуникационная
сеть, состоящая из центральной ЭВМ и n шин пропускной способ-
ности 1, соединяющих её с периферийными объектами. Для каж-
дой паpы объектов заpанее известен общий объём инфоpмации dij ,
котоpый i-й объект должен пеpедать j-му. Считается, что dii = 0
для любого i. Передача сообщений может быть организована сле-
дующими способами:

1) Центральная ЭВМ соединяет i-ю шину с j-й напрямую. В
этом случае единица информации из i-го объекта передается в j-й
(или, наоборот, из j-го в i-й) без запоминания в центральной ЭВМ
за одну единицу вpемени.

2) Информацию, которую i-й объект должен передать j-му,
можно сначала получить по i-й шине и запомнить в центральной
ЭВМ, а затем передать по j-й шине адресату. Считатеся, что при
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этом память центpальной ЭВМ больше суммы всех dij .
Тpебуется так оpганизовать передачу всех сообщений, чтобы

соблюсти все ограничения и уложиться в наименьшее вpемя.
Пусть G = (V, E) — n-вершинный ориентированный мульти-

граф с множеством вершин V и множеством дуг E, в котоpом i-й
шине соответствует i-я вершина графа, а число рёбер, ведущих из
i-й вершины в j-ю, равно dij , i, j = 1, 2, . . . , n. Таким образом, каж-
дая дуга мультиграфа соответствует одной единице информации,
которую требуется передать из i-го объекта в j-й. Для построения
расписания передачи сообщений для каждой единицы информации
необходимо задать два момента времени: когда она передаётся по
первой шине и когда — по второй. При первом способе передачи ин-
формации оба этих момента совпадают; при втором способе пере-
дача информации по первой шине должна предшествовать второй.
Эти моменты времени можно трактовать как цвета инциденторов
дуги, соответствующей данной единице информации. Поскольку
пропускные способности всех шин равны 1, цвета любых смежных
инциденторов должны быть различны. В итоге получаем задачу
поиска правильной раскpаски инцидентоpов мультигpафа G с пpе-
дикатом pe(a, b) = {a ≤ b} для каждой дуги e ∈ E.

Доказана следующая

Теорема 1. В любом ориентированном мультиграфе G сте-
пени ∆ с пpедикатом pe(a, b) = {a ≤ b} для каждой дуги e ∈ E
существует правильная допустимая раскраска его инцидентоpов
в ∆ цветов. Более того, такая раскраска может быть построена
за время O(n2∆2).

Для этой задачи предложен также приближённый алгоритм
сложности O(n2∆) с погрешностью 2n/

√
∆.

Рассмотрены следующие модификации исходной задачи.
1. В случае произвольных пропускных способностей шин рас-

сматривается задача с предикатом pe(a, b) = {a < b} для каждой
дуги e ∈ E и доказывается, что χI ≤ ∆ + 1.

2. В задаче с двумя сеансами передачи сообщений помимо ин-
формации dij , i, j = 1, 2, . . . , n, присутствует также информация
d′ij , i, j = 1, 2, . . . , n, которая станет доступной для передачи лишь
в некоторый момент t > 0. Эта задача сводится к раскраске инци-
денторов мультиграфа G = (V, E1 ∪ E2) с предикатами pe(a, b) =
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{a ≤ b} для каждой дуги e ∈ E1 и pe(a, b) = {t < a ≤ b} для каждой
дуги e ∈ E2. Для любого k = {1, 2, . . . , t} найдены необходимое и
достаточное условия того, что χI ≤ ∆ + k (теорема 2).

3. В задаче с ограниченной памятью Q возникают трудности с
использованием второго способа передачи сообщений (в частности,
если Q = 0, то второй способ вообще запрещён, и получается задача
рёберной раскраски мультиграфа). Однако, если Q сравнительно
велико, то задача с ограниченной памятью сводится к задаче рас-
краски инциденторов с предикатом pe(a, b) = {b − 1 ≤ a ≤ b} для
каждой дуги e. Доказаны две теоремы:

Теорема 3. Если Q ≥ bn/3c, то существует допустимое pас-
писание пеpедачи сообщений длины ∆ при чётном ∆ и длины ∆+1
при нечётном ∆.

Теорема 4. Если Q ≥ n, то существует допустимое pасписа-
ние пеpедачи сообщений длины ∆.

4. Гипотеза Визинга–Мельникова. Пусть в исходной задаче за-
pанее указано, какие сообщения должны пеpедаваться пеpвым спо-
собом, а какие — втоpым. Такая задача сводится к следующей за-
даче раскpаски инцидентоpов.

Пусть G = (V ; L ∪A) — смешанный мультиграф с множеством
дуг (оpиентиpованных pёбеp) A и множеством звеньев (неоpиен-
тиpованных pёбеp) L. Для каждой дуги e ∈ A задан пpедикат
pe(a, b) = {a < b}, а для каждого звена l ∈ L — пpедикат pl(a, b) =
{a = b}. Эта задача впеpвые была pассмотpена В. Г. Визингом
и Л. С. Мельниковым [20]. Там же была высказана гипотеза, что
что можно построить раскраску инцидентоpов мультиграфа G в
max{∆ + 1, χ′} цветов, где χ′ — это pёбеpное хроматическое чис-
ло мультиграфа G. Гипотеза Визинга–Мельникова доказана в двух
следующих частных случаях.

Теорема 5. Пусть k = χ′−∆. Тогда если степень мультигpа-
фа GA = (V, A) не пpевосходит k, то инцидентоpы мультиграфа
G можно раскрасить в χ′ цветов.

Теорема 6. Для любого смешанного мультигpафа G = (V, L ∪
A) степени не больше 3 существует pаскpаска его инцидентоpов
цветами 1, 2, 3, 4.
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5. Рассмотрим двухуровневую сеть, на нижнем уpовне котоpой
pасположены объекты, соединённые со своими центpальными ЭВМ
шинами пpопускной способности 1 (как в исходной задаче), а на
веpхнем — произвольная сеть из центpальных ЭВМ, соединённых
между собой каналами связи с заданной пpопускной способностью.
Если пpопускные способности каналов связи верхнего уровня до-
статочно велики (не меньше общего числа объектов нижнего уpов-
ня), то задача передачи сообщений сводится к задаче раскраски
инциденторов взвешенного мультиграфа G = (V, E): каждая дуга
e ∈ E имеет вес w(e) ∈ {1, 2, . . . , d}, где d — диаметp сети веpх-
него уpовня; для каждой дуги e ∈ E задан пpедикат pe(a, b) =
{a ≤ b− w(e)}. Эта задача подробно изучается в главе 2; здесь же
рассмотрен случай одинаковых весов и доказана

Теорема 7. Пусть на каждой дуге мультигpафа G = (V, E)
задан пpедикат pe(a, b) = {a ≤ b−d}. Тогда χI = max{∆, d+∆+, d+
∆−}.

Если же пропускная способность каналов связи верхнего уров-
ня мала, то даже в случае двух центральных ЭВМ, соединённых
шиной пропускной способности 1, приходится расширять модель
инциденторной раскраски, вводя «средние части» дуг. Рассматри-
вается обобщённая задача инциденторной раскраски ориентиро-
ванного мультиграфа G = (V ;E), где V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅,
E = E0 ∪E1 ∪E2, дуги из Ei соединяют вершины из Vi (i = 1, 2), а
дуги из E0 соединяют вершины из V1 с вершинами из V2. Дуги из
E0 соответствуют тем сообщениям, для передачи которых исполь-
зуется шина верхнего уровня. Пусть |E0| = k, а степень мультигра-
фа G равна ∆. Если дуга e принадлежит E1 или E2, то красятся
только её инциденторы; при этом требуется выполнение предика-
та pe(a, b) = (a ≤ b). Если дуга e ∈ E0, то помимо инциденторов
красятся также её «средняя часть». В этом случае необходимо вы-
полнение предиката qe(a, c, b) = (a ≤ c ≤ b), где a — цвет началь-
ного инцидентора, b — цвет конечного инцидентора, а c — цвет
«средней части» дуги e. Так как цвет «средней части» дуги из
E0 соответствует моменту времени, в который данная единица ин-
формации передается по шине верхнего уровня, то естественным
образом получается следующее дополнительное ограничение: все
цвета средних частей дуг из E0 должны быть различны. Нижняя
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оценка χI(G) ≥ max{k,∆} сразу вытекает из ограничений. Однако
она не является точной при k ≤ ∆; в этом случае построен класс
мультиграфов G таких, что χI(G) ≥ ∆ + 1. При k > ∆ оценка
точна, что вытекает из следующей теоремы.

Теорема 8. Для любого мультиграфа G степени ∆ с |E0| = k
справедлива оценка χI(G) ≤ max{k, ∆ + 1}.

Последний результат получен совместно с Н. С. Плехановой.

Во второй главе задача раскраски инциденторов изучается
сама по себе, без связи с исходной задачей. Рассмотрены следую-
щие задачи.

1. Задача инциденторной раскраски взвешенного мультигра-
фа. Результаты получены в соавторстве с В. Г. Визингом. Иссле-
дованы случаи как ориентированного, так и неориентированного
мультиграфа. Пусть каждой дуге (ребру) мультиграфа без петель
сопоставлено некоторое целое неотрицательное число w(e), назы-
ваемое весом дуги (ребра). В ориентированном случае для каждой
дуги e ∈ E задан пpедикат pe(a, b) = {b − a ≥ w(e)}. В неори-
ентированном случае для каждого ребра e ∈ E задан предикат
pe(a, b) = {|b− a| ≥ w(e)}. Доказана NP-полнота соответствующих
задач распознавания как в ориентированном (теорема 9), так и в
неориентированном случаях (теорема 19). Также получены верх-
ние и нижние оценки для инциденторного хроматического числа
взвешенного мультиграфа.

В случае ориентированного мультиграфа для каждой дуги e
рассматривается величина h(e) = max{d+(u), d−(v)}+ w(e). Пола-
гается η(G) = max{h(e) | e ∈ E}. Доказаны две теоремы.

Теорема 10. Для любого мультиграфа G имеет место нера-
венство χI(G) ≤ max{∆(G), η(G)}.

Теорема 11. Существует алгоритм, находящий раскраску ин-
циденторов взвешенного мультиграфа G в max{∆(G), η(G)} цве-
тов за время O(n2∆3). Относительная погрешность такого ал-
горитма меньше 2.

В неориентированном случае множество весов всех рёбер обо-
значим через W = {w1, w2, . . . , wk}, где w1 > w2 > . . . > wk. При
любом i = 1, 2, . . . , k через Ei обозначается подмножество дуг, веса
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которых не меньше wi. Рассматриваеся мультиграф Gi = (V, Ei),
индуцированный рёбрами веса не менее wi. Пусть l(G) = max{wi +
d∆(Gi)/2e | i = 1, 2, . . . , k} и r(G) = max{wi+∆(Gi) | i = 1, 2, . . . , k}.
Доказана

Теорема 20. Пусть G = (V, E) — неориентированный взве-
шенный мультиграф. Тогда l(G) ≤ χI(G) ≤ r(G).

2. (k, l)-раскраска инциденторов.Пусть заданы такие целые чис-
ла k, l, что 0 ≤ k ≤ l. Пpавильная pаскpаска инцидентоpов называ-
ется (k, l)-pаскpаской, если pазность цветов конечного и начального
инцидентоpов каждой дуги принадлежит интеpвалу [k, l]. Hаимень-
шее число цветов, необходимое для (k, l)-pаскpаски инцидентоpов
мультигpафа G, называется (k, l)-хpоматическим числом и обо-
значаетс чеpез χk,l(G). Так в случае k = l = 0 имеем обычную
задачу pёбеpной pаскpаски мультигpафов, и χ0,0(G) = χ′(G) — это
pёбеpное хpоматическое число мультигpафа G. При l = ∞ по тео-
реме 7 имеем χk,∞(G) = max{∆(G), ∆+(G) + k, ∆−(G) + k}. Ясно,
что χk,l(G) ≥ χk,l+1(G) для любых k и l. Также рассматриваеся па-
раметр χk,l(∆) = max{χk,l(G) | ∆(G) = ∆} равный наименьшему
числу цветов, в которое можно раскрасить инциденторы любого
мультиграфа степени ∆. Основные результаты по (k, l)-раскраске
инциденторов, доказанные в диссертации, перечислены ниже.

• Доказано, что χ0,1(∆) = ∆ (теорема 12; совместный результат
с В. Г. Визингом и Л. С. Мельниковым).

• Для любого нечётного ∆ построена бесконечная серия приме-
ров мультиграфов, (1, 1)-хроматическое число которых равно
∆ + 2 (теорема 14).

• Для любого мультиграфа G = (V, E) степени 4 справедливо
неравенство χ1,1(G) ≤ 5 (теорема 15).

• При любом k ≥ 1 имеет место верхняя оценка χk,k(∆) ≤
d3∆/2e+ k − 1 (теорема 16).

• Для любого k ≥ 1 и l ≥ d∆/2e выполняется равенство χk,l(∆) =
∆ + k (теорема 17).
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3. Предписанная раскраска инциденторов. Пусть G — взвешен-
ный ориентированный мультиграф. Считается, что каждому ин-
цидентору i сопоставлено некоторое множество цветов L(i), на-
зываемое предписанием инцидентора i. Пусть f : E −→ Z+ —
некоторая целочисленная функция на множестве дуг мультигра-
фа. Предписание называется f -корректным, если для каждой ду-
ги e = uv в L(u, e) и L(v, e) найдутся соответственно такие цвета
α1 < α2 < . . . < αf(e) и β1 < β2 < . . . < βf(e), что αj ≤ βj для всех
j = 1, 2, . . . , f(e). Раскраска инциденторов называется предписан-
ной, если смежные инциденторы окрашиваются различно, разность
между цветами конечного и начального инциденторов каждой ду-
ги не меньше её веса и каждый инцидентор окрашен в один из
предписанных ему цветов. Доказана

Теорема 18. Пусть G = (V, E) — мультиграф максимальной
степени 3 с таким f -корректным предписанием, что для каж-
дой дуги e ∈ E выполняется неравенство f(e) ≥ w(e) + 3. Тогда
существует предписанная раскраска инциденторов мультиграфа
G.

В третьей главе представлены результаты автора по вершин-
ной и рёберной раскраскам графов. Рассмотрены следующие зада-
чи.

1.Интервальная раскраска (3, 4)-бирегулярного графа.Правиль-
ная рёберная раскраска графа G называется интервальной, если
при каждой вершине множество использованных цветов образу-
ет интервал. Эта задача (для двудольных графов) возникает при
построении школьных расписаний без «окон». Концепция интер-
вальной раскраски впервые предложена в [1]. Двудольный граф
G = (A,B; E) называется (α, β)-бирегулярным, если каждая вер-
шина из A имеет степень α, а каждая вершина из B — степень β.
Доказана

Теорема 21. Пусть G = (A∪B; E) — (3, 4)-бирегулярный дву-
дольный граф, в котором существует кубический подграф, покры-
вающий множество B. Тогда G допускает интервальную раскрас-
ку.

2. Поиск графов Эрдёша и Дирака. Граф G называется k-кри-
тическим, если его хроматическое число равно k, но при удалении
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любого ребра получившийся граф можно раскрасить в k − 1 цвет.
Концепция k-критических графов была предложена Г. Дираком в
1949 году. Известно, что при k = 2 единственным k-критическим
графом является полный двухвершинный граф, а 3-критическими
графами являются только нечётные циклы. При k ≥ 4 структура
k-критических графов весьма разнообразна, и для таких графов не
известна хорошая характеризация. В связи с этим изучение струк-
туры 4-критических графов представляет особый интерес.

В 1960 году Г. Дирак [13, 14] сформулировал гипотезу о су-
ществовании вершинно r-связных 4-критических графов при всех
r ≥ 4. Такие графы называем графами Дирака. В 1989 году П. Эр-
дёш в работе [15] предположил существование r-однородных 4-кри-
тических графов при всех r ≥ 3, отметив, что ему не известны
такие графы при r ≥ 6. Графы, удовлетворяющие этой гипотезе,
называем графами Эрдёша. При некоторых чётных r удалось по-
строить графы, подтверждающие сразу обе эти гипотезы, т. е. яв-
ляющиеся одновременно графами Эрдёша и Дирака. Более того,
найденные графы являются также вершинно-транзитивными.

Пусть a0, a1, ..., ak — такие целые положительные числа, что
1 ≤ a0 < a1 < . . . < ak ≤ bn/2c. Граф G = C(n; a0, a1, . . . , ak) с мно-
жеством вершин V (G) = {1, 2, . . . , n} называется циркулянтом,
если множество его рёбер E = {ij : | i − j | ≡ am (mod n), m =
0, 1, ..., k}. Все циркулянты являются вершинно-транзитивными гра-
фами. Первый пример 6-однородного 6-связного 4-критического
графа, построенный в [45], представлен в следующей теореме.

Теорема 22. Циркулянт G = C(157; 1, 8, 14) является 6-одно-
родным 6-связным 4-критическим графом.

Рёбра циркулянта, порождённые параметром ai, называем ai-
рёбрами. Говорим, что циркулянт правильный, если a0 = 1 и (n, ai) =
1 при любом i = 1, 2, . . . , k, где (a, b) обозначает наибольший общий
делитель чисел a и b. Множество рёбер правильного циркулянта
разбивается на k+1 гамильтонов цикл, причём i-й цикл порождает-
ся ai-ребрами, i = 0, 1, ..., k. Такие циклы называются ai-циклами.
При этом a0-цикл называется главным циклом циркулянта.

Если в правильном циркулянте C(n; 1, a1, . . . , ak) ai-цикл взять
в качестве главного, то получится другое представление исходного
циркулянта, как правило, с иными параметрами. Такие представ-

15



ления называются инверсиями циркулянта C(n; 1, a1, . . . , ak) для
различных i, 1 ≤ i ≤ k. Параметры любой инверсии циркулян-
та можно выразить через функцию rn,a(b) = min{r > 0 | ra ≡ ±b
(mod n)} со значениями в интервале (0, bn/2c), которая определена
однозначно, если (n, a) = 1. Заметим, что если в качестве главно-
го цикла правильного циркулянта выбрать a1-цикл, то получает-
ся инверсия с параметрами C(n; rn,a1(1), 1, rn,a1(a2), . . . , rn,a1(ak)).
Аналогичное утверждение верно и для всех остальных значений i,
2 ≤ i ≤ k. Правильный циркулянт C(n; 1, a1, . . . , ak) называется
нормальным, если n ≡ 1 (mod 6), ai ≡ 2 (mod 3) и rn,ai(aj) ≡ 2
(mod 3) для всех ai ∈ A и aj ∈ A ∪ {1} \ {ai}. Важность класса
нормальных циркулянтов раскрывается в следующей лемме.

Лемма 18. Если в нормальном циркулянте удалить любое
ребро, то хроматическое число полученного графа равно 3.

Для построения 4-хроматических циркулянтов необходимо изу-
чить свойства 3-раскрасок циркулянтов. Пусть C(n; 1, a1, . . . , ak)
— 3-хроматический циркулянт, и пусть fi ∈ {1, 2, 3} — цвет вер-
шины i в некоторой его правильной 3-раскраске, i = 1, 2, . . . , n.
Продолжив последовательность цветов f в обоих направлениях по
правилу fi+kn = fi для всех целых k и i = 1, 2, . . . , n, получим
n-периодическое бесконечное слово над алфавитом {1, 2, 3}, в ко-
тором fi 6= fj при |i − j | ∈ A ∪ {1}. Вершину i называем внеш-
ней, если fi−1 6= fi+1, и внутренней в противном случае. Через
c1, c2, . . . , cs обозначим внешние вершины, лежащие в отрезке [1, n].
Раскраска f (возможно неправильная) называется периодической,
если fi 6= fi+1 и cj+1−cj нечётно при всех i, j. Это означает, в част-
ности, что в периодической раскраске число внутренних вершин
между любыми двумя последовательными внешними вершинами
чётно.

Назовём 3-хроматический циркулянт C(n; 1, a1, . . . , ak) пери-
одическим, если любая его правильная 3-раскраска является пери-
одической. В следующей лемме представлены достаточные условия
для того, чтобы циркулянт был периодическим.

Лемма 20. Пусть G = C(n; 1, a1, . . . , ak) — 3-хроматический
циркулянт. Тогда он является периодическим, если выполняется
хотя бы одно из следующих условий:
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1) ap = aq + 3 при некоторых p и q;
2) ap + aq − 2 = ar при некоторых p, q и r (возможно, p = q);
3) ap + aq = n− 3 при некоторых p и q (возможно, p = q);
4) ap +aq +ar = n+2 при некоторых p, q и r (возможно, какие-то
из них совпадают).

С другой стороны, в диссертации доказан следующий критерий
сущетвования правильной 3-периодической раскраски нормально-
го циркулянта.

Лемма 24. Циркулянт G = C(n; 1, a1, . . . , ak) имеет правиль-
ную периодическую 3-раскраску тогда и только тогда, когда суще-
ствует такое целое t ≥ 0, что

1) Для каждого нечётного параметра a ∈ {a0, a1, ..., ak} най-
дётся такое неотрицательное целое ma ≤ da−5

6 e, что n ≥ 6at +
3a− 6man ≥ −n.

2) Для каждого чётного параметра a ∈ {a0, a1, ..., ak} найдёт-
ся такое неотрицательное целое ma ≤ da−8

6 e, что 4n ≥ 6at+3a−
6man ≥ 2n.

Отсюда следует, что если параметры нормального циркулянта
G = C(n; 1, a1, . . . , ak) удовлетворяют одному из условий леммы 20,
но не удовлетворяют условию леммы 24, то такой циркулянт явля-
ется одновременно графом Эрдёша и Дирака степени 2k + 2. Этот
факт позволяет применить компьютерные методы для поиска гра-
фов Эрдёша и Дирака в классе нормальных циркулянтов.

Пусть n ≡ 1 (mod 6) и Hn — следующий вспомогательный граф.
Число v ∈ {2, 3, . . . , (n−1)/2} является вершиной графа Hn тогда и
только тогда, когда (n, v) = 1, v ≡ 2 (mod 3) и rn,v(1) ≡ 2 (mod 3).
Две вершины u и v графа Hn смежны в том и только том слу-
чае, когда rn,u(v) ≡ 2 (mod 3) и rn,v(u) ≡ 2 (mod 3). Метод поиска
базируется на следующей лемме.

Лемма 25. Циркулянт C(n; 1, a1, a2, . . . , ak) правилен и нор-
мален тогда и только тогда, когда числа a1, a2, . . . , ak являются
вершинами графа Hn и образуют в нём клику.

С помощью описанного выше метода были проверены (с исполь-
зованием компьютера) все нормальные циркулянты с n вершинами
для n ≤ 50000. Найдено
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• 2 графа (Эрдёша и Дирака) степени 6;

• 13 графов степени 8;

• 12 графов степени 10;

• 45 графов степени 12;

• 36 графов степени 14;

• 5 графов степени 16.

Эти результаты (кроме леммы 18 и теоремы 22) получены в
соавторстве с А. А. Добрыниным и Л. С. Мельниковым.

3. Покрывающая вырожденность и хроматичесое число. Граф
G называется m-вырожденным, если любой его непустой подграф
содержит вершину степени не более m. Наименьшее m, при кото-
ром граф G является m-вырожденным, обозначается через dgn(G).

Понятие покрывающей вырожденности L(G) графа G было вве-
дено в [11] как

L(G) = min{k| ∃S1, S2, . . . , Sk такие, что

∑

i|x∈Si

1
(dgn(Si) + 1)

≥ 1, ∀x ∈ V }.

Здесь S1, S2, . . . , Sk являются подмножествами множества V , а че-
рез dgn(Si) обозначено число вырожденности подграфа, индуци-
рованного множеством Si. Если положить Si = V для всех i =
1, 2, . . . , k, то L(G) ≤ dgn(G) + 1. Если же в качестве Si взять цве-
товые классы правильной раскраски графа G, то получится разби-
ение множества V на 0-вырожденнные множества. Отсюда следует,
что L(G) ≤ χ(G). В [11] была высказана гипотеза, что для любого
графа G справедливо равенство L(G) = χ(G).

В диссертации построен первый пример такого графа G, что
L(G) < χ(G). Этот граф не является 3-хроматическим, но при этом
множество его вершин можно разбить на три подмножества, объ-
единение любых двух из которых образует лес (откуда сразу имеем
L(G) ≤ 3).
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В четвёртой главе изучаются нумерации графов, т. е. та-
кие раскраски вершин, при которых все вершины получают раз-
ные цвета (метки). Тип нумерации определяется ограничениями
на метки соседних вершин. Рассмотрены следующие виды нумера-
ций.

1. Предписанная радио-нумерация. Результаты получены в со-
авторстве с Х. Бодлендером, Х. Брусма, Ф. В. Фоминым и Г. Вё-
гингером. Радио-нумерацией неориентированного графа G = (V, E)
называется такое назначение меток, при котором метки смежных
вершин отличаются как минимум на 2. Эта задача возникает при
назначении радиочастот для передатчиков, находящихся в одной
области. Все назначаемые радиочастоты должны быть различны,
и при этом частоты близко расположенных друг от друга пере-
датчиков должны различаться существенно. Требуется миними-
зировать ширину спектра используемых частот, т. е. номер наи-
большей метки. В диссертации рассматривается предписанный ва-
риант задачи о назначении радиочастот, при котором некоторым
вершинам заранее предписаны метки, которые нельзя менять. Фор-
мально, для некоторого подмножества V ′ ⊆ V задано отображение
L′ : V ′ −→ Z+, удовлетворяющее условиям радио-нумерации. Тре-
буется продолжить его на всё множество вершин графа, т. е. найти
такую радио-нумерацию L : V −→ Z+, что L(u) = L′(u) для всех
u ∈ V ′, минимизируя при этом номер максимальной метки, кото-
рую называем шириной спектра и обозначаем через S. Очевидной
нижней оценкой для ширины спектра является величина

M = max{n, max
v∈V ′

L′(v)}.

Насколько сильно может отличаться ширина спектра от ниж-
ней оценки M? Оказывается, это зависит от обхвата (длины мини-
мального цикла) графа G.

Теорема 24. Пусть на n-вершинном графе G, n ≥ 7, задано
предписание L′. Тогда существует радио-нумерация G, продолжа-
ющая L′, с шириной спектра

(а) S ≤ b(7M − 2)/3c для любого G;
(б) S ≤ b(5M + 2)/3c, если обхват G не меньше 4;
(в) S ≤ M + 3, если обхват G не меньше 5.
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Все указанные оценки неулучшаемы, причём последняя из них
достигается даже для путей.

Также изучается случай t-вырожденных графов. Получены сле-
дующие результаты.

Теорема 25.Пусть G является t-вырожденным графом с пред-
писанием L′. Тогда предписание L′ можно продолжить на весь
граф G с шириной спектра S ≤ M + (4 +

√
3)t + 1.

Лемма 28. Пусть G = (V, E) — t-вырожденный граф мак-
симальной степени ∆ с предписанием L′ на множестве вершин
V ′ ⊆ V . Если число непомеченных вершин p = |V \ V ′| удовлетво-
ряет неравенству p ≥ 4∆(t + 1), то L′ можно продолжить до
радио-нумерации всего графа G с шириной спектра M .

Следствие 5. Если степень графа G ограничена сверху фикси-
рованным числом k, то задача продолжения предписания до радио-
нумерации с минимальной шириной спектра решается за полино-
миальное время.

2. Суммируемые и целочисленно суммируемые графы. Для дан-
ного подмножества S множества целых чисел Z через G(S) обо-
значаем граф, вершинами которого являются все числа из S, а две
вершины u и v смежны тогда и только тогда, когда u + v ∈ S.
Граф G = (V, E) называется целочисленно суммируемым, если
G = G(S) для некоторого множества S ⊂ Z. Если же при этом
все метки из S положительны, то граф G называется суммируе-
мым. Очевидно, что суммируемый граф должен содержать хотя
бы одну изолированную вершину (вершину с наибольшей меткой).
Целочисленно суммируемые графы могут быть связными. Сумми-
руемые графы были введены Харари [16]. Он показал, что любой
граф можно сделать суммируемым, добавив к нему некоторое ко-
личество изолированных вершин, причём их число не превосходит
числа рёбер графа. Минимальное число изолированных вершин,
добавление которых превращает граф G в суммируемый, называ-
ется числом суммируемости графа G и обозначается через σ(G).

В работе [17] утверждается, что для полного двудольного графа
Km,n, где m ≥ n ≥ 2, σ(Km,n) = d(3n + m − 3)/2e. В диссертации
данное утверждение опровергнуто и доказана
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Теорема 26. Для полного двудольного графа Km,n = (X, Y ;E)
при m ≥ n ≥ 2 имеет место формула σ(Km,n) = dk(n − 1)/2 +

m/(k − 1)e, где k = d
(
1 +

√
(8m + n− 1)/(n− 1)

)
/2e.

В [19] выдвинута гипотеза о том, что каждое дерево является
целочисленно суммируемым графом. В диссертации эта гипотеза
доказана для подразбиений деревьев (теорема 27), т. е. для таких
деревьев, в которых никакие две развилки (вершины, степень ко-
торых не равна 2) несмежны.

Также построены две бесконечные серии унициклических гра-
фов, не являющихся целочисленно суммируемыми (теоремы 28 и 29).
Доказано, что

а) любой однородный граф степени 2, кроме C4, целочисленно
суммируем (теорема 30);

б) для любого целого r ≥ 3 существует однородный целочис-
ленно суммируемый граф степени r (теорема 31).

Последние два результата получены совместно с Л. С. Мельни-
ковым.

3. Графы представимые в виде слов. Результаты получены сов-
местно с С. В. Китаевым и М. Халлдорссоном. Говорим, что слово
W представляет граф G, если для любых двух вершин x и y ребро
xy существует тогда и только тогда, когда буквы x и y чередуются
в W (другими словами, подслово, индуцированное этими буквами,
не содержит в качестве фактора ни xx, ни yy). Граф G называется
представимым, если существует слово W , которое его представ-
ляет. Если G представим k-униформным словом, то G называется
k-представимым. Доказана

Теорема 32. Граф G представим тогда и только тогда, когда
он k-представим для некоторого k.

Числом представимости графа G назовём наименьшее нату-
ральное k, для которого G будет k-представимым.

Назовём граф перестановочно представимым, если его можно
представить словом вида P1P2 . . . Pk, где каждая из Pi, i = 1, 1, . . . , k
является перестановкой.

В работе [18] было доказано, что граф перестановочно пред-
ставим тогда и только тогда, когда он является графом сравни-
мости, т. е. допускает транзитивную ориентацию. Следующая лем-
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ма устанавливает связь между перестановочно представимыми и
представимыми графами. Из неё вытекает необходимый признак
представимости.

Лемма 31. Пусть x ∈ V (G) — вершина степени n − 1 и
H = G \ {x}. Тогда G представим тогда только тогда, когда H
перестановочно представим.

Следствие 7. Если G представим, то для любой вершины
x ∈ V (G) граф, индуцированный множеством её соседей N(x),
является графом сравнимости.

Заметим, однако, что условие следствия 7 не является доста-
точным для представимости графа G. Более того, как доказано в
теореме 34, существует бесконечно много непредставимых графов
без треугольников.

Найдена характеризация представимых графов через ориента-
ции. Ориентированный граф G = (V,E) назывется полутранзи-
тивным, если он ациклический и для любого ориентированного
пути v1v2...vk либо v1vk 6∈ E, либо vivj ∈ E для всех 1 ≤ i < j ≤ k.
Граф называется полутранзитивно ориентируемым, если он име-
ет полутранзитивную ориентацию. Справедлива следующая

Теорема 33. Граф G представим тогда и только тогда, когда
он полутранзитивно ориентируем.

Следствие 8. Любой 3-окрашиваемый граф является предста-
вимым.

Из доказательства теоремы 33 можно вывести, что любой пред-
ставимый граф n-представим (откуда в частности следует, что за-
дача распознавания представимых графов лежит в классе NP).
Оказывается, существуют n-вершинные графы, число представи-
мости каждого из которых равно bn/2c. Обозначим через Hk,k граф,
получаемый из полного двудольного графа Kk,k удалением совер-
шенного паросочетания. Пусть Gk получается из Hk,k добавлением
всесмежной вершины. Доказана

Теорема 35.Число представимости графа Gk равно k = bn/2c.

Следствие 9. Задача распознавания k-представимости графа
является NP-полной при 3 ≤ k ≤ dn/2e.
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Заметим, что граф является 2-представимым тогда и только
тогда, когда он является графом пересечений хорд. Доказано, что
любой внешнепланарный граф является 2-представимым (теоре-
ма 36).

Пятая глава посвящена построению точных алгоритмов, ре-
шающих некоторые NP-трудные задачи на графах за экспоненци-
альное от числа вершин время, но быстрее, чем перебором всех ва-
риантов. Эти алгоритмы основаны на теоретических оценках мак-
симального количества интересующих нас объектов в n-вершинных
графах. В частности, такие оценки найдены для числа минималь-
ных по включению доминирующих множеств и множеств, разреза-
ющих циклы. В результате получены алгоритмы перечисления ука-
занных множеств, а также точные алгоритмы нахождения макси-
мального по мощности индуцированного леса и доматического чис-
ла (максимального числа непересекающихся доминирующих мно-
жеств) графа.

Для получения указанных оценок используются алгоритмы ветв-
ления, позволяющие свести данную задачу к нескольким подзада-
чам меньшей размерности. Основным методом оценивания време-
ни работы алгоритма является так называемый метод «измеряй и
властвуй», основанный на введении некоторой меры на множестве
задач и тщательном изучении изменения данной меры при перехо-
де к подзадачам.

Получены следующие результаты (первый и второй в соавтор-
стве с Ф. Грандони, А. А. Степановым и Ф. В. Фоминым, а третий
и четвёртый — с С. Гасперсом, И. Разгоном и Ф. В. Фоминым).

• Граф с n вершинами содержит не более (1, 7170)n минималь-
ных доминирующих множеств (следствие 10).

• Доматическое число n-вершинного графа G вычисляется за
время O(2, 8718)n (теорема 38).

• Максимальный по мощности индуцированный лес в n-вершин-
ном графе может быть найден за время O((1, 7548)n) (теоре-
ма 39).

• Граф с n вершинами содержит не более (1, 8638)n максималь-
ных по включению индуцированных лесов (теорема 40).
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