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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Öåëü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîììóòàòèâíûõ

êîëåö îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà 2, èõ ðàç-
íîñòíûõ àíàëîãîâ, êîììóòàòèâíûõ êîëåö äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñâÿçàííûõ
ñ ìíîãîìåðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à òàêæå íåêîòîðûì
ïðèëîæåíèÿì òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Óðàâíå-
íèÿ êîììóòàöèè äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

L1 =
dn

dxn
+

n−2∑

i=0

ui(x)
di

dxi
, L2 =

dm

dxm
+

m−2∑

i=0

vi(x)
di

dxi
, (1)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà èõ êî-
ýôôèöèåíòû. Îäíè èç ïåðâûõ ðåçóëüòîâ ïî ýòèì óðàâíåíèÿì áûëè ïîëó-
÷åíû â 1920�30-å ãîäû Áåð÷íàëëîì è ×àóíäè [1]�[3]. Â ÷àñòíîñòè, Áåð÷-
íàëë è ×àóíäè äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

• Åñëè L1L2 = L2L1, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïîëèíîì Q îò äâóõ
êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ òàêîé, ÷òî Q(L1, L2) = 0.

Íàïðèìåð, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîðû

L1 =
d2

dx2
− 2

x2
, L2 =

d3

dx3
− 3

x2

d

dx
+

3
x3

êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, ïðè ýòîì îíè ñâÿçàíû ïîëèíîìèàëüíûì ñî-
îòíîøåíèåì L3

1 = L2
2.

Íîâûé èíòåðåñ ê êîììóòèðóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì
ïîÿâèëñÿ â 1960�70-å ãîäû â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî áûëî çàìå÷åíî, ÷òî íåêî-
òîðûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ýê-
âèâàëåíòíû óñëîâèþ êîììóòàöèè ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ îïåðàòîðîâ.
Íàïðèìåð, îïåðàòîðû

L = ∂2
x − u, A = ∂t − ∂3

x +
3
2
u∂x +

3
4
ux,

êîììóòèðóþò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ u(x, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà

ut =
1
4
(6uux + uxxx).
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Íàëè÷èå L,A-ïàðû ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.
Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ L1 è L2 ëåæèò ñïåêòðàëüíàÿ êðè-

âàÿ Γ � ïîïîëíåíèå êðèâîé, çàäàííîé â C2 óðàâíåíèåì Q(z, w) = 0. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà êðèâàÿ
Γ ãëàäêàÿ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P ∈ Γ íàéäåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ψ(x, P ) (ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà) îïåðàòîðîâ L1 è L2. Ýòà
ôóíêöèÿ èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü â íåêîòîðîé âûäåëåííîé òî÷-
êå q ∈ Γ, à íà Γ\{q} îíà ìåðîìîðôíà. Ïðè ýòîì

Liψ = λi(P )ψ, (2)

ãäå λi(P ) � íåêîòîðàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà Γ ñ åäèíñòâåííûì ïî-
ëþñîì â òî÷êå q. ×èñëî l ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ îáùåé òî÷êå P ∈ Γ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ïàðû
L1, L2. Ïîðÿäêè îïåðàòîðîâ L1 è L2 äåëÿòñÿ íà l: n = n′l,m = m′l. Ïî-
ðÿäêè ïîëþñîâ ôóíêöèé λ1 è λ2 â òî÷êå q ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî n′ è
m′. Â ñëó÷àå ðàíãà 1 ψ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç òýòà-ôóíêöèþ êðèâîé Γ
è êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ψ (ñì. [4]). Â ñëó-
÷àå ðàíãà l > 1, êàê ïîêàçàë Êðè÷åâåð [5], íàõîæäåíèå ψ ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîãî ïîëó÷èòü
íå óäàåòñÿ. Íà ñàìîì äåëå äëÿ íàõîæäåíèÿ îïåðàòîðîâ ðàíãà l > 1 íå
îáÿçàòåëüíî çíàòü ψ. Êðè÷åâåð è Íîâèêîâ [6] ïðåäëîæèëè ñëåäóþùèé
ìåòîä (íàçûâàåìûé ìåòîäîì äåôîðìàöèè ïàðàìåòðîâ Òþðèíà) íàõîæ-
äåíèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü ψ0(x, P ), . . . , ψl−1(x, P ), P ∈ Γ ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè, íîðìèðîâàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì

di

dxi
ψj(x0, P ) = δij , (3)

ãäå x0 � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ìàòðèöó
Âðîíñêîãî

Ψ =




ψ0 . . . ψl−1

ψ′0 . . . ψ′l−1

. . . . . . . . .

ψ
(l−1)
0 . . . ψ

(l−1)
l−1


 .
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Êîìïîíåíòû χi(x, P ) ìàòðèöû

dΨ
dx

Ψ−1 =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
χ0 χ1 χ2 . . . χl−1




íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè x0. Ïî ôóíêöèÿì χi èç ðàçëîæåíèÿ

dl

dxl
ψj = χl−1

dl−1

dxl−1
ψj + · · ·+ χ0ψj (4)

è íîðìèðîâêè (3) ìîæíî íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ψj ëþáîãî ïîðÿäêà â
òî÷êå x0. Äàëåå, èç (2) ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòî-
ðîâ Li â òî÷êå x0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè χj íå çàâèñÿò îò x0, ïîëó÷àåì
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðîâ â ëþáîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì íà-
õîæäåíèå îïåðàòîðîâ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèé χj . Íîâèêîâ è
Êðè÷åâåð [6] íàøëè χj â ñëó÷àå êðèâîé ðîäà 1 è ðàíãà 2. Ìîõîâ [7]
íàøåë χj â ñëó÷àå g = 1 è l = 3. Êàê óêàçàëè Íîâèêîâ è Ãðèíåâè÷
ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ðàíãà l > 1, ñâÿçàííûõ
ñ êðèâîé Γ, ñâîäèòñÿ ê ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ ðàíãà 1 ïîñëå
ïåðåõîäà ê l-ëèñòíîìó íàêðûòèþ êðèâîé Γ [8], [9].

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ïàð êîììóòèðóþùèõ
îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóåò è ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä. Äèêñìüå [10] íà-
øåë êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû ðîäà 1 ðàíãà 2 ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè

L1 =
(

d2

dx2
− x3 − α

)2

− 2x,

L2 =
(

d2

dx2
− x3 − α

)3

− 3
2

(
x

(
d2

dx2
− x3 − α

)
+

(
d2

dx2
− x3 − α

)
x

)
,

ãäå α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ãðèíåâè÷ [11] âûäåëèë ñðåäè îïåðàòîðîâ ðîäà 1 ðàíãà 2, íàéäåííûå

Êðè÷åâåðîì è Íîâèêîâûì, òå êîòîðûå èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöè-
åíòû. Ìîõîâûì [7] ïîëó÷åí àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ îïåðàòîðîâ ðîäà
1 ðàíãà 3.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ðàíãà l > 1 â îáùåì
ñëó÷àå íå ðåøåíà.

Â òåîðèÿõ êîììóòèðóþùèõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ è êîììóòèðóþùèõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóåò ìíîãî
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îáùåãî. Êàê è â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîììóòè-
ðóþùèõ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ

L1 =
N+∑

N−

ui(n)T i, L2 =
M+∑

M−

vi(n)T i, (5)

ãäå n ∈ Z � äèñêðåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, T � îïåðàòîð ñäâèãà ïî äèñêðåòíîé
ïåðåìåííîé

Tf(n) = f(n + 1),

ñóùåñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ Γ, çàäàííàÿ â C2 íåêîòîðûì ïîëèíî-
ìîì Q(λ, µ), êîòîðàÿ ïàðàìåòðèçóåò èõ ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

L1ψ(n, P ) = λψ(n, P ), L2ψ(n, P ) = µψ(n, P ), P = (λ, µ) ∈ Γ.

Òî÷íî òàêæå êàê è â ãëàäêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðàíã îïåðàòîðîâ L1

è L2, êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
â òî÷êå P ∈ Γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îäíèì èç îñíîâíûõ îòëè÷èé äèñêðåò-
íîãî ñëó÷àÿ îò ãëàäêîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ëþáîå êîììóòàòèâ-
íîå êîëüöî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ èçîìîðôíî
êîëüöó ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñ åäèíñòâåí-
íûì ïîëþñîì â âûäåëåííîé òî÷êå q ∈ Γ, à ëþáîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî
ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ èçîìîðôíî êîëüöó ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñ m ïîëþñàìè, ãäå m ìîæåò áûòü ëþáûì íàòó-
ðàëüíûì ÷èñëîì [12]. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ m-òî÷å÷íûìè.

Ìàìôîðäîì [13] è Êðè÷åâåðîì [14] íàéäåíû ñïåêòðàëüíûå äàííûå,
îòâå÷àþùèå äâóõòî÷å÷íûì îïåðàòîðàì ðàíãà 1.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîòî÷å÷íûå îïåðàòîðû. Ïðè l > 1
íàõîæäåíèå ôóíêöèè ψ(n, P ) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà è íàé-
òè åå â ÿâíîì âèäå íå óäàåòñÿ. Ìåòîä äåôîðìàöèè ïàðàìåòðîâ Òþðèíà
ðàáîòàåò òàêæå è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå: Êðè÷åâåðîì è Íîâèêîâûì [12] ïî-
êàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ ìîæíî âîññòàíîâèòü èç ðåøåíèé
óðàâíåíèé íà ïàðàìåòðû Òþðèíà ãîëîìîðôíûõ ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé,
êîòîðûå îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ôóíêöèåé ψ(n, P ), ïðè ýòîì êîýôôèöèåí-
òû îïåðàòîðîâ çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíûõ l ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
À èìåííî, èìè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïå-
ðàòîðîâ äîñòàòî÷íî íàéòè ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ

χ(n, P ) = Ψ(n + 1, P )Ψ−1(n, P ), (6)
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ãäå Ψ(n, P ) � ìàòðèöà Âðîíñêîãî, ïîñòðîåííàÿ ïî íåêîòîðîìó áàçèñó â
ïðîñòðàíñòâå ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Èñïîëüçóÿ ýòîò ìåòîä
Êðè÷åâåð è Íîâèêîâ íàøëè îïåðàòîðû ðàíãà 2, îòâå÷àþùèå ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ âûðàæåíû ÷åðåç ζ
è ℘-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà îò äâóõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Èí-
òåðåñíîé çàäà÷åé, ñôîðìóëèðîâàííîé È.Ì. Êðè÷åâåðîì è Ñ.Ï. Íîâèêî-
âûì, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûäåëåíèÿ ñðåäè ýòèõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîðîâ ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îäíîé èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé ïðè ïîñòðîåíèè êîììóòèðóþùèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ. Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íàëè÷èå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñå-
ìåéñòâà ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, çàïàðàìåòðèçî-
âàííîå òî÷êàìè àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, íå ãàðàíòèðóåò èõ êîì-
ìóòàöèþ. Ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ òàê
íàçûâàåìûõ ìîäóëåé Áåéêåðà�Àõèåçåðà ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ìîäóëè Áåéêåðà�Àõèåçåðà (íàä êîëüöîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ) ââåäåíû Íàêàÿøèêè (ñì. [15], [16]). Ýòè ìîäóëè ñòðîÿòñÿ ïî íà-
áîðó ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ, êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå X è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îáúåêòû. Â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå ýëåìåíòû ìîäóëåé � ýòî îáû÷íûå ôóíêöèè Áåéêåðà�Àõèåçåðà.

Ìîäóëü Áåéêåðà�Àõèåçåðà M ñîñòîèò èç ôóíêöèé ψ(x, P ), êîòîðûå
çàâèñÿò îò x ∈ Cn, ãäå n = dimCX, è P ∈ X. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x
ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ íàä X, ïðè÷åì ψ èìååò ñóùå-
ñòâåííóþ îñîáåííîñòü íà íåêîòîðîì äèâèçîðå Y ⊂ X. Ýëåìåíòû ψ ∈ M
îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ∂xj ψ ∈ M è f(x)ψ ∈ M , ãäå f(x) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x0,

• äëÿ ëþáîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè λ íà X ñ ïîëþñîì íà Y ôóíêöèÿ
λψ ïðèíàäëåæèò M .

Ýòè ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Dn = O[∂x1 , . . . , ∂xn ], ãäå O � êîëüöî àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè x0, è íàä êîëüöîì AY ìåðîìîðôíûõ
ôóíêöèé íà X ñ ïîëþñîì íà Y .

Ãëàâíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñâîáîäíûå êîíå÷íîïîðîæäåííûå Dn-
ìîäóëè Áåéêåðà�Àõèåçåðà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü êîììóòàòèâíûå êîëüöà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Âûáåðåì â M áàçèñ ψ1(x, P ), . . . , ψN (x, P ). ×åðåç Ψ(x, P ) îáîçíà÷èì
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âåêòîð-ôóíêöèþ (ψ1(x, P ), . . . , ψN (x, P ))>. Òîãäà äëÿ λ ∈ AY ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D(λ) ñ ìàòðè÷íûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ðàçìåðíîñòè N ×N òàêîé, ÷òî

D(λ)Ψ(x, P ) = λ(P )Ψ(x, P ).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ λ è µ ∈ AY îïåðàòîðû D(λ) è D(µ) êîì-
ìóòèðóþò. Òàêèì îáðàçîì äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ýêâè-
âàëåíòíà óñëîâèþ êîììóòàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû ñâîáîäíûõ ìîäóëåé Áåéêåðà�Àõèåçåðà.
Â [15], [16] ïîêàçàíî, ÷òî ìîäóëè Áåéêåðà�Àõèåçåðà íà àáåëåâûõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ ñâîáîäíû ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñïåêòðàëüíûå äàííûå
(ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû èçó÷àëèñü â [17], [18]). Â [16] òàêæå ïîêà-
çàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå ìîäóëÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà ñ òðåõìåðíîãî àáåëåâà
ìíîãîîáðàçèÿ íà òåòà-äèâèçîð îñòàåòñÿ ñâîáîäíûì (íàä êîëüöîì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî äâóì ïåðåìåííûì). Â [19] ïîñòðîåí åùå
îäèí ïðèìåð ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà íà ïîâåðõíîñòè Ôà-
íî. Â îáùåì ñëó÷àå íå ÿñíî êàê ñòðîèòü òàêèå ìîäóëè.

Ïîñòðîåíèå n-îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò â Rn ÿâëÿåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé çàäà÷åé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Â íàøå âðåìÿ èíòåðåñ
ê ýòîé çàäà÷å îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè òåîðèè
ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà è òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ (Äóáðî-
âèí, Íîâèêîâ, Öàðåâ, Êðè÷åâåð, ñì. ññûëêè â [20, 21]).

Ê çàäà÷å ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïëîñêèõ êðèâîëèíåéíûõ n-îðòîãîíàëüíûõ
ñèñòåì êîîðäèíàò ïðèìåíèìû ìåòîäû èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì: Çàõàðîâ
[21] ïðèìåíèë ìåòîä îäåâàíèÿ, à Êðè÷åâåð [20] ïîëó÷èë êîíå÷íîçîííûé
àíàëîã ýòîãî ìåòîäà. Ïðè÷åì â êîíñòðóêöèè Êðè÷åâåðà ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ýòî âëå÷åò òî, ÷òî êîîðäè-
íàòíûå ôóíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òýòà-ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîé êðè-
âîé è, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò òàêèì ñïîñîáîì
íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû. Èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòûñêà-
íèÿ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ, îòâå÷àþùèõ êëàññè÷åñêèì êðèâîëèíåéíûì
îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì êîîðäèíàò.

Êðè÷åâåðîì [20] ïðåäëîæåíà ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àññîöèàòèâ-
íîñòè äâóìåðíîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â òåðìèíàõ òýòà-ôóíêöèé
ñïåòðàëüíûõ êðèâûõ. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àññîöèàòèâíîñòè âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç òýòà-ôóíêöèè è äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî êîððåëÿòîðû
íå ìîãóò áûòü êâàçèîäíîðîäíûìè.
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Äëÿ çàäàííîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ηαβ = ηβα, óðàâíåíèÿ àññîöè-
àòèâíîñòè íà ôóíêöèþ F èìåþò âèä

∂3F (t)
∂tα∂tβ∂tλ

ηλµ ∂3F (t)
∂tγ∂tδ∂tµ

=
∂3F (t)

∂tγ∂tβ∂tλ
ηλµ ∂3F (t)

∂tα∂tδ∂tµ
, (7)

ãäå t = (t1, . . . , tn) è èíäåêñû èçìåíÿþòñÿ îò 1 äî n. Îíè ýêâèâàëåíòíû
óñëîâèþ, ÷òî êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ îáðàçóþùèìè e1, . . . , en è êîììó-
òàòèâíûì óìíîæåíèåì

eα · eβ = cγ
αβeγ , cαβγ =

∂3F (t)
∂tα∂tβ∂tγ

, cγ
αβ = ηγδcαβδ,

ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé, ò.å. ìû èìååì

(eα · eβ) · eγ = eα · (eβ · eγ) äëÿ âñåõ α, β, γ.

Ýòè óðàâíåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî ïîÿâèëèñü â òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ïîëÿ, ãäå âìåñòå ñ óñëîâèÿìè

c1αβ = ηαβ , α, β = 1, . . . , n; ηαβηβγ = δα
γ ,

ãäå ìåòðèêà ηαβ � ïîñòîÿííàÿ, è

F (λd1t1, . . . , λdntn) = λdF F (t1, . . . , tn) (8)

(óñëîâèå êâàçèîäíîðîäíîñòè) îíè îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé Âèòòåíà�
Äèéêãðàôà�Âåðëèíäå�Âåðëèíäå (WDVV) [22, 23].

Óñëîâèå êâàçèîäíîðîäíîñòè îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå E = (qα

β tβ + rα)∂α òàêîå, ÷òî
Eα∂αF = dF F (â ñëó÷àå (8) ìû èìååì E = d1t

1∂1 + · · · + dntn∂n) è ýòî
îáîáùåíèå ïîêðûâàåò ñëó÷àé êâàíòîâûõ êîãîìîëîãèé.

Òàê êàê, ñîãëàñíî [22], âàæíî òîëüêî, ÷òîáû êîððåëÿòîðû cijk, ò.å.
òðåòüè ïðîèçâîäíûå F , áûëè êâàçèîäíîðîäíû â ñìûñëå (8), ñóùåñòâó-
åò äðóãîå îáîáùåíèå êâàçèîäíîðîäíîñòè, êîòîðîå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Eα∂αF = dF F + (ïîëèíîì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî t1, . . . , tn).

Ýòî îáîáùåíèå âàæíî äëÿ íàñ ïîòîìó, ÷òî â íàøèõ ïðèìåðàõ ÷àñòü ïî-
êàçàòåëåé di ðàâíû −1.
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Ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé ðåøåíèé óðàâíåíèé WDVV ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå ôðîáåíèóñîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ââåäåííîå Äóáðîâèíûì [24], îòêðûâ-
øèì áîãàòûå äèôôåðåíöèàëüíî�ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà óðàâíåíèé
WDVV, ÷òî ïîëîæèëî íà÷àëî ôðîáåíèóñîâîé ãåîìåòðèè.

Ñóùåñòâóåò âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôðîáåíèóñîâûìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè è åãîðîâñêèìè ìåòðèêàìè, òàêæå îòêðûòîå Äóáðîâèíûì [25].

Ìåòðèêà

ds2 =
n∑

i=1

H2
i (u)

(
dui

)2

íàçûâàåòñÿ åãîðîâñêîé, åñëè êîýôôèöèåíòû âðàùåíèÿ

βij =
∂iHj

Hi
, i 6= j,

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè: βij = βji. Ðàññìîòðèì ìåòðèêè Äàðáó�Åãîðîâà,
ò.å. ïëîñêèå åãîðîâñêèå ìåòðèêè

ηαβdxαdxβ =
n∑

i=1

H2
i (u)

(
dui

)2
,

ãäå x1, . . . , xn � ïëîñêèå êîîîðäèíàòû â íåêîòîðîé îáëàñòè, â êîòîðîé
êîýôôèöèåíòû ηαβ ïîñòîÿííû. Èìååì

ηαβ =
∑

i

H−2
i

∂xα

∂ui

∂xβ

∂ui

è óñëîâèå ïëîñêîñòè ìåòðèêè âìåñòå ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ
âðàùåíèÿ âëå÷åò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F , íàçûâàåìàÿ ïðåïîòåíöèà-
ëîì, òàêàÿ, ÷òî

cαβγ =
n∑

i=1

H2
i

∂ui

∂xα

∂ui

∂xβ

∂ui

∂xγ
=

∂3F

∂xα∂xβ∂xγ

è èìåþò ìåñòî óðàâíåíèÿ àññîöèàòèâíîñòè:

cλ
αβcµ

λγ = cµ
αλcλ

βγ äëÿ âñåõ α, β, γ = 1, . . . , n,

ãäå
cα
βγ =

∑

i

∂xα

∂ui

∂ui

∂xβ

∂ui

∂xγ
.
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Èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ,
îòâå÷àþùèõ ðåøåíèÿì ñ îäíîðîäíûìè êîððåëÿòîðàìè.

Ìíîãèå çàäà÷è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òàêèå êàê ïîñòðîåíèå
ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû â R3, ïî-
ñòðîåíèå òîðîâ ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû â R3, ñâîäÿòñÿ ê íàõîæ-
äåíèþ ðåøåíèé ñîëèòîííûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ
êîììóòàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

[∂x −A, ∂y −B] = 0,

ãäå A,B � ìàòðè÷íûå ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ê ýòîìó êëàññó çàäà÷ îò-
íîñÿòñÿ è íåêîòîðûå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíûõ è ãàìèëüòîíîâî�
ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Cn è CPn.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Êðè÷å-
âåðà�Íîâèêîâà íà ïàðàìåòðû Òþðèíà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà
íàéäåíû ïðèìåðû ñàìîñîïðÿæåííûõ îáûêíîâåííûõ êîììóòèðóþ-
ùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàíãà 2, à òàêæå ïðèìåðû
îáûêíîâåííûõ êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàí-
ãà 2 ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, îòâå÷àþùèõ ñïåêòðàëü-
íûì êðèâûì ðîäà äâà.

2. Íàéäåíû ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Êðè÷åâåðà�Íîâèêîâà ðàíãà 2 ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, îòâå÷àþùèå ýëëèïòè÷åñêèì
ñïåêòðàëüíûì êðèâûì.

3. Äîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå ìîäóëÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà ñ ãëàâíî ïî-
ëÿðèçîâàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ íà ïåðåñå÷åíèå òýòà-äèâèçîðîâ
ñî ñäâèãàìè ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå âëîæå-
íèÿ êîëüöà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ïåðåñå÷åíèè òýòà-äèâèçîðîâ
ñ íåêîòîðûì ïîëþñîì â êîëüöî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîðîâ
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè.

4. Íàéäåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ n-îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì
êîîðäèíàò â Rn, îòâå÷àþùèõ ïðèâîäèìûì ñïåêòðàëüíûì êðèâûì.
Íàéäåíû ñïåêòðàëüíûå äàííûå, îòâå÷àþùèå ïîëÿðíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò íà ïëîñêîñòè, öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â Rn. Ïî-
ëó÷åíû íîâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé WDVV ñ îäíîðîäíûìè êîððå-
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ëÿòîðàìè, îòâå÷àþùèå ïðèâîäèìûì ðàöèîíàëüíûì ñïåêòðàëüíûì
êðèâûì.

5. Ïîñòðîåíû íîâûå ïðèìåðû ãàìèëüòîíîâî ìèíèìàëüíûõ è ìèíè-
ìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Cn è CPn.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Äèññåðòàöèÿ
èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-
íû â èññëåäîâàíèÿõ ïî èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, à òàêæå â ñïåöèàëüíûõ êóðñàõ è
ñåìèíàðàõ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåî-
ðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìåòîäû
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ìåòîäû òåîðèè òýòà-ôóíêöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
ðàçëè÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

Ìåæäóíàðîäíûé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíãðåññ, Ìàäðèä, Èñïàíèÿ, 2006,
Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìå-

æíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè àêàäåìèêà È.Ã. Ïåòðîâñêîãî, Ìîñ-
êâà, ÌÃÓ, 2007,

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñèììåòðèÿ è òåîðèÿ âîçìóùåíèé¿,
Îòðàíòî, Èòàëèÿ, 2007,

Ðîññèéñêî�Ãåðìàíñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 95-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2007,

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñèììåòðèÿ â íåëèíåéíîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêå¿, Êèåâ, 2007,

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, ãàðìîíè÷å-
ñêèå îòîáðàæåíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ¿, Îñàêà, ßïîíèÿ, 2008,

Êîíôåðåíöèÿ ïî èíòåãðèðóåìûì ñèñòåìàì, Ôóêóîêà, ßïîíèÿ, 2008,
Ãåîìåòðèÿ â ¾öåëîì¿, òîïîëîãèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ, Õàðüêîâ, 2009 è

äð.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ðàçëè÷íûõ ñåìèíàðàõ:

¾Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (ðóê. È. À. Òàéìàíîâ, Èíñòè-
òóò Ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ), ¾Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ôèçèêà¿ (ðóê. Â. Ì. Áóõøòàáåð è Ñ. Ï. Íîâèêîâ, ÌÃÓ), íà ñåìèíà-
ðå îòäåëà àíàëèçà è ãåîìåòðèè Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (ðóê.
Þ.Ã. Ðåøåòíÿê), íà ñåìèíàðàõ â Èíñòèòóòå Ãèäðîäèíàìèêè ÑÎ ÐÀÍ,
â Íåçàâèñèìîì Ìîñêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå, â Èíñòèòóòå Òåîðåòè÷åñêîé
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è Ýêñïåðèìåíòàëüíîé Ôèçèêè, à òàêæå íà ñåìèíàðàõ â Âåëèêîáðèòà-
íèè (óíèâåðñèòåòû Ëàôáîðî, Ìàí÷åñòåðà), Èçðàèëå (óíèâåðñèòåò Òåëü-
Àâèâà), ÔÐÃ (óíèâåðñèòåò èìåíè Ãóìáîëüäòà, Áåðëèí), Þæíîé Êîðåè
(Êîðåéñêèé Èíñòèòóò Íàóêè è Òåõíîëîãèé, Òýäæîí), ßïîíèè (óíèâåð-
ñèòåò Êþøó) è äð.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â [27]�[42]. Ðå-
çóëüòàòû ñîâìåñòíûõ ðàáîò [33], [34], [42] ïîëó÷åíû â ïðîöåññå íåðàçäå-
ëèìîé òâîð÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè àâòîðîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèè îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, ïÿòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îíà èçëîæåíà íà 198 ñòðàíèöàõ,
ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 78 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1 ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí

êîììóòèðóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì ðàíãà 2, îòâå÷àþùèõ
ñïåêòðàëüíûì êðèâûì ðîäà 2.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîììóòèðóþùèõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ (1) äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèè χi = χi(x, P ), êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà (4). Â îòëè÷èå îò ôóíêöèè ψ, êîòîðàÿ èìååò
ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü â âûäåëåííîé òî÷êå q, ôóíêöèè χi ÿâëÿþòñÿ
ìåðîìîðôíûìè.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
l = 2 è êðèâàÿ Γ ðîäà 2 çàäàåòñÿ â C2 óðàâíåíèåì

w2 = F (z) = z6 + c5z
5 + c4z

4 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0,

ãäå c0 6= 0. Êðèâàÿ Γ äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ èíâîëþöèþ

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w).

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà σχ1 = χ1. Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 1.1 Êîìïîíåíòû χ0(x, P ) è χ1(x, P ) ìàòðèöû dΨ

dx Ψ−1 èìåþò
ñëåäóþùèé âèä

χ1(x, P ) = − γ′1(x)
z − γ1(x)

− γ′2(x)
z − γ2(x)

− γ′1(x)
γ1(x)

− γ′2(x)
γ2(x)

,

χ0(x, P ) = −1
2

H(x)γ′1(x)
z − γ1(x)

− 1
2

H(x)γ′2(x)
z − γ2(x)

+
1
2z

+
κ2(x)

2
+

1
2

√
R(x, z),
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R(x, z) =
F1(x)γ′21 (x)
(z − γ1(x))2

+
2G1(x)γ′1(x)

z − γ1(x)
+

F2(x)γ′22 (x)
(z − γ2(x))2

+
2G2(x)γ′2(x)

z − γ2(x)
+

1
z2

+
1
z

(
2(γ1(x) + γ2(x))

γ1(x)γ2(x)
+

c1

c0

)
+

γ2
1(x)γ2

2(x)
c0

.

Âñå íóëè ôóíêöèè R èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê è ðàñïîëîæåíû â òî÷-
êàõ âåòâëåíèÿ, âñå ïîëþñû èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê (ïîýòîìó ôóíêöèÿ√

R êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà Γ). Ôóíêöèè γ1(x) è γ2(x) óäîâëåòâîðÿþò
íåëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå èíòåãðèðóåìî â
êâàäðàòóðàõ îòíîñèòåëüíî γ1(x), åñëè ïîëîæèòü

γ2(x) =
C −Bγ1(x)
B + Aγ1(x)

, A,B, C ∈ C.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä

γ−1
1 (y1) =

∫ √
y1y2

2c0(y2 − y1)3

(
y2
2F (y1)− y2

1F (y2)(B + Ay1)4

(B2 + AC)2

)
dy1,

ãäå
y1 = γ1(x), y2 =

C −By1

B + Ay1
.

Ôóíêöèè H(x), Fi(x), Gi(x) è κ2(x) ÿâíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
γ1(x) è γ2(x) (ñì. ôîðìóëû (1.23), (1.19)�(1.22) è (1.13) â äèññåðòàöèè).
Ñëåäñòâèå 1.1 Îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé ôóíêöèè

λ =
1

2z3
+

w

2z3
√

c0
+

c1

4z2c0
+

1
z

(
c2

4c0
− c2

1

16c2
0

)

èìååò ñëåäóþùèé âèä

L =
d6

dx6
+ f4

d4

dx4
+ f3

d3

dx3
+ f2

d2

dx2
+ f1

d

dx
+ f0,

ãäå
f4 = α− 3a0, f3 = −6a′0 − 3b1,

f2 = β − 7a′′0 − 6b′1 − 3a1 − 2αa0 + 3a2
0,

f1 = −2αb1 + 3a0b1 − 3b2 − 2αa′0 + 6a0a
′
0 − 6a′1 − 7b′′1 − 4a′′′0 ,

f0 = γ − βa0 + αa2
0 − a3

0 − 2αa1 + 3a0a1 + 2(a′0)
2
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−2αb′1 − 6b′2 − αa′′0 + 3a0a
′′
0 − 7a′′1 − 4b′′′1 − aIV

0 .

Ôóíêöèè a0(x), a1(x), b1(x) è b2(x) íàõîäÿòñÿ èç ðàçëîæåíèé χ0 è χ1 â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì z

χ0 =
1
z

+ a0 + a1z + O(z2), χ1 = b1z + b2z
2 + O(z3),

a0(x) =
H(x)γ′1(x)

2γ1(x)
+

H(x)γ′2(x)
2γ2(x)

+
κ2

2
+

γ1(x) + γ2(x)
2γ1(x)γ2(x)

+
c1

4c0
,

a1(x) =
H(x)γ′1(x)

2γ2
1(x)

+
H(x)γ′2(x)

2γ2
2(x)

+
F1(x)γ′21 (x)

4γ2
1(x)

−G1(x)γ′1(x)
2γ1(x)

+
F2(x)γ′22 (x)

4γ2
2(x)

−G2(x)γ′2(x)
2γ2(x)

+
γ2
1(x)γ2

2(x)
4c0

− 1
16

(
2(γ1(x) + γ2(x))

γ1(x)γ2(x)
+

c1

c0

)2

,

b1(x) =
γ′1(x)
γ2
1(x)

+
γ′2(x)
γ2
2(x)

, b2(x) =
γ′1(x)
γ3
1(x)

+
γ′2(x)
γ3
2(x)

,

α, β è γ � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ λ â ðÿä

λ =
1
z3

+
α

z2
+

β

z
+ γ + O(z),

α =
c1

2c0
, β =

c2

2c0
− c2

1

8c2
0

, γ =
c3
1

32c3
0

− c1c2

8c2
0

+
c3

4c0
.

Îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñ L, ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé êîì-
ìóòàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè c1 = c5 = 0, c3 = 8c0 è ïðè

γ1(x) = −γ2(x) =
1
x

êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Ñðå-
äè òàêèõ îïåðàòîðîâ ìîæíî âûäåëèòü îïåðàòîðû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Óêàæåì ïðèìåð. Ïóñòü êðèâàÿ Γ çàäàíà óðàâíåíèåì

w2 = z6 + 2z3 +
1
4
.

Òîãäà îïåðàòîðû

L1 = ∂6
x −

3x4

16
∂4

x −
3x3

2
∂3

x +
3

256
(x8 − 576x2)∂2

x +
(

3x7

32
− 6x

)
∂x

15



− x12

4096
+

23x6

64
− 3

2
,

L2 = ∂8
x −

x4

4
∂6

x − 3x3∂5
x +

1
128

(3x8 − 2368x2)∂4
x +

1
8
(3x7 − 320x)∂3

x

−
(

x12

1024
− 45x6

16
+ 30

)
∂2

x−
(

3x11

256
− 35x5

4

)
∂x+

x16 − 3712x10 + 716800x4

65536
.

L3 = ∂10
x − 5x4

16
∂8

x − 5x3∂7
x +

5
128

(x8 − 1024x2)∂6
x +

5
16

(3x7 − 416x)∂5
x

−
(

5x12

2048
− 85x6

8
+ 150

)
∂4

x −
5

256
(3x11 − 3136x5)∂3

x

+
5(x16 − 8192x10 + 2437120x4)

65536
∂2

x +
5

4096
(x15 − 2464x9 + 215040x3)∂x

− x20

1048576
+

15x14

2048
− 1505x8

256
+

525x2

4
ïîïàðíî êîììóòèðóþò.

Â ðàçäåëå 1.1.2 ýòà êîíñòðóêöèÿ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãèïåðýëëèïòè-
÷åñêèõ ñïåêòðàëüíûõ êðèâûõ ðîäà 4. Çäåñü òàêæå íàéäåí ïðèìåð òàêèõ
îïåðàòîðîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

L1 = ∂10
x +

5x3

12
√

2
∂8

x +
5x2

√
2

∂7
x +

5
144

(396
√

2x + x6)∂6
x +

5
8
(36
√

2 + x5)∂5
x+

5x4(3528 +
√

2x5)
3456

∂4
x +

5x3(760 +
√

2x5)
192

∂3
x+

5x2(622080 + 3384
√

2x5 + x10)
82944

∂2
x+

5x(36288 + 960
√

2x5 + x10)
6912

∂x +
23
4

+
61x5

32
√

2
+

5x10

1536
+

x15

995328
√

2
,

L2 = ∂12
x +

x3

2
√

2
∂10

x +
15x2

2
√

2
∂9

x +
2424

√
2x + 5x6

96
∂8

x +
(

109√
2

+
5x5

4

)
∂7

x+

(
109x4

8
+

5x9

864
√

2

)
∂6

x +
9680x3 + 10

√
2x8

128
∂5

x+

x2(6072192 + 26064
√

2x5 + 5x10

27648
∂4

x+
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(
294x +

377x6

32
√

2
+

5x11

1152

)
∂3

x+

42964992 + 6535296
√

2x5 + 14736x10 +
√

2x15

331776
∂2

x+

28237824
√

2x4 + 181376x9 + 40
√

2x14

884736
∂x+

463822848
√

2x3 + 9092736x8 + 5832
√

2x13 + x18

23887872
.

Â ïàðàãðàôå 2 ïîñòðîåíû íåêîòîðûå îáûêíîâåííûå ôîðìàëüíî ñà-
ìîñîïðÿæåííûå êîììóòèðóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ðàíãà
2, îòâå÷àþùèå êðèâîé ðîäà 2, ïðè÷åì ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà ýòèõ
îïåðàòîðîâ èìååò ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå Âåéåðøòðàññà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
l = 2 è êðèâàÿ Γ ðîäà 2 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîïîëíåíèåì áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé òî÷êîé ∞ êðèâîé, çàäàííîé â C2 óðàâíåíèåì

w2 = F (z) = z5 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0.

Êðèâàÿ Γ äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ èíâîëþöèþ

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w).

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà σχ1 = χ1. Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.2 Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

χ1 = − γ′

z − γ
− γ′

z − (γ + c)
,

χ0 = −1
2

H1γ
′

z − γ
− 1

2
H2γ

′

z − (γ + c)
+

κ

2
+

1
2

w

(z − γ)(z − (γ + c))
,

ãäå
κ =

F (γ)− 4γ′4 + 8cγ′2γ′′ − c2γ′′2 + 2c2γ′γ′′′

2c2γ′2
,

γ−1(y) =
∫ (

4
3P (y)

) 1
4

dy,

P = y5+
5
2
cy4+

1
3
(10c2+3c3)y3+

1
2
(5c3+2c2+3cc3)y2+(c4+c1+cc2+c2c3)y+δ,
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y = γ(x), δ, c ∈ C. Ôóíêöèè Hi(x) âûðàæàþòñÿ ÿâíûì îáðàçîì ÷åðåç
γ(x) ( ñì. ôîðìóëû (1.27)�(1.29) â äèññåðòàöèè).
Ñëåäñòâèå 1.2 Îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé ôóíêöèè z èìååò âèä

L = L∗ = ∂4
x − κ∂2

x − κ′∂x +
κ2

4
− κ′′

2
− γ − c

2
.

Óêàæåì ïðèìåð. Ïóñòü êðèâàÿ Γ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

w2 = z5 − 10
3

z3 +
7
3
z

è ïóñòü
c = 2, δ = 1, γ =

1024
x4

− 1.

Òîãäà L èìååò âèä

∂4
x+

(
x6

49152
− 425

6x2

)
∂2

x+
(

x5

8192
+

425
3x3

)
∂x+

x12

9663676416
− 245x4

589824
+

2569
144x4

.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû Êðè÷åâåðà�Íîâè-
êîâà ðàíãà 2, îòâå÷àþùèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé. Â ðàìêàõ îäíîòî÷å÷-
íîé êîíñòðóêöèè ìû íàõîäèì òàêèå îïåðàòîðû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïî
äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé êîýôôèöèåíòàìè.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü äëÿ íàõîæäåíèÿ îïåðàòîðîâ âèäà (5) äîñòàòî÷íî
íàéòè ìàòðè÷íûå ôóíêöèè χ(n, P ) (6). Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ Γ çàäàíà â C2 ñ êîîðäèíàòàìè (z, w) óðàâ-
íåíèåì

w2 = F (z) = z4 + c2z
2 + c1z + 1

è ïóñòü q = (0, 1) ∈ Γ � âûäåëåííàÿ òî÷êà. Êðèâàÿ Γ äîïóñêàåò èíâîëþ-
öèþ

σ : Γ → Γ, σ(z, w) = (z,−w).

Ïðè l = 2 ìàòðèöà χ(n, P ) èìååò âèä

χ(n, P ) =
(

0 1
χ1(n, P ) χ2(n, P )

)
, P = (z, w) ∈ Γ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà èíâîëþöèÿ σ íå èçìåíÿåò χ1, ò.å.

χ1(n, P ) = χ1(n, σ(P )).
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Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 2.1 Ôóíêöèè χ1(x, P ) è χ2(x, P ) èìåþò âèä

χ1(n, P ) =
c(n)

z − γ(n)
+

c(n)
γ(n)− γ(n + 1)

,

χ2(n, P ) =
1
2z

+
a(n)

2(z − γ(n))
+

wγ(n)
2z(γ(n)− z)

+ d(n),

ãäå
c(n) =

γ(n− 1)(a2(n)− F (γ(n))
4γ(n)(γ(n)− γ(n− 1))

,

d(n) =
(a(n + 1)− 1)γ(n) + (a(n) + 1)γ(n + 1)

2(γ(n)− γ(n + 1))γ(n + 1)
,

γ(n), a(n) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé n ∈ Z.
Ôóíêöèÿ λ1(z) íà êðèâîé Γ, èìåþùàÿ åäèíñòâåííûé ïîëþñ âòîðîãî

ïîðÿäêà â òî÷êå q, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ1 =
1

2z2
+

c1

4z
+

w

2z2
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bi(n), ei(n) è pi êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé ôóíêöèé
χ1, χ2 è λ1 â ðÿä â îêðåñòíîñòè q:

χ1(n, z) = b0(n) + b1(n)z + . . . ,

χ2(n, z) =
1
z

+ e0(n) + e1(n)z + . . . ,

λ1 =
1
z2

+
p1

z
+ p0 + . . . ,

p0 = − c2
1

16
+

c2

4
, p1 =

c1

2
.

Êîýôôèöèåíòû bi, ei, i = 0, 1 ÿâíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç γ(n), a(n)
(ñì. ôîðìóëû (2.5)�(2.8) â äèññåðòàöèè).
Ñëåäñòâèå 2.1 Îïåðàòîð L(λ1) èìååò ñëåäóþùèé âèä

L(λ1) = T 2 + u1(n)T + u0(n) + u−1(n)T−1 + u−2(n)T−2,

ãäå
u1(n) = p1 − e0(n)− e0(n + 1),
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u0(n) = p0 − b0(n)− b0(n + 1)− p1e0(n) + e2
0(n)− e1(n)− e1(n + 1),

u−1(n) = −b1(n) + b0(n)
(
−p1 − b1(n− 1)

b0(n− 1)
+ e0(n− 1) + e0(n)

)
,

u−2(n) = b0(n)b0(n− 1).

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2.2 Åñëè ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû a(n), γ(n) ïîëîæèòü
ðàâíûìè

a(n) = n + 1, γ(n) = n,

òî îïåðàòîðû èìåþò ïîëèíîìèàëüíûå ïî n êîýôôèöèåíòû. Ïðè ýòîì

L2 = T 2 + 2(n + 2)T −
(

n4

2
+ n3 − 1

2
(1− c2)n2 − 1

2
(8− c1 − c2)n

)
−

−1
2
(n3 + (c2 − 1)n + c1 − 2)(n2 + n− 1)T−1+

1
16

(n3+(c2−1)n+c1−2)(n3−3n2+(2+c2)n+c1−c2−2)(n+1)(n−2)T−2.

Îïåðàòîð òðåòüåãî ïîðÿäêà ìû íå ïðèâîäèì â òåîðåìå 2.2 èç-çà åãî
ãðîìîçäêîñòè. Óêàæåì ïðèìåð. Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ çàäàíà óðàâ-
íåíèåì

w2 = z4 + z2 + 1,

òîãäà

L2 = T 2 +2(n+2)T − 1
2

(
n4 + 2n3 − 7n− 5

)− 1
2

(
n3 − 2

) (
n2 + n− 1

)
T−1

+
1
16

(
n3 − 3n2 + 3n− 3

)
(n + 1) (n− 2)T−2,

L3 = T 3 +
(

3n +
15
2

)
T 2 − 3

4
(
n4 + 4n3 + 5n2 − 8n− 14

)
T

−3
4

(
2n5 + 7n4 + 10n3 + n2 − 12n− 5

)

+
3
16

(
n8 − 2n6 − 12n5 − 3n4 + 10n3 + 20n2 + 6n− 12

)
T−1

+
3
32

n
(
2n2 − n− 5

) (
n6 − 3n5 + 3n4 − 5n3 + 6n2 − 6n + 6

)
T−2−
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1
64

(n− 3)
(
n2 − 1

) (
n3 − 2

) (
n3 − 6n2 + 12n− 10

) (
n3 − 3n2 + 3n− 3

)
T−3.

Â ãëàâå 3 èçó÷àþòñÿ ìîäóëè Áåéêåðà�Àõèåçåðà íà ïåðåñå÷åíèè òýòà-
äèâèçîðîâ ñî ñäâèãàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xg ãëàâíî ïîëÿðèçîâàííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå

Xg = Cg/{Zg + ΩZg},
ãäå Ω � ñèììåòðè÷íàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé ìíèìîé ÷àñòüþ. ×åðåç Q îáîçíà÷èì íåîñîáûé òýòà-äèâèçîð, çàäàí-
íûé óðàâíåíèåì ϑ(z) = 0, ãäå ϑ(z) � òýòà-ôóíêöèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Yaj = {z ∈ Xg : ϑj(z − aj) = 0, aj ∈ Xg},

Y k = Ya1 ∩ · · · ∩ Yak
,

Qk = Y k ∩Q, k < g − 1.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Y j òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ Yaj+s è ñ Y, j +s ≤ k, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y j è Qj ÿâëÿþòñÿ ãëàä-
êèìè íåïðèâîäèìûìè è ïóñòü òàêæå íàáîð a1, . . . , ak íàõîäèòñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè (ò.å. ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îòêðûòîìó âñþäó ïëîòíîìó
ìíîæåñòâó â Xg × · · · ×Xg).

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 3.1 Ñóùåñòâóåò âëîæåíèå Lk êîëüöà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé
íà ìíîãîîáðàçèè Y k ñ ïîëþñîì íà Qk â êîëüöî g!× g!-ìàòðè÷íûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî g − k ïåðåìåííûì ñ àíàëèòè÷åñêèìè â
îêðåñòíîñòè 0 êîýôôèöèåíòàìè

Lk : Ak → Mat(g!, g − k).

Îáðàçîì âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîå êîëüöî ìàòðè÷íûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî (g − k)-ïåðåìåííûì.

Òåîðåìà 3.1 âûòåêàåò èç ñâîáîäíîñòè ìîäóëÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà íà
ìíîãîîáðàçèè Y k.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü îïåðàòîðû Lα, êîýô-
ôèöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò âðåìåí è óäîâëåòâîðÿþò ýâîëþöèîííûì
óðàâíåíèÿì

[∂tα − Lα, ∂tβ
− Lβ ] = 0,

ãäå Lα è Lβ � g!× g!-ìàòðè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî g−k
ïåðåìåííûì, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò tα è tβ , α è β ïðèíàä-
ëåæàò ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó èíäåêñîâ.
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Ãëàâà 4 ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ
ïðåäåëüíûé ñëó÷àé êîíñòðóêöèè Êðè÷åâåðà ïîñòðîåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ
îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, îòâå÷àþùèé ñèíãóëÿðíûì ñïåêòðàëü-
íûì êðèâûì. Â ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿð-
íîé è ïðèâîäèìîé, ïðè÷åì òàêîé ÷òî âñå åå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ðàöèîíàëüíûìè êîìïëåêñíûìè êðèâûìè, ïðîöåäó-
ðà ïîñòðîåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ñèëüíî óïðîùàåòñÿ è
ñâîäèòñÿ ê íåñëîæíûì âû÷èñëåíèÿì ñ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè. Ïðè
ýòîì ìû ïîêàçûâàåì êàê â ýòó ñõåìó âêëàäûâàþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå
ñèñòåìû êîîðäèíàò, òàêèå êàê ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, öè-
ëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû â Rn, ãäå n ≥ 3.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ìû ñòðîèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé WDVV, ïðèìå-
íÿÿ ñõåìó Êðè÷åâåðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ïðèâîäè-
ìûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ.

Ïóñòü Γ ïðèâîäèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ òàêàÿ, ÷òî âñå åå íåïðè-
âîäèìûå êîìïîíåíòû Γ1, . . . , Γs èçîìîðôíû CP 1 è âñå ñèíãóëÿðíîñòè íà
Γ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèé ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò.

Ðåãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàë Ω íà Γ çàäàåòñÿ ìåðîìîðôíûìè äèôôå-
ðåíöèàëàìè Ω1, . . . , Ωs íà êîìïîíåíòàõ òàêèìè, ÷òî êàæäûé òàêîé äèô-
ôåðåíöèàë ìîæåò èìåòü òîëüêî ïðîñòûå ïîëþñû è òîëüêî â òî÷êàõ ïåðå-
ñå÷åíèÿ êîìïîíåíò, ïðè÷åì ñóììà âû÷åòîâ â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
êîìïîíåíò ðàâíà íóëþ:

r∑

j=1

resPΩij = 0, P ∈ Γi1 ∩ · · · ∩ Γir .

Âîçüìåì òðè äèâèçîðà íà Γ:

P = P1 + · · ·+ Pn, D = γ1 + · · ·+ γga+l−1, R = R1 + · · ·+ Rl,

ãäå ga àðèôìåòè÷åñêèé ðîä Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k−1
i íåêîòîðûé ëîêàëü-

íûé ïàðàìåòð îêîëî Pi, i = 1, . . . , n. Ãîâîðÿò, ÷òî ψ(u1, . . . , un, z), z ∈ Γ
åñòü ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà, îòâå÷àþùàÿ äàííûì S = {P, D, R},
åñëè

1) ψ exp(−uiki) àíàëèòè÷íà îêîëî Pi, i = 1, . . . , n;
2) ψ ìåðîìîðôíà íà Γ\{∪Pi} ñ ïîëþñàìè â γj , j = 1, . . . , ga + l − 1;
3) ψ(u,Rk) = 1, k = 1, . . . , l.
Âîçüìåì äîïîëíèòåëüíûé äèâèçîð Q = Q1 + · · ·+ Qn íà Γ òàêîé, ÷òî
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Qi ∈ Γ \ {P ∪D ∪R}, i = 1, . . . , n, è ïîëîæèì

xj(u1, . . . , un) = ψ(u1, . . . , un, Qj), j = 1, . . . , n.

Äëÿ òàêèõ êðèâûõ ñ ïîìîùüþ ñõåìû Êðè÷åâåðà ïîëó÷àåì:

• Ïóñòü Γ äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ èíâîëþöèþ σ : Γ → Γ òàêóþ, ÷òî
1) σ èìååò â òî÷íîñòè 2m,m ≤ n íåïîäâèæíûõ òî÷åê P1, . . . , Pn ∈ P
è 2m− n òî÷åê èç Q;
2) σ(Q) = Q, ò.å. òî÷êè èç Q ëèáî íåïîäâèæíû, ëèáî ïåðåñòàâëÿ-
þòñÿ èíâîëþöèåé:

σ(Qk) = Qσ(k), k = 1, . . . , n;

3) σ(k−1
i ) = −k−1

i îêîëî Pi, i = 1, . . . , n;
4) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàë Ω íà Γ òàêîé, ÷òî åãî
äèâèçîð íóëåé è ïîëþñîâ èìååò âèä

(Ω)0 = D + σD + P, (Ω)∞ = R + σR + Q.

Òîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì íåêîòîðîãî ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåí-
öèàëà Ω0 ñ Γ0 = Γ/σ è ìû èìååì

∑

k,l

ηkl∂uixk∂uj xl = ε2
i h

2
i δij ,

ãäå
hi = lim

P→Pi

(
ψe−uiki

)
, ηkl = δk,σ(l)resQk

Ω0,

è
Ω0 =

1
2

(
ε2
i λi + O(λi)

)
dλi, λi = k−2

i , â Pi, i = 1, . . . , n.

Áîëåå òîãî, åñëè ñóùåñòâóåò àíòèãîëîìîðôíàÿ èíâîëþöèÿ

τ : Γ → Γ

òàêàÿ, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè σ íåïîäâèæíû ïðè τ è

τ∗(Ω) = Ω

òî êîýôôèöèåíòû Hi(u) âåùåñòâåííû äëÿ u1, . . . , un ∈ R è u1, . . . ,
un ÿâëÿþòñÿ n-îðòîãîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè â ïëîñêîì n-ïðîñ-
òðàíñòâå ñ ìåòðèêîé ηkldxkdxl.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 4.2 1) Ïóñòü êàæäàÿ êîìïîíåíòà Γi, i = 1, . . . , n ñîäåðæèò
ïàðó òî÷åê Pi = ∞, Qi = 0 è k−1

i = zi � ãëîáàëüíûé ïàðàìåòð íà
Γi. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ a ∈ Γi ∩ Γj

ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò èìååò îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû íà îáåèõ êîìïî-
íåíòàõ:

zi(a) = zj(a),

è èíâîëþöèÿ σ íà êàæäîé êîìïîíåíòå èìååò âèä

σ(zi) = −zi.

Òîãäà ìåòðèêà

ds2 = ηkldxkdxl =
∑

i

(
ε2
i h

2
i

) (
dui

)2
, hi = hi(u1, . . . , un), i = 1, . . . , n,

ïîñòðîåííàÿ ïî ýòèì ñïåêòðàëüíûì äàííûì, ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé Äàð-
áó�Åãîðîâà.

2) Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ ñâÿçíà è
ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà íîðìèðîâàíà â îäíîé òî÷êå r:

ψ(u, r) = 1, R = r ∈ Γ.

Òîãäà ôóíêöèè

cαβγ(x) =
n∑

i=1

H2
i

∂ui

∂xα

∂ui

∂xβ

∂ui

∂xγ
, Hi = εihi,

ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè

cαβγ(λx1, . . . , λxn) =
1
λ

cαβγ(x1, . . . , xn).

Ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â òåîðåìå 4.2, ðàñøèðÿþòñÿ äî ôðîáåíèóñîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ëåììû.
Ëåììà 4.3 Ïóñòü F (t1, . . . , tn) � ðåøåíèå óðàâíåíèé àññîöèàòèâíîñòè
ñ ïîñòîÿííîé ìåòðèêîé ηαβ. Òîãäà ôóíêöèÿ

F̃ (t0, t1, . . . , tn, tn+1) =
1
2

(
ηαβtαtβt0 +

(
t0

)2
tn+1

)
+ F (t1, . . . , tn)
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì àññîöèàòèâíîñòè (7) ñ ìåòðèêîé

η̃ =




0 0 1
0 η 0
1 0 0




è àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè e0, e1, . . . , en, en+1,
ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

ei · ej = ck
ijek, ck

ij = η̃kl ∂3F̃

∂tl∂ti∂tj
,

èìååò åäèíèöó e0:

eo · ek = ek äëÿ âñåõ k = 0, . . . , n + 1,

è íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò en+1:

e2
n+1 = 0.

Áîëåå òîãî, åñëè F êâàçèîäíîðîäíà è dα + dβ = c äëÿ âñåõ α, β òàêèõ,
÷òî ηαβ 6= 0, òîãäà F̃ òàêæå êâàçèîäíîðîäíà ñ d0 = dF−c, dn+1 = 2c−dF

è òåìè æå çíà÷åíèÿìè dα, α = 1, . . . , n, êàê è äëÿ F .
Â ãëàâå 4 ïðèâåäåíû ÿâíûå ïðèìåðû ðåøåíèé.
Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èçó÷åíèþ ìèíèìàëüíûõ è ãàìèëü-

òîíîâî ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Cn è CPn. Ýòà
ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ.

Ïóñòü M ⊂ Rn � k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå â ñèñòåìîé
óðàâíåíèé

e1ju
2
1 + · · ·+ enju

2
n = dj , j = 1, . . . , n− k, (9)

ãäå dj ∈ R, eij ∈ Z.
Òàê êàê dimM = k, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (9) ëèíåéíî

íåçàâèñèìû è öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû

ej = (ej1, . . . , ej(n−k)) ∈ Zn−k, j = 1, . . . , n

çàäàþò ðåøåòêó Λ â Rn−k ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ∗

äâîéñòâåííóþ ðåøåòêó ê Λ, ò.å.

Λ∗ = {λ∗ ∈ Rn−k|(λ∗, λ) ∈ Z, λ ∈ Λ}.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ñëåäóþùóþ ôàêòîð-ãðóïïó

Γ = Λ∗/2Λ∗.

Èìååò ìåñòî î÷åâèäíûé èçîìîðôèçì

Γ = Zn−k
2 .

×åðåç Tn−k îáîçíà÷èì (n− k)-ìåðíûé òîð

Tn−k = {(eπi(e1,y), . . . , eπi(en,y))} ⊂ Cn,

ãäå
y = (y1, . . . , yn−k) ∈ Rn−k,

(ej , y) = ej1y1 + · · ·+ ej(n−k)yn−k.

Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû Γ íà ìíîãîîáðàçèè M×Tn−k. Äëÿ γ ∈ Γ
ïîëîæèì

γ(u1, . . . , un, y) = (u1 cos π(e1, γ), . . . , un cosπ(en, γ), y + γ).

Îòìåòèì, ÷òî cosπ(ej , γ) = ±1. Ââåäåì îòîáðàæåíèå

ϕ : M × Tn−k → Cn,

ϕ(u1, . . . , un, y) = (u1e
πi(e1,y), . . . , uneπi(en,y)).

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì e âåêòîð

e = e1 + · · ·+ en.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íà Cn çàäàíà åâêëèäîâà ìåòðèêà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ
ôîðìà

ω = dx1 ∧ dy1 + · · ·+ dxn ∧ dyn.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïàðàãðàôà 1 ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 5.1 Ãðóïïà Γ äåéñòâóåò íà M×Tn−k ñâîáîäíî. Îòîáðàæåíèå
ϕ çàäàåò ïîãðóæåíèå

ψ1 : M1 = M × Tn−k/Γ → Cn.

Ïîãðóæåíèå ψ1 ÿâëÿåòñÿ H-ìèíèìàëüíûì ëàãðàíæåâûì. Åñëè e =
0, òî ψ1 � ìèíèìàëüíîå ëàãðàíæåâî ïîãðóæåíèå.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, ò.å. dj = 0 â óðàâ-
íåíèÿõ (9). Òîãäà ýòîìó êîíóñó îòâå÷àåò ïîãðóæåíèå ψ2 â êîìïëåêñíîå
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn−1 (n− 1)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M2, êî-
òîðîå ïîëó÷àåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ

(M − {0})× Tn−k/Γ

ïî äåéñòâèþ R∗

ψ2(u1, . . . , un, y) = (u1e
πi(e1,y) : · · · : uneπi(en,y)).

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íà CPn−1 çàäàíà ìåòðèêà Ôóáèíè�Øòóäè è â êà÷åñòâå
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû áåðåòñÿ êýëåðîâà ôîðìà Ω ýòîé ìåòðèêè.

Èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 5.2 Ïîãðóæåíèå ψ2 ÿâëÿåòñÿ H-ìèíèìàëüíûì ëàãðàíæåâûì
ïîãðóæåíèåì.

Åñëè e = 0, òî ψ2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ëàãðàíæåâûì ïîãðóæå-
íèåì.

Â ïàðàãðàôå 2 ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ãàìèëüòîíîâî ìè-
íèìàëüíûå ëàãðàíæåâû òîðû â CP 2 è ïîëó÷åíû èõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 3 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî èåðàðõèÿ Âåñåëîâà�Íîâèêîâà çà-
äàåò èíòåãðèðóåìûå äåôîðìàöèè ìèíèìàëüíûõ ëàãàðíæåâûõ òîðîâ â
CP 2.

Ïóñòü S5 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà â C3, H : S5 → CP 2 � ðàññëîåíèå
Õîïôà. Áóäåì çàäàâàòü êîíôîðìíîå ëàãðàíæåâî ïîãðóæåíèå

ϕ : Ω → CP 2

îáëàñòè Ω ⊂ R2 êàê êîìïîçèöèþ r : Ω → S5 è H.
Èìååò ìåñòî ëåììà

Ëåììà 5.6 Êîìïîíåíòû rj âåêòîð�ôóíêöèè r óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ Øðåäèíãåðà

Lrj = ∂2
xrj + ∂2

yrj + i(βx∂xrj + βy∂yrj) + 4evrj = 0,

ãäå 2ev(dx2 + dy2) � èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè ϕ(Ω), à
β(x, y) � ëàãðàíæåâ óãîë, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

eiβ = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3(σ),

z1, z2, z3 � êîîðäèíàòû â C3, x, y � êîîðäèíàòû â Ω, σ � ðåïåð îáðàçî-
âàííûé âåêòîðàìè r, rx

|rx| ,
ry

|ry| .

27



Ëåììà 5.6 ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Ëàãðàíæåâ òîð, çàäàííûé äâîÿêî ïåðèîäè÷åñêèì êîíôîðìíûì îòîá-

ðàæåíèåì
ϕ = H ◦ r : R2 → CP 2,

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîçîííûì, åñëè îòâå÷àþùèé åìó îïåðàòîð Øðåäèí-
ãåðà L ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîçîííûì
íà íóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè, ò.å. åñëè áëîõîâñêèå ôóíêöèè (ñîâìåñòíûå
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè L è îïåðàòîðîâ òðàíñëÿöèé � îïåðàòîðîâ ñäâèãà
íà ïåðèîäû) îïåðàòîðà L íà íóëåâîì óðîâíå ýíåðãèè ïàðàìåòðèçóþò-
ñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ Γ êîíå÷íîãî ðîäà. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
Γ íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ëàãðàíæåâà òîðà, à åå ðîä � ñïåêòðàëüíûì
ðîäîì òîðà.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå ϕ äâîÿêî ïåðèîäè÷åñêîå, òî êîìïîíåíòû âåêòîð-
ôóíêöèè r ÿâëÿþòñÿ áëîõîâñêèìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà L.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ïàðàãðàôà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
îòîáðàæåíèå

r : R2 → S5

çàäàåò êîíå÷íîçîííûé ìèíèìàëüíûé ëàãðàíæåâ òîð T ⊂ CP 2 ñïåòðàëü-
íîãî ðîäà g > 4. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 5.4 Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå r̃(t), t = (t′1, t

′′
1 , t′2, t

′′
2 . . . ), r̃(0) =

r, çàäàþùåå äåôîðìàöèè òîðà T â êëàññå ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ
òîðîâ â CP 2 . Îòîáðàæåíèå r̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

Lr̃ = ∂2
xr̃ + ∂2

y r̃ + 4eṽ r̃ = 0,

∂t′n r̃ = A′nr̃, ∂t′′n r̃ = A′′nr̃,

ãäå A′n, A′′n � îïåðàòîðû ïîðÿäêà (2n + 1) ïî ïåðåìåííûì (x, y). Ïîòåí-
öèàë Ṽ = 4eṽ, ṽ(0) = v, äåôîðìèðóåòñÿ ñîãëàñíî èåðàðõèè Âåñåëîâà�
Íîâèêîâà

∂L

∂t′n
= [L,A′n] + B′

nL,
∂L

∂t′′n
= [L,A′′n] + B′′

nL,

ãäå B′
n, B′′

n � îïåðàòîðû ïîðÿäêà (2n− 1) ïî ïåðåìåííûì (x, y). Äåôîð-
ìàöèè r̃(t) ñîõðàíÿþò ñïåêòð òîðà T è åãî êîíôîðìíûé òèï.

Òåîðåìà 5.4. îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî óðàâíåíèå Öèöåéêè, îïèñûâàþ-
ùåå ìèíèìàëüíûå ëàãðàíæåâû òîðû, ÿâëÿåòñÿ ðåäóêöèåé ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ Âåñåëîâà�Íîâèêîâà, à âûñøèå óðàâíåíèÿ èåðàðõèè Âåñåëîâà�
Íîâèêîâà çàäàþò ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Öèöåéêè. Ýòî îáñóæäàåòñÿ â
ðàçäåëå 5.3.2.
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Â ïàðàãðàôå 4 ìû óêàçûâàåì íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëü-
íûõ ëàãðàíæåâûõ ïîâåðõíîñòåé â CP 2 ñ äèàãîíàëüíîé èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêîé.

Åñëè íà ìèíèìàëüíîì ëàãðàíæåâîì (ML-)òîðå â CP 2 âûáðàòü èçî-
òåðìè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé ds2 = ev(x,y)(dx2+
dy2), òî ôóíêöèÿ v(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Öèöåéêè. Ýòî óðàâíå-
íèå äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì. Âñå
ML-òîðû îòâå÷àþò ãëàäêèì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Öè-
öåéêè (âñå òàêèå ðåøåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òýòà-ôóíêöèè ñïåêòðàëü-
íûõ êðèâûõ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû òåîðåìà 5.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðèìå-
ðû ML-òîðîâ â CP 2, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ,
ïðè÷åì â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòàõ èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà èìååò
äèàãîíàëüíûé âèä.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñòðîèì ML-îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè â CP 2 (ñ
èíäóöèðîâàííîé äèàãîíàëüíîé ìåòðèêîé) ïî ñïåêòðàëüíûì äàííûì, êî-
òîðûå ïðîùå ÷åì ñïåêòðàëüíûå äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Öèöåé-
êè. À èìåííî ìû ñòðîèì òàêîå îòîáðàæåíèå ïî âåùåñòâåííîé àëãåáðàè-
÷åñêîé êðèâîé, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ èíâîëþöèþ. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìû íå òðåáóåì ÷òîáû ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ áûëà òðèãîíàëüíîé (êàê
äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Öèöåéêè).

Îñíîâíîå îòëè÷èå íàøåãî ìåòîäà îò ìåòîäà ðàáîòû [26] çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Ìû íå ïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ëàêñà ñî ñïåêòðàëü-
íûì ïàðàìåòðîì. Âìåñòî ýòîãî ìû, ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè ãëàâû 4, â ÿâíîì
âèäå ñòðîèì îòîáðàæåíèå

ϕ : R2 → S5 ⊂ C3,

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

< ϕ, ϕx >=< ϕ,ϕy >=< ϕx, ϕy >= 0,

ãäå < ., . > � ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå â C3. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé
ϕ◦H äàåò ëàãðàíæåâî îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè â CP 2. Â òåîðåìå 5.10 ìû
óêàçûâàåì ñïåêòðàëüíûå äàííûå, îòâå÷àþùèå ML-îòîáðàæåíèÿì ïëîñ-
êîñòè â CP 2.

Â ïàðàãðàôå 5 ìû äàåì îïèñàíèå îäíîãî êëàññà ìèíèìàëüíûõ è ãà-
ìèëüòîíîâî ìèíèìàëüíûõ ëàãðàíæåâûõ òîðîâ â CP 3

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü È. À. Òàéìàíîâó çà ïîëåçíûå îáñóæ-
äåíèÿ.
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