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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû

Ïîëíûå ïëîñêèå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â òåð-
ìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè êàê ãåîäåçè÷åñêè ïîëíûå ëîðåíöå-
âû ìíîãîîáðàçèÿ ñ íóëåâûìè êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ
ýòîãî êëàññà ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå M = Mn/Γ, ãäå Mn � n-
ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Ìèíêîâñêîãî è Γ � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû Ïóàíêàðå Pn, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî ðàçðûâíî. Â
ýòîì ñëó÷àå Γ ∼= π1(M). Ôèêñèðóÿ íà÷àëî êîîðäèíàò o, ìîæíî îòîæäå-
ñòâèòü Mn ñ íàáîðîì (V, `), ãäå V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ` � ëîðåíöåâà ôîðìà ñèãíàòóðû (+,−, . . . ,−).

Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ìíîãîîáðàçèé ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè äâóõ äî-
âîëüíî õîðîøî èçó÷åííûõ îáëàñòåé ãåîìåòðèè: ïîëíûõ àôôèííûõ ìíî-
ãîîáðàçèé (ñì. îáçîðû Àáåëÿ1 è ×àðåòòè2) è ñòðóêòóð ïðè÷èííîñòè â
ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ; ãëàâíûì ñòèìóëîì ê èçó÷åíèþ ïîñëåäíèõ
ÿâëÿåòñÿ îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (ñì. êíèãè Áèìà3 è Ýëëèñà,
Õîêèíãà è Ýðëèõà 4). Ê èõ îáùåé ÷àñòè îòíîñÿòñÿ íåêîòîðûå ðàáîòû
õðîíîãåîìåòðè÷åñêîé øêîëû À.Ä. Àëåêñàíäðîâà (ññûëêè ìîæíî íàéòè â
ñòàòüå Ãóöà5), à òàêæå ñòàòüè Áàðáî6, Ôðèäà7, Ãè÷åâà è Ìîðîçîâà8.

Ïîëíûå àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ èçó÷àëèñü â 60-õ ãîäàõ â ñâÿçè ñ
âîïðîñîì Àóñëåíäåðà: âåðíî ëè, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîëíî-
ãî ïëîñêîãî êîìïàêòíîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ âèðòóàëüíî
ðàçðåøèìîé? Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ îñòàëñÿ áåç îòâåòà, íî ïðè íåêî-
òîðûõ óñëîâèÿõ íà ìíîãîîáðàçèÿ îòâåò ïîëîæèòåëüíûé. Åñëè M íåêîì-

1Abels H. Properly Discontinuous Groups of A�ne Transformations // A Survey, Geometriae Dedi-
cata, vol. 87, 2001, p. 309�333.

2Charette V., Drumm, T., Goldman, W. and Morill M. Complete Flat A�ne and Lorentzian Mani-
folds // Geometriae Dedicata, vol. 97, 2003, p. 187-198.

3Beem, J.K. and Ehrlich, P.E. Global Lorentzian geometry
Monographs and Textbooks in Pure and Applied Mathematics, 2nd ed., vol. 202, Marcel Dekker, New
York, 1996.

4Ellis G. and Hawking S. The large scale structure of space�time // Cambridge Monographs on
Mathematical Physics, No. 1, Cambridge University Press, London, New York, 1973.

5Guts A.K. Semigroups in foundations of geometry and axiomatic theory of space-time // in: Semi-
groups in Algebra, Geometry and Analysis, (editors K.-H. Hofmann, J.D. Lawson, E.B. Vinberg), Walter
de Gruyter, Berlin, New York, 1995, p. 56-76.

6Barbot T. Globally hyperbolic �at space�times // Journal of Geometry and Physics �53, 2005, p.
123�165.

7Fried D. Flat Spacetimes // J. Di�. Geom., vol. 26, 1987, p. 385-396.
8Gichev V.M. and Morozov O.S. On Flat Complete Causal Lorentzian Manifolds // Geometriae Ded-

icata, vol. 116, 2005, p. 37-59.
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ïàêòíî, òî π1(M) ìîæåò áûòü ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé. Ïðèìåð áûë ïî-
ñòðîåí Ìàðãóëèñîì9.

Â ñòàòüå Ãè÷åâà è Ìîðîçîâà áûëè îïèñàíû, ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íûõ
íàêðûòèé, ïîëíûå ïëîñêèå ñòðîãî ïðè÷èííûå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ.
Òî÷íåå, â ýòîé ðàáîòå áûëà äàíà êîíñòðóêöèÿ ãðóïïû Γ, ïîçâîëÿþùàÿ
ïîñòðîèòü ëþáîå òàêîå ìíîãîîáðàçèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî íàêðû-
òèÿ. Óñëîâèìñÿ äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ïîëíûå ïëîñêèå ñòðîãî ïðè÷èí-
íûå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ óíèïîòåíòíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè óíèïî-
òåíòíûìè. Â òîé æå ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå
ïëîñêîå ñòðîãî ïðè÷èííîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå, ñ òî÷íîñòüþ äî êî-
íå÷íûõ íàêðûòèé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíîå ðàñ-
ñëîåíèå íàä óíèïîòåíòíûì ìíîãîîáðàçèåì, ñëîé êîòîðîãî � åâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî (íåòðèâèàëüíîñòü âîçíèêàåò óæå íà óðîâíå àôôèííîé
ñòðóêòóðû). Ïîýòîìó èçó÷åíèå óíèïîòåíòíûõ ìíîãîîáðàçèé óêàçàííîãî
êëàññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åñòåñòâåííûé ñëåäóþùèé øàã.

Öåëü ðàáîòû

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â îïèñàíèè ïîëíûõ ïëîñêèõ ñòðîãî ïðè÷èííûõ óíè-
ïîòåíòíûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé, èõ íàêðûòèé è âëîæåíèé, à òàêæå
â èçó÷åíèè ïðè÷èííîé ñòðóêòóðû òàêèõ ìíîãîîáðàçèé. Êðîìå òîãî, èñ-
ñëåäóåòñÿ âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â âèäå
H/Γ, ãäå H � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ïóàíêàðå, äåéñòâóþùàÿ ïðîñòî òðàí-
çèòèâíî íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ñîñòîÿò â ñëå-
äóþùåì.

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíîå ïëîñêîå ñòðîãî ïðè÷èííîå ëîðåíöåâî ìíîãîîá-
ðàçèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå10
êîíñòðóêöèè (áåç èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íûõ íàêðûòèé) òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà åå ãðóïïà ãîëîíîìèè óíèïîòåíòíà.

9Margulis G. Free properly discontinuous groups of a�ne transformations // Dokl. Akad. Nauk SSSR,
vol. 272, 1983, p. 937-940.

10Gichev V.M. and Morozov O.S. On Flat Complete Causal Lorentzian Manifolds // Geometriae Ded-
icata, vol. 116, 2005, p. 37-59.
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2. Êàæäîìó òàêîìó ìíîãîîáðàçèþ ñîïîñòàâëåíû ñèãíàòóðà (÷åòûðå
íàòóðàëüíûõ ÷èñëà) è êðèâàÿ â êîíóñå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ
ìàòðèö (ïàðàáîëà, êîòîðàÿ ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â ëó÷ èëè òî÷êó).
Íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíà ÷àñòè÷íàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ìíîãîîá-
ðàçèé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè ïðè÷èííîé èçîìåòðèè).

3. Îïèñàíû âëîæåíèÿ è íàêðûòèÿ ìíîãîîáðàçèé ýòîãî êëàññà.

4. Èññëåäîâàíû ïðè÷èííûå ñòðóêòóðû â òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, òî÷íåå,
îïèñàíû ñóùåñòâåííûå ïðîøëîå è áóäóùåå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè.

5. Îõàðàêòåðèçîâàíû (â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ ìíîãîîáðàçèÿ) ïîëíûå
ïëîñêèå ñòðîãî ïðè÷èííûå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå
ðåàëèçàöèþ âèäà H/Γ, ãäå H � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ïóàíêàðå, äåé-
ñòâóþùàÿ ïðîñòî òðàíçèòèâíî íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, à Γ �
åå äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ãåîìåòðèè. Â ÷åòâ¼ðòîé
ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ëåâîñèììåòðè÷íûõ àëãåáð.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèõ õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðè-
ìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü:
� íà çàñåäàíèè êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÈÌÈÒ ÎìÃÓ
èì Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî;

� íà ñåìèíàðå îòäåëà àíàëèçà è ãåîìåòðèè ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäå-
ìèêà
Þ.Ã.Ðåøåòíÿêà, ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ ã. Íîâîñèáèðñê;

� íà ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè ÌÑÑ ÎÔÈÌ ÑÎ ÐÀÍ;

� íà 38-àÿ Ðåãèîíàëüíàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ïðîáëåìû òåîðå-
òè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Åêàòåðèíáóðã, ÓðÎ ÐÀÍ; 2007.
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� íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòèêà â ñîâðåìåííîì ìè-
ðå 17�23 ñåíòÿáðÿ 2007, Íîâîñèáèðñê.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 4 ðàáîòàõ, ñïè-
ñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 4-õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðà-
òóðû (32 íàèìåíîâàíèÿ). Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 115 ñòðà-
íèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè êðàòêî èçëîæåíû èñòîðèÿ âîïðîñà è ñîäåðæàíèå äèññåð-
òàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ ïî
ñòðîåíèþ ïîëíûõ ïëîñêèõ ñòðîãî ïðè÷èííûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ãåîìåòðèè òàêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â íåé ïðè-
âîäèòñÿ êîíñòðóêöèÿ, ïî êîòîðîé ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû âñå óíèïîòåíò-
íûå (ò.å. ñ óíèïîòåíòíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè) ïîëíûå ïëîñêèå ñòðîãî ïðè-
÷èííûå ëîðåíöåâû ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå äàåòñÿ ÷àñòè÷íàÿ èõ êëàññè-
ôèêàöèÿ. Êðîìå òîãî, îïèñûâàþòñÿ íàêðûòèÿ è âëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Ãåîìåòðèÿ
Ïîëíîå ïëîñêîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê

ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Mn/Γ, ãäå Mn � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâ-
ñêîãî, à Γ � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ïóàíêàðå Pn, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî è
ñîáñòâåííî ðàçðûâíî. Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà â óæå
óïîìÿíóòîé ðàáîòå Ãè÷åâà è Ìîðîçîâà.

Âûáîð íåêîòîðîé òî÷êè o ∈ Mn ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü Mn ñ âå-
ùåñòâåííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì V , íà êîòîðîì çàäàíà ëîðåíöåâà
ôîðìà ` ñèãíàòóðû (+,−, . . . ,−). Íåðàâåíñòâî `(v, v) ≥ 0 çàäàåò ïàðó
çàìêíóòûõ âûïóêëûõ êðóãëûõ êîíóñîâ â V . Ïóñòü C � îäèí èç íèõ.
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Ãðóïïà Γ äåéñòâóåò â V ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî ðàçðûâíî àôôèííûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ëèíåéíûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîõðàíÿþò ` è C. ×åðåç κ

îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè V → V/Γ.
Ïóñòü v0, v1 ∈ ∂C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ `(v0, v1) = 1. Ïîëîæèì

L = Rv0, W = L⊥, N = W ∩ v⊥1 ; (1)
l0(v) = `(v, v0).

Ïóñòü T � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî N . Ïóñòü Γ � ðåøåòêà â T è
a � `-ñèììåòðè÷íîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå:

a : T → N,

`(ax, y) = `(x, ay), x, y ∈ T. (2)

Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå λ(x) : V → V , ãäå x ∈ T , à òàêæå
àôôèííîå äåéñòâèå γ âåêòîðíîé ãðóïïû T â V ôîðìóëàìè

λ(x)v = v + l0(v)ax− (
`(v, ax) + 1

2 l0(v)`(ax, ax)
)
v0, (3)

τ(x) = x− 1
2 `(ax, x)v0, (4)

γx(v) = λ(x)v + τ(x). (5)

Ñëåäóþùåå óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû äåéñòâèå
T áûëî ñâîáîäíûì, à äåéñòâèå Γ � ñâîáîäíûì è ñîáñòâåííî ðàçðûâíûì:

ker(I + sa) = 0 äëÿ âñåõ s ∈ R, (6)

ãäå I � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Òåîðåìà 2.1. Ïëîñêîå ïîëíîå ñòðîãî ïðè÷èííîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå
äîïóñêàåò ðåàëèçàöèþ èç îñíîâíîé êîíñòðóêöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå ãðóïïà ãîëîíîìèè óíèïîòåíòíà.

Ëþáîå `-ñèììåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå T → N èìååò î÷åâèäíóþ ñòðóê-
òóðó: åñëè a óäîâëåòâîðÿåò `(ax, y) = `(x, ay) äëÿ âñåõ x, y ∈ T , òî ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

a = a′ + a′′, (7)

ãäå a′ : T → T � ñàìîñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå T , ñîîòâåòñòâóþùåå
ñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìå `(ax, y) îòíîñèòåëüíî îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé íà T ôîðìû `(x, x):

`(ax, y) = `(a′x, y) = `(x, a′y), x, y ∈ T,
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a′′ � ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

a′′ : T → T⊥ ∩N.

Ïîëîæèì R = a′′T .
Äëÿ ëþáûõ p ∈ M è x ∈ π1(M, p) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðåàëèçà-

öèÿ ïåòëè â âèäå îòðåçêà ïðÿìîé ëèíèè â M . Ïîëîæèì

qv(x) = −`(γx(v)− v, γx(v)− v). (8)

Ýòî ôóíêöèÿ íà ãðóïïå π1(M, p) = Γ. Ïîäñòàâëÿÿ (3) è (4) â (8), ïðÿìû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì:

qv(x) = qs(x) = −`((1 + sa)x, (1 + sa)x), (9)
ãäå s = l0(v).

Òàêèì îáðàçîì, {qv : v ∈ V } � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êâàäðà-
òè÷íûõ ôîðì íà T . Òàê êàê ` îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà T , òî âñå ôîð-
ìû qs ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû íà T áëàãîäàðÿ (6). Ýòî çàäàåò êðèâóþ
â êîíóñå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íà T , ïàðà-
ìåòðèçîâàííóþ s = l0(v). Ñîãëàñíî (8) è (9), ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò
â òî÷êó õ âëå÷åò ñäâèã ïàðàìåòðà:

s → s− s0, s0 = l0(õ). (10)

Çàìåíà v0, v1 íà tv0, v1/t (ñîîòâåòñòâåííî) ïðè ëþáîì t > 0 ïðèâîäèò ê
òåì æå ôîðìóëàì ñ tl0, a/t âìåñòî l0, a. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå

s → ts (11)

ïàðàìåòðà s. Åñëè t < 0, òî âðåìÿ îáðàùàåòñÿ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü êðèâóþ s → qs ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðàíÿþùåé îðèåíòàöèþ
àôôèííîé çàìåíû ïåðåìåííîé s.

Ôèêñèðóåì îòîæäåñòâëåíèå Γ̂ = Rm è Γ = Zm. Òî÷íåå, âûáåðåì ëè-
íåéíûé èçîìîðôèçì ι : Rm → T òàêîé, ÷òî ιZm = Γ. Ïóñòü 〈 , 〉 �
ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rm. Ñîãëàñíî (9), ôîðìà qs êâàä-
ðàòè÷íà ïî s. Çàïèñûâàÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îòâå÷àþùóþ åé ôîðìó
íà Rm, ïîëó÷àåì

qs(x) =
〈
(A + 2sB + s2C)z, z

〉
äëÿ âñåõ z ∈ Rm, (12)

ãäå x = ι z ∈ T
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è A,B, C � íåêîòîðûå ñèììåòðè÷åñêèå m-ìàòðèöû. Óñëîâèìñÿ çàïèñû-
âàòü óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû S íåðàâåíñòâîì
S > 0, ïðè÷åì S ≥ 0 áóäåò îçíà÷àòü íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü
S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pm ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà m.
Ýòî îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû GL(m,R), äåéñòâóþùåé â Pm ïî
ïðàâèëó

S → X>SX, X ∈ GL(m,R),

ãäå > îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Èíâîëþöèÿ S → S−1

îïðåäåëÿåò â Pm ñòðóêòóðó ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Óñëîâèå

Q(s) = A + 2sB + s2C > 0 äëÿ âñåõ s ∈ R (13)

íåîáõîäèìî (íî íå äîñòàòî÷íî) äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðè÷íûé êâàäðàòè÷-
íûé ïîëèíîì Q óäîâëåòâîðÿë (12). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî A > 0, C ≥ 0

(îòìåòèì, ÷òî B = C = 0, åñëè a = 0) Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïàðà êâàäðàòè÷-
íûõ ïàðàìåòðèçàöèé ïàðàáîëû ñâÿçàíà àôôèííîé çàìåíîé ïåðåìåííîé,
òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò � õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
êðèâóþ M .

Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé z ∈ Rm, çàäàííàÿ âåùåñòâåííîé m-
ìàòðèöåé X ∈ GL(m,R), èíäóöèðóåò åå ïåðåìåùåíèå â ñèììåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå Pm:

Q(s) → X>Q(s)X. (14)

Áóäåì íàçûâàòü Q(s) õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì M è îáîçíà÷àòü
÷åðåç QM , ñ÷èòàÿ åãî îïðåäåëåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé çàìåíû
ïåðåìåííîé s. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ M = V/Γ è M̃ = V/Γ̃

ïî÷òè èçîìåòðè÷íû, åñëè M/Γ̂ è M̃/̂̃Γ èçîìåòðè÷íû. Ïîëîæèì

n = dim M, m = dim T, r = dim R, (15)
k = dim ker a.

Íàáîð (n,m, r, k) áóäåì íàçûâàòü ñèãíàòóðîé M . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñèãíàòóðà íå çàâèñèò îò ðåàëèçàöèè M â ôîðìå (1)�(4). Î÷åâèäíî, ýòè
÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

m + r + 2 ≤ n,

r + k ≤ m.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíîå ïëîñêîå ñòðîãî ïðè÷èííîå
óíèïîòåíòíîå ìíîãîîáðàçèå, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðè÷èííîé èçîìåòðèè, îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîåé ñèãíàòóðîé è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïàðàáîëîé.
Òåîðåìà 2.2. Ìíîãîîáðàçèÿ M è M̃ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 2.2, ïðè÷èííî èçîìåòðè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñèã-
íàòóðû ñîâïàäàþò è

QM (s) = X>QM̃ (αs + β)X (16)

äëÿ íåêîòîðûõ X ∈ GL(m,Z), α > 0, β ∈ R.
Çàìåíà âêëþ÷åíèÿ X ∈ GL(m,Z) íà âêëþ÷åíèå X ∈ GL(m,R) äàåò

êðèòåðèé ïî÷òè ïðè÷èííîé èçîìåòðè÷íîñòè ìíîãîîáðàçèé ðàññìàòðèâà-
åìîãî êëàññà.

Ñëåäóþùèé ýòàï � îïèñàíèå êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ, êîòîðûå çàäà-
þò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïàðàáîëó íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïðîäå-
ëàíî çà äâà øàãà: ñíà÷àëà ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ñèãíàòóðû âèäà
(n,m, r, 0), à ïîòîì äàåòñÿ îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äëÿ ýòîé ñèã-
íàòóðû.
Ïðåäëîæåíèå 2.3.Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M èìååò ñèãíàòóðó (n,m, r, k).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k > 0. Òîãäà ìàòðèöó QM ìîæíî ïðåîáðàçîâàíè-
åì âèäà (14) ñäåëàòü áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ñ áëîêàìè ðàçìåðîâ k × k è
(m − k) × (m − k), ãäå k-áëîê íå çàâèñèò îò s, à (m − k)-áëîê ÿâëÿ-
åòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M̃ ñèãíàòóðû
(n − k, m − k, r, 0); ïðè ýòîì M ïî÷òè ïðè÷èííî èçîìåòðè÷íî ïðîèç-
âåäåíèþ M̃ è ïëîñêîãî k-òîðà. Êðîìå òîãî,

m− k = rank C. (17)

Òåîðåìà 2.4. Ïîëèíîì Q(s) èç (13) çàäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ êðè-
âóþ íåêîòîðîãî ïîëíîãî ïëîñêîãî ñòðîãî ïðè÷èííîãî ëîðåíöåâà ìíîãîîá-
ðàçèÿ M ñèãíàòóðû (n,m, r, 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
n ≥ m + r + 2, âûïîëíÿåòñÿ (13) è

C −BA−1B ≥ 0, (18)
r = rank(C −BA−1B). (19)

Åñëè m = r, òî (13) ìîæíî çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì A > 0.
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Â ñèëó òåîðåìû 2.2, ìíîãîîáðàçèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèãíàòó-
ðîé è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé. Ïîýòîìó ìû áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êðèâûå, à òî÷íåå, êâàäðàòè÷íûå ïîëèíîìû, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì (13), (18) è (19), ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4. Ìû îïè-
øåì êâàäðàòè÷íûå ïîëèíîìû ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ ìàòðèöàìè
èç GL(m,R), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïèñàíèþ ìíîãîîáðàçèé ðàññìàòðèâàå-
ìîãî êëàññà ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè ïðè÷èííîé èçîìåòðèè. Ýòî îïèñàíèå,
â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò íàéòè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ìíî-
ãîîáðàçèé ñ ôèêñèðîâàííîé ñèãíàòóðîé σ. Îáîçíà÷èì ïîñëåäíåå ÷åðåç
Mσ.
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü σ = (n,m, r, 0), n = m + r + 2, r > 0, ìàòðèöà B

èìååò âèä diag(b1, . . . , bm), ãäå 0 = b1 ≤ · · · ≤ bm = 1 (åñëè m = 1, òî
b1 = 0), à F íåîòðèöàòåëüíà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà ëþáîì ñîá-
ñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå B è rank F = r. Êàæäîé òàêîé ïàðå (F, B)

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïî÷òè ïðè÷èííîé èçî-
ìåòðèè) ìíîãîîáðàçèå M ñèãíàòóðû σ, èìåþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí

QM (s) = (B2 + F )s2 + 2sB + I. (20)

Íà ïëîòíîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà ïàð òàêèõ ìàòðèö
îäíîìó è òîìó æå ìíîãîîáðàçèþ îòâå÷àåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî (íå
áîëåå 2n) ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (20). Â ÷àñòíîñòè,

dimMσ = mr − r(r − 1)

2
+ m− 2. (21)
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Íàêðûòèÿ è âëîæåíèÿ
Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ìíîãîîáðàçèÿ èìååò åñòåñòâåííóþ

àôôèííóþ ñòðóêòóðó, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àôôèííûå íà-
êðûòèÿ è âëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè îïðåäåëåí êîíóñ
áóäóùåãî (è, òåì ñàìûì, åå áóäóùåå). Òðåáîâàíèå, ÷òîáû ïðè íàêðûòèÿõ
(âëîæåíèÿõ) áóäóùåå ñîõðàíÿëîñü, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîò-
ðåíèÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíûõ íàêðûòèé è âëîæåíèé. Èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 2.7. Ëþáîå ëîêàëüíî êîíôîðìíîå íàêðûòèå ν : M1 → M2

ïîëíûõ ïëîñêèõ ñòðîãî ïðè÷èííûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ëîêàëüíî
ãîìîòåòè÷íî.
Òåîðåìà 2.10. Ëþáîå êîíôîðìíîå âëîæåíèå ν : M1 → M2 ïîëíûõ ïëîñ-
êèõ ñòðîãî ïðè÷èííûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèé ãîìîòåòè÷íî.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ãîìîòåòè÷íîå íàêðûòèå (âëîæåíèå) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè èçîìåòðè÷íîãî íàêðûòèÿ (âëîæåíèÿ) è ãîìî-
òåòèè. Ïîýòîìó çàäà÷à îïèñàíèÿ àôôèííûõ ëîêàëüíî êîíôîðìíûõ íà-
êðûòèé (âëîæåíèé) ñâîäèòñÿ, ñ ïîìîùüþ òåîðåì 2.7 è 2.10, ê çàäà÷å îïè-
ñàíèÿ ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íûõ íàêðûòèé (âëîæåíèé).
Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü ν : M ′ → M � ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åñêîå íàêðû-
òèå ïîëíûõ ïëîñêèõ ëîðåíöåâûõ ñòðîãî ïðè÷èííûõ ìíîãîîáðàçèé. Åñëè
M = M(Γ) = V/Γ, òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà Γ′ ⊆ Γ òàêàÿ, ÷òî M ′

èçîìåòðè÷íî M(Γ′) = V/Γ′.
Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åñêîå êîíå÷íî-
ëèñòíîå íàêðûòèå M1 → M2, òî M1 è M2 ïî÷òè ïðè÷èííî èçîìåò-
ðè÷íû.
Òåîðåìà 2.11. Ïóñòü M = M(v0, v1, T, a, Γ, `) = V/Γ, à ν : M ′ → M

� ãîìîòåòè÷íîå âëîæåíèå â M ïîëíîãî ïëîñêîãî ñòðîãî ïðè÷èííîãî
ëîðåíöåâà ìíîãîîáðàçèÿ M ′. Òîãäà M ′ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî â âèäå

M ′ = M
(
v0,

1
cv1 + v′ − c

2`(v
′, v′)v0, T

′, 1
ca|T ′, Γ′, c`|V ′

)
= V ′/Γ′,

ãäå c � êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè, Γ′ � ïîäãðóïïà â Γ, T ′ � àëãåáðàè-
÷åñêîå çàìûêàíèå Γ′, v′ ∈ (T ′ + aT ′)⊥ è V ′ ïîäïðîñòðàíñòâî V òàêîå,
÷òî Rv0,R(1

cv1 + v′), T ′, aT ′ ⊂ V ′.
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Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ò.å. âûáîð ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóï-
ïû Γ′ ãðóïïû Γ è ïîäïðîñòðàíñòâà V ′, ñ ñîáëþäåíèåì âñåõ óñëîâèé òåî-
ðåìû, íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå V ′/Γ′ → V/Γ, áóäåò
âëîæåíèåì (íå âñåãäà åñòü âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ïðè÷èííûõ ñòðóêòóð íà ïîëíûõ
ïëîñêèõ ñòðîãî ïðè÷èííûõ ëîðåíöåâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Çàäàòü ïðè÷èí-
íóþ ñòðóêòóðó � çíà÷èò îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîé òî÷êè åå ïðîøëîå è
áóäóùåå.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâà

Pp = κ(v − C), Fp = κ(v + C), ãäå v ∈ κ−1(p),

áóäåì íàçûâàòü ïðîøëûì è áóäóùèì (ñîîòâåòñòâåííî) òî÷êè p ∈ M .
Î÷åâèäíî, Pp è Fp íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè v ∈ κ−1(p). Äèôôå-

ðåíöèàë κ ïðîåêòèðóåò íà ìíîãîîáðàçèå M ïîëå ïàðàëëåëüíûõ êîíóñîâ
â Mn:

Cp = dvκ(v + C) ⊂ TpM, v ∈ κ−1(p).

Ìû îïèøåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðè÷èííîé ñòðóêòóðû, â ÷àñòíîñòè,
äàäèì îòâåò íà âîïðîñ: êîãäà òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò çàìêíóòîå ïðî-
øëîå èëè áóäóùåå?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̂ àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ãðóïïû Γ. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 2.9, ãðóïïà Γ̂ èçîìîðôíà âåêòîðíîé ãðóïïå T . ×åðåç M̂

îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå V/T . Òåîðåìà 1.2 ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìíî-
ãîîáðàçèå M = V/Γ, V ∼= Rn è Γ ∼= π1(M) êàê ðàññëîåíèå íàä âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì M̂ ñî ñëîåì T/Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π åñòåñòâåííóþ ïðî-
åêöèþ π : V/Γ → V/T .
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâà, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè

F̂p = π(Fq), P̂p = π(Pq) ãäå π(q) = p,

áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííûì áóäóùèì (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîøëûì) òî÷-
êè p ∈ V/T .

Êàê ïðàâèëî, èç òåêñòà ÿñíî, ðàññìàòðèâàåì ëè ìû òîòàëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî
M = V/Γ èëè áàçó ðàññëîåíèÿ M̂ = V/T . Ïîýòîìó îáû÷íî ìû áóäåì
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îïóñêàòü êðûøêó â îáîçíà÷åíèÿõ ñóùåñòâåííûõ ïðîøëîãî èëè áóäóùå-
ãî.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M = M(v0, v1, T, a, Γ) èìååò ñèãíà-
òóðó (n,m, r, k). Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå V áàçèñ e0, . . . , en−1 òàê, ÷òî
v0 = e0, v1 = en−1 è ëîðåíöåâà ôîðìà ` èìååò âèä:

`(u, u) = 2u0un−1 −
n−2∑

i=1

u2
i ,

ãäå u = (u0, . . . , un−1). Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî T � ëèíåé-
íàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ e1, . . . , em è ÷òî R � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ
em+1, . . . , em+k. Êîíóñ áóäóùåãî â òî÷êå v ∈ V � îäèí èç äâóõ êîíóñîâ,
çàäàííûõ íåðàâåíñòâîì
`(v − u, v − u) ≥ 0. Ãèïåðïëîñêîñòü un−1 = vn−1 ðàçäåëÿåò äâà êîíóñà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíóñ áóäóùåãî C ðàâåí çàìûêàíèþ â V ìíîæåñòâà
{u ∈ V : `(u− v, u− v) ≥ 0, un−1 > vn−1}.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñó-
ùåñòâåííûõ áóäóùåãî è ïðîøëîãî.
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Òî÷êà p ∈ M(M̂) ïðèíàäëåæèò áóäóùåìó (ñóùå-
ñòâåííîìó áóäóùåìó) òî÷êè q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-
åò x ∈ Γ (ñîîòâåòñòâåííî, T ) òàêîå, ÷òî γx(v) ∈ u + C, ãäå κ(v) = p,
κ(u) = q (ñîîòâåòñòâåííî (π ◦ κ)(v) = p, (π ◦ κ)(u) = q).

Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâà â V :

Fu = κ−1(Fq), F̂u = (π ◦ κ)−1(F̂q).

Ïðåäëîæåíèå 3.1 ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü (ñóùåñòâåííîå) áóäóùåå íå â
ìíîãîîáðàçèè M (M̂), à â ïðîñòðàíñòâå V . Î÷åâèäíî, áóäóùåå (ñóùå-
ñòâåííîå áóäóùåå) òî÷êè u â ïðîñòðàíñòâå V � ýòî Γ-îðáèòà (ñîîòâåò-
ñòâåííî, T -îðáèòà) êîíóñà áóäóùåãî ñ âåðøèíîé â òî÷êå u ∈ V .

Ãðóïïà T ñîõðàíÿåò ãèïåðïëîñêîñòè

Ws = {v ∈ V : `0(v) = vn−1 = s}.

Òî÷êà v ïðèíàäëåæèò (ñóùåñòâåííîìó) áóäóùåìó òî÷êè u òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà v ∈ Fu ∩Wv3

. Ïîýòîìó îïèñàíèå (ñóùåñòâåííîãî) áóäóùåãî
òî÷êè u ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ïåðåñå÷åíèé Fu ∩Ws.
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Çàìå÷àíèå.Óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C > 0, B = 0 : õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ � ëó÷;

C = 0, B = 0 : õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ � òî÷êà.

Ñëó÷àé C = 0, B 6= 0 íåâîçìîæåí, òàê êàê QM (s) > 0 äëÿ âñåõ s ∈ R.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìíîãîîáðàçèÿ M íå
òî÷êà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ξM ≤ 0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê u, èç óñëî-
âèÿ l0(u) > ξM (l0(u) < 0) ñëåäóåò íåçàìêíóòîñòü áóäóùåãî (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðîøëîãî).

Äëÿ âñåõ òî÷åê u òàêèõ, ÷òî l0(u) ≥ 0 (l0(u) ≤ ξM ) ñóùåñòâåííîå
áóäóùåå (ñîîòâåòñòâåííî, ïðîøëîå) çàìêíóòî.

Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ êðèâàÿ íå âûðîæäåíà, òî ξM < 0; åñëè
îíà ëó÷, òî ξM = 0.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
êðèâàÿ ìîæåò áûòü ëèøü ëó÷îì èëè òî÷êîé (ïîñëåäíåå ñîîòâåòñòâóåò
ýëëèïòè÷åñêîìó ñëó÷àþ). Ïîýòîìó â íåýëëèïòè÷åñêîì ïîëíîì ïëîñêîì
ñòðîãî ïðè÷èííîì óíèïîòåíòíîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà ñóùåñòâóåò ãèïåð-
ïëîñêîñòü W0, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: òî÷êà èìååò
çàìêíóòûå ïðîøëîå è áóäóùåå.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äàåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ: êîãäà ïîëíîå ïëîñêîå
ñòðîãî ïðè÷èííîå ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî
â âèäå G/Γ, ãäå G � ïðîñòî òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Mn, à
Γ � åå äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà? Îòâåò äîâîëüíî ïðîñò: åñëè (n,m, r, k) �
ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèÿ M , òî ðåàëèçàöèÿ M â óêàçàííîì âèäå âîçìîæ-
íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = r+k. Âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:
êîãäà ãðóïïó Γ ìîæíî âëîæèòü â óíèïîòåíòíóþ ïðîñòî òðàíçèòèâíóþ
ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Mn? Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îïèñàíèå óíèïîòåíò-
íûõ ïðîñòî òðàíçèòèâíûõ äåéñòâèé íà ïðîñòðàíñòâå Mn.

Óíèïîòåíòíûå ïðîñòî òðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ìèíêîâñêîãî

Âñå ïðîñòî òðàíçèòèâíûå ãðóïïû Ëè àâòîìîðôèçìîâ M4 áûëè îïèñà-
íû â ðàáîòå Ôðèäà11.Ìû äàäèì îïèñàíèå ïðîñòî òðàíçèòèâíûõ äåéñòâèé

11Fried D. Flat Spacetimes // J. Di�. Geom., vol. 26, 1987, p. 385-396.
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íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè íà ïðîñòðàíñòâàõ Ìèíêîâñêîãî âñåõ ðàçìåðíî-
ñòåé12, ÷òî ïîçâîëèò îòâåòèòü íà ïîñëåäíèé âîïðîñ.

Ê èçó÷åíèþ ëîêàëüíî ïðîñòî òðàíçèòèâíûõ àôôèííûõ äåéñòâèé ïðè-
ñïîñîáëåí àïïàðàò ëåâîñèììåòðè÷íûõ àëãåáð.
Îïðåäåëåíèå 1.13. Àëãåáðà g íàçûâàåòñÿ ëåâîñèììåòðè÷íîé, åñëè äëÿ
âñåõ
x, y, z ∈ g âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(x, y, z) = (y, x, z), (22)

ãäå (x, y, z) îáîçíà÷àåò àññîöèàòîð ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ g:

(x, y, z) = (xy)z − x(yz).

Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîììóòàòîðà [x, y] = xy−yx âûïîëíÿþòñÿ àêñè-
îìû àëãåáðû Ëè, ò.å. g Ëè-äîïóñòèìà. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó àëãåáðó Ëè
òàê æå, êàê è ëåâîñèììåòðè÷íóþ àëãåáðó, ïðè íåîáõîäèìîñòè óòî÷íÿÿ,
î ÷åì èäåò ðå÷ü. Ëåâîñèììåòðè÷íûå àëãåáðû ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíî
ïðîñòî òðàíçèòèâíûì àôôèííûì äåéñòâèÿì ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè. Êàæäî-
ìó òàêîìó äåéñòâèþ îòâå÷àåò ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè
g àôôèííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè

Fx(y) = xy + x,

ãäå ïðîèçâåäåíèå â ïåðâîì ñëàãàåìîì áåðåòñÿ â ëåâîñèììåòðè÷íîé àëãåá-
ðå. Óñëîâèå (22) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñåìåéñòâî ïîëåé {Fx : x ∈ g} îá-
ðàçóåò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ñêîáêè Ëè (ïîýòîìó ïîñëåäíåå
ìîæíî ñ÷èòàòü åùå îäíèì îïðåäåëåíèåì ëåâîñèììåòðè÷íîé àëãåáðû).
Îðáèòà íóëÿ ïîä äåéñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû G (ò.å. îòâå÷àþ-
ùåé g ñâÿçíîé ïîäãðóïïû ãðóïïû Ëè Aff(g) àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
g), î÷åâèäíî, îòêðûòà â g, à ñòàáèëèçàòîð äèñêðåòåí. Ãåîäåçè÷åñêàÿ ïîë-
íîòà îðáèòû êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ èíäóöèðîâàííîé g àôôèííîé ñòðóêòó-
ðîé, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíà ãëîáàëüíîé òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.14. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëåâîñèììåòðè÷íàÿ àëãåáðà g

ïîëíà, åñëè ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà g.
12Ïîñëå òîãî, êàê ýòî îïèñàíèå áûëî ïîëó÷åíî, àâòîðó ñòàëî èçâåñòíî î ðàáîòå Guediri M. Com-

pact �at spacetimes // Di�erential Geometry and its Applications, vol. 21, Issue 3, 2004, p 283-295.,
â êîòîðîé äðóãèìè ìåòîäàìè áûëè ïîëó÷åíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 4.2 è, â
äðóãèõ òåðìèíàõ, ïðåäëîæåíèå 4.2.
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Òàê êàê g îäíîñâÿçíà, òî â ýòîì ñëó÷àå G îäíîñâÿçíà è ñòàáèëèçà-
òîð òðèâèàëåí, ò.å. äåéñòâèå ñâîáîäíî. Óñëîâèå èçîìåòðè÷íîñòè äåéñòâèÿ
îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû ` äàåò äîïîëíèòåëüíîå
îãðàíè÷åíèå: îïåðàòîðû ëåâîãî óìíîæåíèÿ äîëæíû áûòü `-êîñîñèììå-
òðè÷íûìè.
Îïðåäåëåíèå 1.15. Áóäåì íàçûâàòü `-àëãåáðîé ëåâîñèììåòðè÷íóþ àë-
ãåáðó, â êîòîðîé âñå îïåðàòîðû ëåâîãî óìíîæåíèÿ êîñîñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî `.
Îïðåäåëåíèå 1.16. Áóäåì íàçûâàòü ëåâîñèììåòðè÷íóþ àëãåáðó g íèëü-
ïîòåíòíîé, åñëè â g åñòü áàçèñ, â êîòîðîì âñå îïåðàòîðû L(x), x ∈ g,
ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíû; óñëîâèìñÿ íàçûâàòü g àáåëåâîé, åñëè L = 0.

Ëåâîñèììåòðè÷íûå íèëüïîòåíòíûå `-àëãåáðû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ óíèïîòåíòíûìè ïðîñòî òðàíçèòèâíûìè äåé-
ñòâèÿìè íà ïðîñòðàíñòâàõ Ìèíêîâñêîãî.

Ïóñòü g � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì çàäàíà
ëîðåíöåâà ôîðìà ` ñèãíàòóðû (+,−, . . . ,−).

1. Ôèêñèðóåì èçîòðîïíûé âåêòîð v0 ∈ g è âåêòîð v1 ∈ g òàêèå, ÷òî
`(v0, v1) = 1. Îáîçíà÷èì

h = (Rv0 ⊕ Rv1)
⊥, λ(x) = `(v0, x).

Èç âûáîðà v0 è v1 ñëåäóåò, ÷òî ` îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà h.

2. Âûáåðåì ëþáîé âåêòîð v2 ∈ h è ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð
ρ̃ : h → h òàêîé, ÷òî ρ̃2 = 0. Ïóñòü π � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà h

â g (îí îïðåäåëåí êîððåêòíî, òàê êàê ` íåâûðîæäåíà íà Rv0⊕Rv1).
Îïðåäåëèì îïåðàòîð ρ : g → h òàê:

ρx = ρ̃πx + λ(x)v2.

3. Çàäàäèì óìíîæåíèå â g ôîðìóëîé: xy = λ(y)ρx− `(ρx, y)v0.

Òåîðåìà 4.1. Âñå àëãåáðû, çàäàííûå ïðèâåäåííîé âûøå êîíñòðóêöèåé,
ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè íèëüïîòåíòíûìè ëåâîñèììåòðè÷íûìè `-àëãåáðàìè.
Ëþáàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ëåâîñèììåòðè÷íàÿ `-àëãåáðà ïîëíà è ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè.

15



Ïîëíûå ïëîñêèå ñòðîãî ïðè÷èííûå óíèïîòåíòíûå ëîðåíöåâû
ìíîãîîáðàçèÿ âèäà G/Γ

Ïóñòü M = V/Γ � ïîëíîå ïëîñêîå ñòðîãî ïðè÷èííîå ëîðåíöåâî ìíî-
ãîîáðàçèå. Ãðóïïà Γ óíèïîòåíòíà. Âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè M â âèäå
G/Γ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î âëîæèìîñòè Γ â êàêóþ-
íèáóäü ïðîñòî òðàíçèòèâíî è àôôèííî äåéñòâóþùóþ íà V ãðóïïó G �
ïîäãðóïïó ãðóïïû Ïàóíêàðå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G � óíèïîòåíòíàÿ àë-
ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòàÿ ãðóïïà. Îïèñàíèå ïîëíûõ íèëüïîòåíòíûõ ëåâî-
ñèììåòðè÷íûõ `-àëãåáð (òåîðåìà 4.1) ïîçâîëÿåò íàéòè âñå óíèïîòåíòíûå
ïðîñòî òðàíçèòèâíûå íà ïðîñòðàíñòâàõ Ìèíêîâñêîãî ãðóïïû Ëè G; çíàÿ
èõ, ìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âëîæåíèÿ Γ â êàêóþ-íèáóäü
ïðîñòî òðàíçèòèâíóþ ãðóïïû Ëè.
Òåîðåìà 4.4. Ïîëíîå ïëîñêîå ñòðîãî ïðè÷èííîå óíèïîòåíòíîå ëîðåí-
öåâî ìíîãîîáðàçèå M ñèãíàòóðû (n,m, r, k), ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî
â âèäå G/Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m = r + k.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ãè÷åâó Âèêòîðó Ìàò-
âååâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, à òàêæå ïîñòîÿííûå èíòåðåñ è âíèìàíèå ê
ðàáîòå.
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