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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÀêòóàëüíîñòü òåìû.Îäíîé èç âàæíûõ è èíòåðåñíûõ ïðîáëåì ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ÿâ-ëÿåòñÿ çàäà÷à î ñâÿçè ñâîéñòâ êðèâèçíû è òîïîëîãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ñòàâøèé êëàññè÷åñêèì âîïðîñ î òîïîëîãèè ðè-ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, êàê ïî-êàçûâàåò îïûò, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì; ãîðàçäî áîëåå ñëàáîå ñâîé-ñòâî ïîëîæèòåëüíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíû ïðàêòè÷åñêè íå äîñòàâëÿåòãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Ïðîìåæóòî÷íûé âîïðîñ î ìíîãîîáðàçèÿõïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýòîì ñâåòå âåñüìàïðàâèëüíî ïîñòàâëåííûì: ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ñâîéñòâî çíà÷èòåëüíîñëàáåå ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè ñåêöèîííîé êðèâèçíû, è èçâåñòíû ñå-ðèè ïðèìåðîâ; ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðèìåðîâ íå òàê óæ ìíîãî è çàäà÷àïðåäñòàâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé.Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû�è÷÷è ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíî îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñ êîíå÷íîé �óí-äàìåíòàëüíîé ãðóïïîé è èõ ðèìàíîâû ïðîèçâåäåíèÿ, íàïðèìåð Sn, CPn,
Sn × Sm.Áîëåå ñëîæíûå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû âïåðâûå áûëè ñêîíñòðóèðîâà-íû Äæ. Øà è Ä. ßíãîì [10℄ â 1991 ã. Îíè ïîñòðîèëè ìåòðèêó ïîëîæè-òåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è íà ñâÿçíûõ ñóììàõ ëþáîãî ÷èñëà Sn×Sm ïðè�èêñèðîâàííûõ n,m:

# k Sn × Sm ∀k ≥ 1 ∀n,m ≥ 2.Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçàë íåîãðàíè÷åííîñòü ÷èñåë Áåòòè ìíîãîîáðàçèéïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è ïðè �èêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè (÷òîíàõîäèòñÿ â êîíòðàñòå ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé).Ïîäõîä Äæ. Øà è Ä. ßíãà îêàçàëñÿ ïðîäóêòèâíûì. Ä. �åéò [12℄ â2007 ã. îáîáùèë èõ ðåçóëüòàò äëÿ ñâÿçíûõ ñóìì ïðîèçâîëüíûõ Sni×Smi :
#k

i=1 S
ni × Smi ∀k ≥ 1 ∀ni,mi ≥ 2, ni +mi = const.Â îñíîâå îáåèõ ðàáîò ëåæèò ìåòîä õèðóðãèè ñ ñîõðàíåíèåì ïîëîæèòåëü-íîñòè êðèâèçíû �è÷÷è.Íà ñâÿçíûõ ñóììàõ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ:

CPn#± CPnèçâåñòíà ìåòðèêà ×èãåðà [4℄ íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû,äëÿ êîòîðîé, êàê î÷åâèäíî, êðèâèçíà �è÷÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.1



Ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è íà ñâÿçíûõ ñóììàõ ïðîèç-âîëüíîãî ÷èñëà êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ èçâåñòíû ëèøüâ ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Äæ. Øà è Ä. ßíã [11℄ â 1993 ã. ïîêàçàëè, ÷òîñâÿçíûå ñóììû CP 2 è CP
2:

kCP 2# lCP
2

∀k, l ≥ 0îáëàäàþò ìåòðèêàìè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è. ×óòü ïîçæå, â1997 ã. �. Ïåðåëüìàí [9℄ ÷àñòè÷íî ïîâòîðèë ýòîò ðåçóëüòàò, ïîñòðîèâìåòðèêè íà ñâÿçíîé ñóììå îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûõ ïðîåêòèâíûõïðîñòðàíñòâ:
# kCP 2 ∀k ≥ 1.Âñå âûøåóïîìÿíóòûå ïðèìåðû â ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè 2n äîïóñêàþòäåéñòâèå êîìïàêòíîãî òîðà T n = S1 × . . . × S1. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíè-êàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìåòðèê ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷èâ áîëåå îáùèõ êëàññàõ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì T n.Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå óäåëÿåòñÿ â êâàçèòîðè÷åñêèì è ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿì. Ýòè äâà êëàññà ìíîãîîáðàçèé âïåðâûå áûëè ââå-äåíû Ì. Äýâèñîì è Ò. ßíóøêèåâè÷åì â [5℄ â 1991 ã. Èõ òîïîëîãèÿ òåñíîñâÿçàíà ñ êîìáèíàòîðèêîé âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Äî ñèõ ïîð îíèèçó÷àëèñü â îñíîâíîì ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â ýòîìñâåòå èçó÷åíèå ñâîéñòâ êðèâèçíû êâàçèòîðè÷åñêèõ è ìîìåíò-óãîë ìíî-ãîîáðàçèé ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà èíòåðåñíûì.Öåëü ðàáîòû.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè íîâûõ ïðèìåðîâ ðè-ìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è. À èìåííî, âîñíîâíóþ çàäà÷ó ðàáîòû âõîäèò ïîèñê ðèìàíîâûõ ìåòðèê ïîëîæèòåëü-íîé êðèâèçíû �è÷÷è íà íåêîòîðûõ êâàçèòîðè÷åñêèõ è ìîìåíò-óãîë ìíî-ãîîáðàçèÿõ.Îáúåêò èññëåäîâàíèé.Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ êâàçèòî-ðè÷åñêèå è ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ, ñíàáæåííûå ðèìàíîâûìè ìåòðè-êàìè. Òîïîëîãèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ òåñíî ñâÿçàíà ñ êîìáèíàòîðèêîé âû-ïóêëûõ ïîëèýäðîâ. Îáà êëàññà ìíîãîîáðàçèé äîïóñêàþò äåéñòâèå êîì-ïàêòíîãî òîðà T n, �àêòîðïðîñòðàíñòâî ïî êîòîðîìó ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûììíîãîãðàííèêîì. 2



Ìåòîäû èññëåäîâàíèé.Ïîëó÷åíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû äè��åðåí-öèàëüíîé è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ðèìàíîâûõñóáìåðñèé, òåîðèè ðàçäóòèé îðáè�îëäíûõ îñîáåííîñòåé è òåîðèè òîðè-÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.Íàó÷íàÿ íîâèçíà.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-þùåì:1. Íà êàæäîì îäíîñâÿçíîì ÷åòûðåõìåðíîì T 2-ìíîãîîáðàçèè ïîñòðî-åíà ðèìàíîâà ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è, îòíîñè-òåëüíî êîòîðîé òîð T 2 äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè.2. Ïîñòðîåíû ðèìàíîâû ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è íàíåêîòîðûõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿõ, îòâå÷àþùèõ ìíîãîãðàí-íèêàì, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç òð¼õìåðíîãî êóáà ñðåçàíèåì íåïå-ðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ âåðøèí è ð¼áåð. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíïðèìåð íå�îðìàëüíîãî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëü-íîé êðèâèçíû �è÷÷è.Îòìåòèì, ÷òî îäíîñâÿçíûå ÷åòûðåõìåðíûå T 2-ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷íîñòèÿâëÿþòñÿ ÷åòûðåõìåðíûìè êâàçèòî÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè ïî äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è èíòå-ðåñíû ñïåöèàëèñòàì, çàíèìàþùèìñÿ ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé �è÷÷è,êâàçèòîðè÷åñêèìè è ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿìè.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ è ðîñ-ñèéñêèõ êîí�åðåíöèÿõ:
• ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû àíàëèçà è ãåîìåòðèè¿ (Èíñòèòóò ìàòå-ìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ, ñåíòÿáðü 2009),
• ¾Òîïîíîãîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë.ÑîáîëåâàÑÎ �ÀÍ, ìàðò 2010). 3



Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ:
• ¾�åîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà¿ ïîä ðóêîâîä-ñòâîì Ñ. Ï. Íîâèêîâà, Â. Ì. Áóõøòàáåðà (Ìîñêîâñêèé ãîñóäàð-ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà),
• ¾�åîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì È. À.Òàéìàíîâà (Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ),
• ¾�èìàíîâà ãåîìåòðèÿ¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì È. À. Òàéìàíîâà, ß. Â.Áàçàéêèíà (Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ),
• ¾Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì À. Å. Ìèðîíîâà (Èí-ñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ �ÀÍ).Ïóáëèêàöèè.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â òð¼õ ðàáîòàõ àâòîðà [13, 14, 15℄,êîòîðûå ïðèâåäåíû â êîíöå àâòîðå�åðàòà.Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,âêëþ÷àþùåãî 25 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò59 ñòðàíèö. Ê�ÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è äà¼òñÿ êðàòêèéîáçîð èññëåäîâàíèé ïî òåìå äèññåðòàöèè.Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå âäàëüíåéøåì. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèì è ìî-ìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿì, èõ âçàèìîñâÿçè è áàçîâûì �àêòàì î ãåî-ìåòðèè ïðîñòðàíñòâ. Êðîìå òîãî, ââîäÿòñÿ êâàçèòîðè÷åñêèå îðáè�îë-äû êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â êà÷åñòâååñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ äëÿ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Â êîíöåãëàâû ïðèâåäåíû íåêîòîðûå �àêòû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è ýëåìåíòûòåîðèè ðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé, â ÷àñòíîñòè ïðèâåäåíû �îðìóëû Î'Íèëàäëÿ êðèâèçíû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì êàê èíñòðóìåíòïðè ïîñòðîåíèè ìåòðèê ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è.4



Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå êâàçèòîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ ýòîãî íàìïîòðåáóåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé.Ïðåäñòàâëåíèå òîðà T n äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè èç U(n) ìû áó-äåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåì íà Cn. Ïðîñòðàíñòâîì îðáèò ñòàí-äàðòíîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé êîíóñ Rn
+. Êàíîíè÷åñêàÿïðîåêöèÿ

R
n
+ × T n → C

n : (x1, . . . , xn)× (t1, . . . , tn) 7→ (x1t1, . . . , xntn)îòîæäåñòâëÿåò Cn ñ �àêòîðïðîñòðàíñòâîì (Rn
+ × T n)/∼. Ýòî �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî ñëóæèò ¾ëîêàëüíîé ìîäåëüþ¿ äëÿ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíî-ãîîáðàçèé.Ìíîãîîáðàçèå M ðàçìåðíîñòè 2n ñ çàäàííûì äåéñòâèåì n-ìåðíîãîòîðà áóäåì íàçûâàòü T n-ìíîãîîáðàçèåì. Êàðòó U äëÿ T n-ìíîãîîáðàçèÿ,èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ òîðà, áóäåì ñ÷èòàòü ñòàíäàðò-íîé, åñëè U ýêâèâàðèàòíî ãîìåîìîð�íî C

n ñî ñòàíäàðòíûì äåéñòâèåìòîðà. Ñêàæåì, ÷òî äåéñòâèå òîðà T n íà M ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñòàí-äàðòíûì, åñëè M äîïóñêàåò àòëàñ èç ñòàíäàðòíûõ êàðò.Ìíîãîîáðàçèåì ñ óãëàìè íàçîâ¼ì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êî-òîðîå ëîêàëüíî ìîäåëèðóåòñÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â ïîëîæè-òåëüíîì êîíóñå Rn
+. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè ìíîãîîáðàçèé ñ óãëàìèÿâëÿþòñÿ ïðîñòûå ìíîãîãðàííèêè. Ïðîñòûì ìíîãîãðàííèêîì ÿâëÿåò-ñÿ âûïóêëûé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé çàäà¼òñÿ â Rn ñèñòåìîéíåðàâåíñòâ

n∑

j=1

aijxj + bi ≥ 0, i = 1, . . . ,m¾îáùåãî ïîëîæåíèÿ¿. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå ïåðå-ñåêàåòñÿ ðîâíî n ãèïåðãðàíåé.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n. Êâà-çèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íàä P íàçûâàåòñÿ 2n-ìåðíîå T n-ìíîãîî-áðàçèå M , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:à) äåéñòâèå òîðà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíûì;á) ïðîñòðàíñòâî îðáèò äè��åîìîð�íî, êàê ìíîãîîáðàçèå ñ óãëàìè,ìíîãîãðàííèêó �.Òåïåðü ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèé. Îáîçíà÷èìêàê è ðàíüøå ÷åðåç P ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n. F1, . . . , Fm5



� åãî ãèïåðãðàíè. Äëÿ q ∈ P îáîçíà÷èì ÷åðåç G(q) íàèìåíüøóþ (ïîâêëþ÷åíèþ) ãðàíü, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ òî÷êà q. �àññìîòðèì P ×Tm,ãäå Tm � ñòàíäàðòíûé m-ìåðíûé òîð, â êîòîðîì íóìåðàöèÿ êîîðäèíàòñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè ãðàíåé P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç TFi îêðóæíîñòü
S1 ⊂ Tm, îòâå÷àþùóþ i-îé ãðàíè. Òåïåðü äëÿ ëþáîé ãðàíè G ìíîãî-ãðàííèêà P ïîëîæèì

TG =
∏

G⊂Fi

TFi ⊂ Tm.Îïðåäåëåíèå. �àññìîòðèì �àêòîðïðîñòðàíñòâî
ZP = (P × Tm)/ ∼,ãäå (p, t1) ∼ (q, t2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = q è t1t

−1
2 ∈ TG(q).Íà ZP ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òàêóþ, ÷òî åñòå-ñòâåííîå äåéñòâèå Tm áóäåò ãëàäêèì [2, 3℄. Ìíîãîîáðàçèå ZP (ñ íåêîòî-ðîé Tm-èíâàðèàíòíîé ãëàäêîñòüþ) áóäåì íàçûâàòü ìîìåíò-óãîë ìíî-ãîîáðàçèåì äëÿ ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P .Ñâÿçü ìåæäó êâàçèòîðè÷åñêèìè è ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿìè ïðî-ÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì óíèâåðñàëüíîì ñâîéñòâå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðà-çèé, êîòîðîå äîêàçàíî â [5℄.Ïóñòü P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê ðàçìåðíîñòè n ñ m ãèïåðãðàíÿ-ìè. Åñëè ðàññìîòðåòü íåêîòîðûé òîð Tm−n ⊂ Tm, äåéñòâèå êîòîðîãîñâîáîäíî íà ZP , òî M = ZP /T

m−n áóäåò ÿâëÿòüñÿ êâàçèòîðè÷åñêèììíîãîîáðàçèåì. È íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî êâàçèòîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-çèÿ M íàä P ñóùåñòâóåò òîð Tm−n ⊂ Tm, ñâîáîäíî äåéñòâóþùèé íà
ZP òàêèì îáðàçîì, ÷òî T n-ìíîãîîáðàçèå ZP /T

m−n ñëàáî ýêâèâàðèàíò-íî ãîìåîìîð�íî M . Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ãëàâíîå Tm−n-ðàññëîåíèå
π : ZP → M.Ïðèâåä¼ííîå óòâåðæäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ðàáîòå ïðè ïîñòðî-åíèè ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà êâàçèòîðè÷åñêèõ è ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðà-çèÿõ.Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ T 2-èíâàðèàíòíûõ ìåòðèê ïî-ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è íà ÷åòûð¼õìåðíûõ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíî-ãîîáðàçèÿõ, êîòîðûå â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûð¼õìåðíûìè îäíîñâÿç-íûìè T 2-ìíîãîîáðàçèÿìè ñ ý��åêòèâíûì äåéñòâèåì äâóìåðíîãî òîðà.6



Åù¼ â 1970 ã. Ï. Îðëèê è Ô. �àéìîíä [8℄ ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîå îä-íîñâÿçíîå T 2-ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîð�íî ñâÿçíîé ñóììå êîíå÷íîãî ÷èñ-ëà ýêçåìïëÿðîâ S2 × S2, CP 2 è CP
2. Ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ Äæ. Øàè Ä. ßíãà [10, 11℄ ëþáàÿ òàêàÿ ñóììà îáëàäàåò ðèìàíîâîé ìåòðèêîéïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è. Íî êîíñòðóêöèÿ â [10℄ íå ïîçâîëÿåòñòðîèòü T 2-èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè. Êðîìå òîãî, äî ñèõ ïîð îñòàâàë-ñÿ íå èññëåäîâàííûì âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè ðèìàíîâà ìåòðèêàïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è â êàæäîì T 2-ýêâèâàðèàíòíîì êëàññåîäíîñâÿçíûõ ÷åòûðåõìåðíûõ T 2-ìíîãîîáðàçèé.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà. Íà êàæäîì îäíîñâÿçíîì ÷åòûðåõìåðíîì T 2-ìíîãîîáðàçèèñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è, îò-íîñèòåëüíî êîòîðîé òîð T 2 äåéñòâóåò èçîìåòðèÿìè.Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû êàæäîå ÷åòûð¼õìåðíîå êâàçèòîðè÷åñêîåìíîãîîáðàçèå M íàä äâóìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì P ñ m ñòîðîíàìè ìî-äåëèðóåòñÿ êàê �àêòîðïðîñòðàíñòâî ZP /T

m−2 ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðà-çèÿ ZP ïî ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ òîðà Tm−2 ⊂ T n. Ëþáàÿ T n-èíâàðèàíòíàÿìåòðèêà íà ZP ïðè �àêòîðèçàöèè ïî Tm−2 èíäóöèðóåò T 2-èíâàðèàíòíóþìåòðèêó íà M . Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ π : ZP → M .Âûáîð ïîäõîäÿùåé ìåòðèêè íà ZP è ïðèìåíåíèå �îðìóë Î'Íèëà äëÿêðèâèçíû �è÷÷è [1, 7℄ äà¼ò èñêîìóþ ìåòðèêó íà M .Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû î ìåòðèêàõ ïîëîæèòåëüíîé êðè-âèçíû �è÷÷è íà ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿõ. Èíòåðåñ ê ïîñëåäíèì âîç-íèêàåò íå ñëó÷àéíî. Íàïðèìåð, ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ZP íàä ëþ-áûì äâóìåðíûì ìíîãîóãîëüíèêîì P îáëàäàåò ìåòðèêîé ïîëîæèòåëüíîéêðèâèçíû �è÷÷è. Äåéñòâèòåëüíî, Ô. Áîçèî è Ë. Ìååðññåìàí [3℄ ïîñ÷è-òàëè, ÷òî ZP ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé òèïà #k
i=1S

ni ×Smi, äëÿ êîòîðîéèç ðåçóëüòàòîâ Ä. �åéòà [12℄ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìåòðèêè ïîëîæè-òåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è. Â ãëàâå 3 ñòðîèòñÿ ñåðèÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðè-ìåðîâ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç òð¼õìåðíîãî êóáà.Ïîëîæèì çà Q = [0, 1]3 òð¼õìåðíûé êóá. �àññìîòðèì âñåâîçìîæ-íûå íàáîðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ âåðøèí è ð¼áåð. Ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-ìåòðèé êóáà èõ ñóùåñòâóåò ðîâíî 80. Îáîçíà÷èì âåðøèíû áóêâàìè
ABCDA′B′C′D′ è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü S, ñîñòîÿùóþ èç ñëåäó-þùèõ 50 íàáîðîâ: 7



1) A; 2) A,B; 3) A,C; 4) A,C′; 5) A,B′, C; 6) A,B,C,D;7) A,C,A′, C′; 8) A,B,C,D,A′, B′, C′, D′; 9) AA′; 10) AA′, BB′;11) AA′, CC′; 12) AA′, BC; 13) AA′, BB′, CC′; 14) AA′, BB′, CD;15)AA′, BC,C′D′; 16)AA′, BB′, CC′, DD′; 17)AA′, BB′, CD,C′D′;18) AA′, B; 19) AA′, C; 20) AA′, B,B′; 21) AA′, C, C′;22) AA′, B, C; 23) AA′, B, C′; 24) AA′, B,D; 25) AA′, B,D′;26) AA′, B, C′, D; 27) AA′, B, C,B′, C′; 28) AA′, B,D,B′, D′;29) AA′, BB′, C; 30) AA′, CC′, B; 31) AA′, BC,D;32) AA′, BC,D′; 33) AA′, BB′, C, C′; 34) AA′, BB′, C,D;35) AA′, BB′, C,D′; 36) AA′, CC′, B,B′; 37) AA′, CC′, B,D;38) AA′, CC′, B,D′; 39) AA′, BC,B′, C′; 40) AA′, BC,B′, D;41) AA′, BC,C′, D; 42) AA′, BC,C′, D′;43) AA′, BB′, C,D,C′, D′; 44) AA′, CC′, B,D,B′, D′;45) AA′, BB′, CC′, D; 46) AA′, BB′, CD,C′;47) AA′, BC,C′D′, B′; 48) AA′, BB′, CC′, D,D′;49) AA′, BB′, CD,C′, D′; 50) AA′, BC,C′D′, B′, D.�ëàâíûé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â òåîðåìå:Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî S ∈ S ìíîãîãðàííèê PS ïîëó÷àåòñÿ èçêóáà Q ñðåçàíèåì ïëîñêîñòÿìè ìàëûõ îêðåñòíîñòåé âåðøèí è ð¼áåðèç íàáîðà S. Òîãäà íà ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèè ZPS
ñóùåñòâóåò ðè-ìàíîâà ìåòðèêà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è.Íå âñå íàáîðû èç S ïðåäñòàâëÿþò îäèíàêîâûé èíòåðåñ. Â ÷àñòíîñòè,ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ, îòâå÷àþùèå íàáîðàì 9, 10, 11, 13, 16 ñî ñðå-çàííûìè ïàðàëëåëüíûìè ð¼áðàìè, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäå-íèåì îòðåçêà I = [0, 1] íà äâóìåðíûé ìíîãîóãîëüíèê P . Èç îïðåäåëåíèÿìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóåò, ÷òî ZI×P = ZI×ZP = S3×ZP . Êàêîòìå÷àëîñü âûøå, ZP îáëàäàåò òðåáóåìîé ìåòðèêîé. Îòñþäà ñ ïîìî-ùüþ ðèìàíîâî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ìåòðèêó ïîëîæèòåëüíîé êðè-âèçíû �è÷÷è íà ZI×P .Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé 1: êóá ñî ñðåçàííîé âåðøèíîé.Â [6℄ èññëåäîâàíà òîïîëîãèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðà-çèÿ, â ÷àñòíîñòè îíî íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñâÿçíîé ñóììûïðîèçâåäåíèé ñ�åð. Äðóãîé èíòåðåñíûé ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ èç íàáîðà12: êóá ñ äâóìÿ ñðåçàííûìè íàêðåñò ëåæàùèìè ð¼áðàìè. Â. Ì. Áóõøòà-áåð è Ò. Å. Ïàíîâ [2℄ ïîêàçàëè, ÷òî ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå, ïîñòðî-åííîå ïî ýòîé ñõåìå, íå ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì, ò. ê. åãî êîãîìîëîãèè8



ñîäåðæàò íåòðèâèàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè. Òåì ñàìûì ìû ìîæåìñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäñòâèå.Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò íå�îðìàëüíîå ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèå ïî-ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷è.Íàïîñëåäîê â äèññåðòàöèè �îðìóëèðóþòñÿ äâà îòêðûòûõ âîïðîñà,êîòîðûå êàæóòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûìè.Âîïðîñ. Ñóùåñòâóþò ëè ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷èíà âñåõ ìîìåíò-óãîë ìíîãîîáðàçèÿõ?Â êà÷åñòâå îäíîé èç ïðåäïîñûëîê ê óòâåðäèòåëüíîìó îòâåòó (ïîìèìîðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè), óêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå: åñëè P �äâóìåðíûé ìíîãîóãîëüíèê, ëèáî åñëè P ïîëó÷åí èç ìíîãîìåðíîãî òåò-ðàýäðà ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè ñðåçàíèÿ ìàëîé îêðåñò-íîñòè íåêîòîðîé âåðøèíû, òî, êàê ïîêàçàëè Ô. Áîçèî è Ë. Ìååðññåìàí[3℄, ZP äè��åîìîð�íî îïðåäåëåííîé ñâÿçíîé ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñ�åððàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé, è ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ â ýòîì ñëó-÷àå äàåò ðàáîòà Ä. �åéòà [12℄. Âòîðîé âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãîðàçäîáîëåå ñëîæíûì è íåîäíîçíà÷íûì.Âîïðîñ. Ñóùåñòâóþò ëè ìåòðèêè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû �è÷÷èíà âñåõ êâàçèòîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ?Â êà÷åñòâå âåðîÿòíîãî ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ óêàçû-âàåòñÿ ëèøü, ÷òî â ÷åòûð¼õìåðíîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâäèññåðòàöèè, îòâåò óòâåðäèòåëüíûé.Áëàãîäàðíîñòè.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ß. B. Áàçàéêèíó çà ïî-ñòàíîâêó çàäà÷è è ïîääåðæêó â ðàáîòå, Ò. Å. Ïàíîâó çà ïîëåçíûå êîí-ñóëüòàöèè, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êà�åäðû ãåîìåòðèè è òîïîëîãèèÍîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà ò¼ïëóþ äðóæåñêóþó÷åáíóþ àòìîñ�åðó.
9
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