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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðÿäó
âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ñèñòåì ïîðîæäàþùèõ íåêîòîðûõ
àëãåáð èíâàðèàíòîâ è îïèñàíèþ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîðîæäàþùèìè.

Òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ îôîðìèëàñü â ñàìîñòîÿòåëüíóþ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ äèñöèïëèíó áîëåå ïîëóòîðà âåêîâ íàçàä ïîä âëèÿíèåì ðÿäà çà-
äà÷ ãåîìåòðèè, àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë. Åå ïåðâîíà÷àëüíîé öåëüþ áû-
ëî èçó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé, íå ìåíÿþùèõñÿ (èëè ìåíÿþ-
ùèõñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì) ïðè íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ çàìåíàõ
ïåðåìåííûõ. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî-
÷ëåíû, òàê êàê îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû ïåðå-
ñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ. Îäíàêî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðî-
áëåìàòèêà òåîðèè èíâàðèàíòîâ ðàñøèðèëàñü, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîä
òåîðèåé èíâàðèàíòîâ îáû÷íî ïîíèìàþò òåîðèþ, èçó÷àþùóþ äåéñòâèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñíîâû òåî-
ðèè èíâàðèàíòîâ èçëîæåíû â êíèãàõ Ò.À. Ñïðèíãåðà [24], Ä. Ìàìôîðäà
è Äæ. Ôîãàòè [60], Õ. Êðàôòà [12], Ý.Á. Âèíáåðãà è Â.Ë. Ïîïîâà [3].
Ñîâðåìåííûé ïîäõîä ê êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ èçëîæåí â
êíèãå Õ. Äåðêñåíà è Ã. Êåìïåðà [32].

Â èñòîðèè òåîðèè èíâàðèàíòîâ, ñ íåêîòîðîé äîëåé óñëîâíîñòè, ïðè-
íÿòî âûäåëÿòü òðè ïåðèîäà. Ïåðâûé ïåðèîä � ýòî âòîðàÿ ïîëîâèíà XIX
âåêà. Òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ òîãî âðåìåíè ñâÿçàíà ñ òàêèìè èìåíàìè, êàê
Áóëü, Êýëè, Ñèëüâåñòð, Ýðìèò, ßêîáè, Êëåáø, Ãîðäàí. Îñîáåííîñòüþ
ýòîãî ïåðèîäà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîíêðåòíûõ àëãåáð èíâàðèàíòîâ, ÿâ-
íîå îïèñàíèå èõ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîðîæäàþùèìè.
Îäíèì èç îñíîâíûõ äîãèëüáåðòîâñêèõ äîñòèæåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò
Ï. Ãîðäàíà î òîì, ÷òî èíâàðèàíòû áèíàðíûõ ôîðì êîíå÷íîïîðîæäåíû
íàä ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ãîðàçäî áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò
áûë ïîëó÷åí Ä. Ãèëüáåðòîì â 1890 ãîäó, êîòîðûé â ñîâðåìåííîé ôîðìó-
ëèðîâêå çâó÷èò òàê: àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ðåäóêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû, äåéñòâóþùåé íà àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè, êîíå÷íî ïîðîæäåíà.
Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòè-
êè áûëî ïîëó÷åíî Íàãàòîé. XIV ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà ïîñâÿùåíà òåîðèè
èíâàðèàíòîâ: áóäåò ëè êîëüöî èíâàðèàíòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû, äåé-
ñòâóþùåé íà ïîëèíîìèàëüíîì êîëüöå, âñåãäà êîíå÷íî ïîðîæäåííûì?
Êîíòðïðèìåð áûë ïîñòðîåí Ì. Íàãàòîé â 1959 ãîäó.

Âòîðîé ïåðèîä � ýòî ïåðâàÿ ïîëîâèíà XX âåêà. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ
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èçó÷åíèåì ñâÿçè ìåæäó òåîðèåé èíâàðèàíòîâ è òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé
êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï è ïðåäñòàâëåí òàêèìè ìàòåìàòèêàìè,
êàê Ð. Áðàóýð, Ã. Âåéëü, È. Øóð. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè ñîáðàíû
â êíèãå Ã. Âåéëÿ 1946 ãîäà: �Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû � èõ èíâàðèàíòû
è ïðåäñòàâëåíèÿ� [73], ãäå áûëè ðàññìîòðåíû èíâàðèàíòû âåêòîðîâ è
êîâåêòîðîâ.

Ñîâðåìåííûé ïåðèîä òåîðèè èíâàðèàíòîâ ñâÿçàí ñ èíòåíñèâíûì èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ èäåé, è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ ñòàíîâèòñÿ
ðàçäåëîì àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Èñòîðè÷åñêè êëþ÷åâîå çíà÷åíèå
èìååò êíèãà Ä. Ìàìôîðäà �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ� [59]
1965 ãîäà.

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû çàâåðøàåì îïèñàíèå ïîðîæäàþùèõ äëÿ
èíâàðèàíòîâ ñìåøàííûõ êîë÷àíîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ êîë÷àíà ñ îäíîé âåð-
øèíîé è îðòîãîíàëüíîé èëè ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû ìû çàâåðøàåì
îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîðîæäàþùèìè. Ðàññìîòðåí ðÿä ïðèëî-
æåíèé ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì.

Èíâàðèàíòû ìàòðè÷íûõ ãðóïï. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ ìàò-
ðè÷íóþ ãðóïïó G, ò.å. ãðóïïó èç ñïèñêà GL(n), O(n), Sp(n), SL(n),
SO(n), è ïðÿìóþ ñóììó

H = Fn×n ⊕ · · · ⊕ Fn×n

d êîïèé ïðîñòðàíñòâà n × n ìàòðèö íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì F. Ãðóïïà
G äåéñòâóåò íà H äèàãîíàëüíî ñîïðÿæåíèÿìè, à èìåííî:

g · (A1, . . . , Ad) = (gA1g
−1, . . . , gAdg

−1), (1)

ãäå g ∈ G è A1, . . . , Ad ∈ Fn×n.
Êîîðäèíàòíîå êîëüöî ïðîñòðàíñòâà H (äðóãèìè ñëîâàìè, êîëüöî ïî-

ëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé f : H → F) � ýòî êîëüöî ïîëèíîìîâ

R = F[H] = F[xij(k) | 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ d],

ãäå xij(k) : H → F ïåðåâîäèò ïðåäñòàâëåíèå (A1, . . . , Ad) ∈ V â (i, j)-ûé
ýëåìåíò ìàòðèöû Ak. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Xk =

 x11(k) · · · x1n(k)
...

...
xn1(k) · · · xnn(k)


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k-óþ îáùóþ ìàòðèöó (1 ≤ k ≤ n).
Äåéñòâèå G íà H èíäóöèðóåò äåéñòâèå G íà R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(g · f)(h) = f(g−1 · h) äëÿ âñåõ g ∈ G, f ∈ R, h ∈ H. Äðóãèìè ñëîâàìè,

g · xij(k) = (i, j)-ûé ýëåìåíò ìàòðèöû g−1Xkg.

Àëãåáðó G-èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ ìàòðèö îáîçíà÷èì ÷åðåç

RG = {f ∈ R | g · f = f äëÿ âñåõ g ∈ G}.

ßñíî, ÷òî f ∈ R ëåæèò â RG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(g · h) = f(h)
äëÿ âñåõ g ∈ G è h ∈ H.

Àëãåáðà RG èìååò ïðèëîæåíèÿ êàê ê òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àññîöè-
àòèâíûõ àëãåáð (íàïðèìåð, ñì. [36,58]), òàê è ê òåîðèè àëãåáð ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûìè òîæäåñòâàìè. Íà ïðèëîæåíèè ê òåîðèè àëãåáð ñ ïîëèíîìè-
àëüíûìè òîæäåñòâàìè (PI-àëãåáðû) ìû îñòàíîâèìñÿ íèæå. Êðîìå òîãî,
GL(n)-èíâàðèàíòû íåñêîëüêèõ ìàòðèö áûëè ïðèìåíåíû ê íåêîììóòà-
òèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â íåäàâíèõ ðàáîòàõ Ç. Ðàéõøòàéíà è
Í. Âîíåññåíà [65,66,72].

Ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû è ñïåöèàëüíîé
îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè äâà, òàê êàê â ýòèõ
ñëó÷àÿõ äàæå ïîðîæäàþùèå àëãåáðû èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ âåêòî-
ðîâ íå èçâåñòíû. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîãóò áûòü
íàéäåíû â ñòàòüå Ì. Äîìîêîñà è Ï. Ôðåíêåëÿ [38] 2005 ãîäà.

Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà n×n ìàò-
ðèöû X ÷åðåç σt(X), ò.å.

det(λE −X) = λn − σ1(X)λn−1 + · · ·+ (−1)nσn(X). (2)

Ïîðîæäàþùèå àëãåáðû RG áûëè íàéäåíû â 1992 ãîäó Ñ. Äîíêè-
íûì [40] äëÿ GL(n) è â 1999 ãîäó À.Í. Çóáêîâûì äëÿ O(n) è Sp(n) [7].
Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ RG ïî-
ðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

(a) σt(A) (1 ≤ t ≤ n è A ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìîâ îò
X1, . . . , Xd), åñëè G = GL(n);

(b) σt(B) (1 ≤ t ≤ n è B ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìîâ îò
X1, . . . , Xd, X

>
1 , . . . , X

>
d ), åñëè G = O(n) è charF 6= 2;
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(c) σt(C) (1 ≤ t ≤ n è C ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìîâ îò
X1, . . . , Xd, X

∗
1 , . . . , X

∗
d ), åñëè G = Sp(n). Çäåñü X∗ îáîçíà÷àåò ñèì-

ïëåêòè÷åñêè òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó.

Åñëè charF = 0 èëè charF > n, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü ñëåäû tr(U)
âìåñòî σt(U) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ àëãåá-
ðû RG. Ðàíåå, íàä ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ê.Ñ. Ñèáèðñêèì [23] â 1968 ãîäó è Ê. Ïðî-
÷åçè [63] â 1976 ãîäó, êîòîðûå ïðèìåíèëè êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ èíâà-
ðèàíòîâ âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ (ñì. êíèãó [73] Ã. Âåéëÿ). Áîëåå òîãî,
Þ.Ï. Ðàçìûñëîâûì [17] â 1974 ãîäó áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàä ïîëåì íó-
ëåâîé õàðàêòåðèñòèêè äîñòàòî÷íî ïîëàãàòü, ÷òî deg(U) ≤ n2. Ðàçâèâàÿ
èäåè èç [63], Õ. Àñëàêñåí, È.Ê. Òàí, Ê.Á. Æî âû÷èñëèëè ïîðîæäàþùèå
äëÿ ñëó÷àÿ G = SO(n) â 1995 ãîäó (ñì. [26]).

Íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ RGL(n) áûëè óñòàíîâëåíû À.Í. Çóáêîâûì [6] â 1996 ãîäó. Â ñòàòüå
À.Ð. Êåìåðà [54] 1997 ãîäà ïðèâîäèòñÿ ïðÿìîå êîìáèíàòîðíîå äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî âàæíîñòü èçó÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ ìàòðè÷íûõ ãðóïï íàä
ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè áûëà óêàçàíà Ý. Ôîðìàíåêîì â
îáçîðå [49], îïóáëèêîâàííîì â 1991 ãîäó (òàêæå ñì. [48]). Êëþ÷åâûì îò-
ëè÷èåì ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè îò ñëó÷àÿ ïîëÿ íóëåâîé
õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

• åñëè 0 < charF ≤ n, òî äëÿ ëþáîãî d èíâàðèàíò tr(X1 · · ·Xd) íå
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíâàðèàíòû èç RGL(n) ìåíüøåé ñòåïåíè.

Ïðè îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ïîëÿ äàííîå ñâîéñòâî íåâåðíî.
Ìèíèìàëüíàÿ (îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ) ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ

(ñîêðàùåííî ÌÑÏ) äëÿ GL(2)-èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ ìàòðèö áûëà
îïèñàíà â ðàáîòàõ [23,37,64]:

• tr(Xi), tr(X2
i ), tr(XiXj) (i < j), tr(XiXjXk) (i < j < k), åñëè

charF 6= 2,

• tr(Xi), det(Xi), tr(Xi1 · · ·Xir ) (i1 < · · · < ir, r > 0), åñëè charF = 2,

ãäå 1 ≤ i, j, k, i1, . . . , ir ≤ d. Äëÿ O(2)-èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ ìàòðèö
íàä F = C ÌÑÏ áûëà ïîñòðîåíà â ñòàòüå [23].

Ïîëîæèì, ÷òî d = 2. Ïðè charF = 0 ß. Äóáíîâ [5] â 1941 ãîäó íà-
øåë ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû èíâàðèàíòîâ RGL(3):
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tr(X1), tr(X2
1 ), tr(X3

1 ), tr(X2), tr(X2
2 ), tr(X3

2 ), tr(X1X2), tr(X2
1X2),

tr(X1X
2
2 ), tr(X2

1X
2
2 ), tr(X1X2X

2
1X

2
2 ), à À.Â. Ìàðèí÷óê è Ê.Ñ. Ñèáèð-

ñêèé [14] â 1969 ãîäó ïîêàçàëè, ÷òî óêàçàííàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Åñëè çàìåíèòü tr(Xk

i ) íà σk(Xi) (i = 1, 2, k = 2, 3),
òî ïîëó÷èì ÌÑÏ äëÿ ïîëÿ ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Áîëåå òîãî,
àëãåáðà èíâàðèàíòîâ RGL(3) èçîìîðôíà ôàêòîðó êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ
îò 11 ïåðåìåííûõ ïî ãëàâíîìó èäåàëó, ïîðîæäàþùèé êîòîðîãî ÿâíî
óêàçàí Ê. Íàêàìîòî [62] â 2002 ãîäó è Õ. Àñëàêñåíîì, Â. Äðåíñêèì,
Ë. Ñàäèêîâîé [27] â 2006 ãîäó. Ðàíåå, íàä ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðè-
ñòèêè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ß. Òåðàíèøè [70] â 1986 ãî-
äó. Íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè ÌÑÏ äëÿ RGL(4) áûëà íàéäåíà
â ñòàòüå [70], à äåòàëüíîå îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé ìàëûõ ñòåïåíåé áûëî
ïîëó÷åíî Â. Äðåíñêèì è Ð. Ëà Ñêàëî [45] â 2007 ãîäó. Êðîìå òîãî, ïðè
ìàëûõ n ðÿä ðåçóëüòàòîâ îá àëãåáðå RGL(n) íàä ïîëÿìè íóëåâîé õàðàê-
òåðèñòèêè ìîæåò áûòü íàéäåí â îáçîðå Â. Äðåíñêîãî [44], à íàä ïîëåì
ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè � â ðàáîòå Ì. Äîìîêîñà, À.Í. Çóáêîâà è
Ñ.Ã. Êóçüìèíà [37].

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðèëîæåíèå àëãåáðû GL(n)-
èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ ìàòðèö ê PI-àëãåáðàì. Àëãåáðà êîíêîìè-
òàíòîâ Cn ïîðîæäàåòñÿ àëãåáðîé èíâàðèàíòîâ RGL(n) è îáùèìè
ìàòðèöàìè. Òîæäåñòâà àëãåáðû êîíêîìèòàíòîâ íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷-
íûìè òîæäåñòâàìè ñ ôîðìàìè, è îíè ñîäåðæàò èäåàë òîæäåñòâ T [Mn]
àëãåáðû âñåõ n × n ìàòðèö íàä ïîëåì F. Çàäà÷à îïèñàíèÿ èäåàëà
ìàòðè÷íûõ òîæäåñòâ ñ ôîðìàìè ýêâèâàëåíòíà îïèñàíèþ òîæäåñòâ
àëãåáðû RGL(n), êîòîðàÿ ðåøåíà, â îòëè÷èå îò çàäà÷è îïèñàíèÿ T [Mn].
Ïîýòîìó àëãåáðà èíâàðèàíòîâ RGL(n) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î òîæäåñòâàõ àëãåáðû âñåõ n × n ìàòðèö.
Îòìåòèì, ÷òî èäåàë òîæäåñòâ T [Mn] îïèñàí òîëüêî â ñëó÷àå n = 2
è charF 6= 2 (ñì. [16], [30], [57]). Èñïîëüçóÿ ìàòðè÷íûå òîæäåñòâà ñ
ôîðìàìè, Ë.Ì. Ñàìîéëîâ [18, 19] â 2008 ãîäó ïîëîæèòåëüíî ðåøèë
ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó, ïîñòàâëåííóþ À.Ð. Êåìåðîì [53] â 1996 ãîäó:
âåðíî ëè, ÷òî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé àëãåáðû
ñ÷åòíîãî ðàíãà íàä áåñêîíåí÷íûì ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ÿâëÿåòñÿ íèëü-èäåàëîì îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà? Ìàòðè÷íûå
òîæäåñòâà ñ ôîðìàìè òàêæå ïðèìåíÿëèñü Ê.À. Çóáðèëèíûì [9,10] ïðè
èçó÷åíèè àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ òîæäåñòâàì Êàïåëëè. Ïðè ïîìîùè
èçó÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ òîæäåñòâ ñ ôîðìàìè À.ß. Áåëîâ [1], ðàáîòàÿ íàä
ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, ïîêàçàë óñòîé÷èâîñòü âåðáàëüíî
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ïåðâè÷íûõ Ò-èäåàëîâ, íàëè÷èå ó íèõ ñëàáûõ òîæäåñòâ è öåíòðàëüíûõ
ïîëèíîìîâ. Â ñòàòüå [11], îïóáëèêîâàííîé â 1990 ãîäó, À.Ð. Êåìåð,
ïîìèìî ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé ïðîáëåìû Øïåõòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ, äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå êèëëåðîâ âñåõ ôîðì. À
èìåííî äëÿ 1 ≤ t ≤ n êèëëåðîì ôîðìû σt íàçûâàåòñÿ òàêîé íåêîì-
ìóòàòèâíûé ìíîãî÷ëåí ht 6∈ T [Mn], ÷òî htσt(x) − gt ëåæèò â T [Mn]
äëÿ íåêîòîðîãî íåêîììóòàòèâíîãî ìíîãî÷ëåíà gt. Êèëëåðû ïîìîãàþò
ñîâåðøàòü ïåðåõîä îò ìàòðè÷íûõ òîæäåñòâ ñ ôîðìàìè ê îáû÷íûì
òîæäåñòâàì ìàòðèö. Ïîëàãàÿ, ÷òî charF 6= 2, 3, À.Ð. Êåìåð è È.Â.
Àâåðüÿíîâ [55] â 2006 ãîäó îïèñàëè èäåàëû êèëëåðîâ ñëåäîâ äëÿ 2 × 2
è 3× 3 ìàòðèö.

Îòìåòèì òàê æå, ÷òî àëãåáðû è ïîëÿ èíâàðèàíòîâ ðàçëè÷íûõ ïîä-
ãðóïï êëàññè÷åñêîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû G (íàïðèìåð, ïàðàáîëè÷åñêèõ)
â ñëó÷àå d = 1 áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ À.Í. Ïàíîâà [15], Ê.À.
Âÿòêèíîé è À.Í. Ïàíîâà [4], Â.Â. Ñåâîñòüÿíîâîé [20�22].

Èíâàðèàíòû êîë÷àíîâ. Êîë÷àíîì Q = (Q0,Q1) íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí Q0 è ìíîæåñòâîì
ðåáåð Q1. Äàííîå ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî Ï. Ãàáðèýëåì [50] â 1972 ãîäó
â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîãî ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì
ëèíåéíîé àëãåáðû. Âàæíîñòü äàííîãî ïîíÿòèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà
ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè êîíå÷íîìåðíûõ ìîäóëåé àëãåáðû ïóòåé äàí-
íîãî êîë÷àíà. Òàê êàê êàæäàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ áàçîâàÿ (basic) àëãåáðà
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-àëãåáðîé àëãåá-
ðû ïóòåé íåêîòîðîãî êîë÷àíà (ñì. ãëàâó 3 èç [46]), òî êàòåãîðèÿ êîíå÷-
íîìåðíûõ ìîäóëåé íàä òàêîé àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé
êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà. Ïîëèíîìèàëüíûå èíâàðèàíòû êîë-
÷àíîâ âàæíû íå òîëüêî äëÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ, íî è äëÿ
òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ ïîòîìó, ÷òî ýòè èíâàðèàíòû ðàçëè÷àþò
ïîëóïðîñòûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà.

Ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà ñ l âåðøèíàìè ñîñòîèò èç íàáîðà âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ Fn1 , . . . ,Fnl , ñîïîñòàâëåííûõ âåðøèíàì, è ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé ìåæäó ýòèìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè �âäîëü� ñòðå-
ëîê. Âåêòîð n = (n1, . . . ,nl) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè. Ãðóïïà
GL(n1)× · · · ×GL(nl) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà
çàìåíîé áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ, ñîïîñòàâëåííûõ âåðøèíàì. Êàê è âû-
øå, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àëãåáðó ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Åñëè
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êîë÷àí ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû è íåñêîëüêèõ ïåòåëü, òî àëãåáðà èí-
âàðèàíòîâ êîë÷àíà ñîâïàäåò ñ àëãåáðîé GL(n)-èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ
ìàòðèö.

Ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âåðøèíó v äàííîãî êîë÷àíà, ãäå 1 ≤ v ≤ l. Â
êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(nv) äåéñòâóåò íà Fnv

óìíîæåíèåì ñëåâà, íî â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ìàò-
ðè÷íàÿ ãðóïïà èç ñïèñêà GL(nv), O(nv), Sp(nv), SL(nv), SO(nv) ìîæåò
äåéñòâîâàòü íà Fnv . Áîëåå òîãî, ðàçîáüåì ÷àñòü âåðøèí íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ ïàðû. Ïðè ýòîì âåðøèíàì èç îäíîé ïàðû ñîïîñòàâèì âçàèìîñî-
ïðÿæåííûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ìû ìîæåì
ðàáîòàòü ñ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè, à íå òîëüêî ñ ëèíåéíûìè îòîáðàæå-
íèÿìè. Êðîìå òîãî, âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ îòáðàæåíèé �âäîëü�
ñòðåëîê ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
íåêîòîðîìó îãðàíè÷åíèþ; íàïðèìåð, ñîõðàíÿþò íåêîòîðóþ áèëèíåéíóþ
ñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó íà ïðîñòðàíñòâàõ, ñîïîñòàâëåííûõ âåðøèíàì.
Ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíîâ íàçûâàþòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè ñìåøàííîãî êîë÷àíà Q. Òàêèì îáðàçîì, Q = (Q,n, g,h, i)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ýëåìåíòàìè:

• êîë÷àíîì Q âìåñòå ñ âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè n,

• òèïàìè êëàññè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï, çàäàâàåìûõ âåêòîðîì g,

• òèïàìè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé âäîëü ñòðåëîê, çàäàâàåìûõ âåêòî-
ðîì h,

• èíâîëþöèåé i, êîòîðàÿ çàäàåò ïàðû ñîïðÿæåííûõ âåðøèí.

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàññìîòðåííîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ïîíÿòèÿ.

• GL-cìåøàííûå è ñóïåðñìåøàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíîâ, ââå-
äåííûå À.Í. Çóáêîâûì [74] â 2000 ãîäó (òàêæå ñì. [75]). Äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ GL-ñìåøàííûõ (ñóïåðñìåøàííûõ, ñîîòâåòñòâåííî) ïðåä-
ñòàâëåíèé èç [75] ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîãî ñìå-
øàííîãî êîë÷àíà Q, ÷òî G � ýòî ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ ëèíåéíûõ
ãðóïï (ïîëíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï, îðòîãîíàëüíûõ è ñèìïëåêòè÷å-
ñêèõ ãðóïï, ñîîòâåòñòâåííî).
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• Îðòîãîíàëüíûå è ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîãî êîë÷àíà, ââåäåííûå Õ. Äåðêñåíîì è Äæ. Âàéìàíîì [34] â
2002 ãîäó.

• Ñèììåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíîâ ñî çíàêîì, ââåäåííûå
Ä. Øìåëüêèíûì [69] â 2006 ãîäó.

Ìîòèâàöèÿ äàííûõ îáîáùåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé
àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï äàåòñÿ â ðàáîòàõ [34], [69], ãäå ñèììåòðè÷åñêèå
êîë÷àíû è êîë÷àíû ñî çíàêîì, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ðó÷íîãî, òàê è êî-
íå÷íîãî òèïà êëàññèôèöèðîâàííû.

Ñìåøàííûé êîë÷àí Q ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü ãðóïïó
G = G(n, g, i), äåéñòâóþùóþ íà H = H(Q,n, i). Ðàññìîòðèì èç-
âåñòíûå ðåçóëüòàòû î ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó íèìè äëÿ
àëãåáðû èíâàðèàíòîâ F[H]G.

Íàä ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè èíâàðèàíòû ïðîèçâîëüíîãî
êîë÷àíà Q áûëè íàéäåíû Ë. Ëå Áðþíîì è Ê. Ïðî÷åçè [58] â 1990 ãîäó.

Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ ìîäóëåé ñ õîðîøåé ôèëüòðàöèåé (ñì. [39]), Ñ.
Äîíêèí [42] â 1994 ãîäó îïèñàë ïîðîæäàþùèå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëü-
íîãî êîë÷àíà íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïîðîæäàþùèìè áûëè íàéäåíû À.Í. Çóáêîâûì [8] â 2001 ãîäó, èñ-
ïîëüçóÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé îäíîâðåìåííî âû÷èñëÿòü ïîðîæäàþùèå
è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè. Ýòîò ïîäõîä òàêæå èñïîëüçóåò òåîðèþ ìî-
äóëåé ñ õîðîøåé ôèëüòðàöèåé.

Èíâàðèàíòû êîë÷àíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G =
∏
v∈Q0

SL(nv) íà-
çûâàþòñÿ ïîëóèíâàðèàíòàìè. Èõ ïîðîæäàþùèå íàä ïîëÿìè ïðîèçâîëü-
íîé õàðàêòåðèñòèêè áûëè óñòàíîâëåíû Ì. Äîìîêîñîì è À.Í. Çóáêî-
âûì [35] â 2001 ãîäó, èñïîëüçóÿ ìåòîäû èç [6,8,40,42], è, íåçàâèñèìî, Õ.
Äåðêñåíîì è Äæ. Âàéìàíîì [31,33] â 2002 ãîäó, èñïîëüçóÿ òåîðèþ ïðåä-
ñòàâëåíèé êîë÷àíîâ. Îäíîâðåìåííî, àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò íàä ïîëÿ-
ìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè áûë ïîëó÷åí À. Ñêîôèëäîì è Ì. Âàí äåí
Áåðãîì [67] â 2001 ãîäó.

Êîìáèíèðóÿ ðàññóæäåíèÿ ñ ñóïåðêëàññàìèÞíãà èç [42] ñ ðåäóêöèåé
èç [7], À.Í. Çóáêîâ [75] â 2005 ãîäó íàøåë ïîðîæäàþùèå äëÿ ñëó÷àÿ ñìå-
øàííûõ êîë÷àíîâ (Q,n, g,h, i) ñ gv ∈ {GL,O, Sp} äëÿ âñåõ v ∈ Q0. Ñîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè àëãåáðû èíâàðèàíòîâ GL-ñìåøàííûõ
êîë÷àíîâ áûëè óñòàíîâëåíû À.Í. Çóáêîâûì [76] â 2005 ãîäó ïî ìîäóëþ
ñâîáîäíûõ ñîîòíîøåíèé.
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Ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè àëãåáðû ñ òîæäåñòâîì xn = 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Cn,d ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé àñ-
ñîöèàòèâíîé F-àëãåáðû áåç åäèíèöû ñ d (ñâîáîäíûìè) ïîðîæäàþùèìè
è òîæäåñòâîì xn = 0. Òàê êàê C1,d = 1 è Cn,1 = n, òî ìû ïîëàãàåì, ÷òî
n, d ≥ 2, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. ßñíî, ÷òî Cn,d çàâèñèò òîëüêî îò
n, d è p = charF.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

(a) p = 0;

(b) 0 < p ≤ n;

(c) p > n.

Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Íàãàòû�Õèãìàíà (ñì. [61] è [51]), êîòîðàÿ
ïåðâîíà÷àëüíî áûëà äîêàçàíà ß. Äóáíîâûì è Â. Èâàíîâûì [47] â 1943,
óòâåðæäàåò, ÷òî Cn,d < 2n â ñëó÷àÿõ (a) è (c). Êàê áûëî îòìå÷åíî â [37],
Cn,d ≥ d â ñëó÷àå (b); â ÷àñòíîñòè, Cn,d → ∞ ïðè d → ∞. Çíà÷èò, ñëó-
÷àé (b) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àåâ (a) è (c). Â 1974 ãîäó Þ.Ï.
Ðàçìûñëîâ [17] äîêàçàë, ÷òî Cn,d ≤ n2 â ñëó÷àå (a). ×òî æå êàñàåòñÿ
íèæíèõ îöåíîê íà Cn,d, â 1975 ãîäó Å.Í. Êóçüìèí [13] óñòàíîâèë íåðà-
âåíñòâî Cn,d ≥ 1

2n(n + 1) â ñëó÷àÿõ (a), (c) è ïðåäïîëîæèë, ÷òî Cn,d â
äåéñòâèòåëüíîñòè ðàâíî 1

2n(n+ 1) â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Äîêàçàòåëüñòâî äàí-
íîé íèæíåé îöåíêè áûëî âîñïðîèçâåäåíî â êíèãàõ [43] è [29]. Îäíàêî
ãèïîòåçà Êóçüìèíà îñòàåòñÿ íåäîêàçàííîé, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. À èìåííî, ãèïîòåçà âåðíà ïðè n = 2 è n = 3. Â ñëó-
÷àå (a) ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà Ì.Ð. Âîãàíîì�Ëè [71] ïðè n = 4 è Í.
Æóêàâåö âìåñòå ñ È.Ï. Øåñòàêîâûì [68] ïðè n = 5, d = 2.

Èñïîëüçóÿ ïîäõîä À.ß. Áåëîâà [28], À.À. Êëÿéí [56] â 2000 ãîäó ïî-
ëó÷èë ñëåäóþùèå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ñëó÷àÿ ïîëÿ ïðîèçâîëüíîé õàðàê-
òåðèñòèêè: Cn,d <

1
6n

6dn è Cn,d <
1

(m−1)!n
n3

dm, ãäå m = [n/2]. Çäåñü [a]

(ãäå a ∈ R) îáîçíà÷àåò íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî b < a. Â 2011 ãîäó À.ß.
Áåëîâ è Ì.È. Õàðèòîíîâ [2] ïîêàçàëè, ÷òî Cn,d ≤ 218 · n12 log3(n)+28d.
Áîëåå òîãî, îíè äîêàçàëè íàëè÷èå àíàëîãè÷íûõ âåðõíèõ îöåíîê äëÿ
âûñîòû Øèðøîâà êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àëãåáðû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè
òîæäåñòâàìè.

Äëÿ d > 0 è ïîëÿ ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ñòóïåíü íèëüïî-
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òåíòíîñòè Cn,d èçâåñòíà äëÿ n = 2 (íàïðèìåð, ñì. [37]):

C2,d =

{
3, åñëè p = 0 èëè p > 2

d+ 1, åñëè p = 2
.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëå-
äóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Îïèñàíû ïîðîæäàþùèå àëãåáðû ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ ñïåöè-
àëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì íå÷åòíîé
õàðàêòåðèñòèêè (cëåäñòâèå 1, îïóáëèêîâàíî â [83]).

2. Îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè äëÿ àëãåáðû
ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû íàä áåñêîíå÷-
íûì ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè (òåîðåìà 2, îïóáëèêîâàíî
â [89], [90]).

3. Îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè äëÿ àëãåáðû ìàò-
ðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû íàä áåñêîíå÷-
íûì ïîëåì íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè (òåîðåìà 3, îïóáëèêîâàíî
â [90], [93]).

4. Îïèñàíû ïîðîæäàþùèå àëãåáðû èíâàðèàíòîâ ñìåøàííûõ êîë÷à-
íîâ íàä áåñêîíå÷íûì ïîëåì ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè (òåîðå-
ìà 1, îïóáëèêîâàíî â [81], [83]).

5. Èçó÷åíû ñâîéñòâà àëãåáðû èíâàðèàíòîâ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû
ìàëîãî ïîðÿäêà (òåîðåìà 5, îïóáëèêîâàíî â [87]).

6. Íàä ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîñòðîåíû íîâûå
îöåíêè íà ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîé êî-
íå÷íî ïîðîæäåííîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ òîæäåñòâîì xn = 0
(ñëåäñòâèå 2, îïóáëèêîâàíî â [91]); ñòðîèòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïî-
ðîæäàþùèõ àëãåáðû ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ ïîëíîé ëèíåéíîé
ãðóïïû (òåîðåìà 4, îïóáëèêîâàíî â [91]).

Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ðåçóëüòàòû èç
ãëàâû 2 ïîëó÷åíû àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ À.Í. Çóáêîâûì ïðè ðàâíîì ó÷à-
ñòèè.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ àëãåáð èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ ìàòðèö è èõ
îáîáùåíèé, â òåîðèè àëãåáð ñ ïîëèíîìèàëüíûìè òîæäåñòâàìè, â òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð, ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàí-
òîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ êàê ìåòî-
äû êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ (ñèìâîëüíûé ìåòîä è ìåòîä äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé), òàê è ñîâðåìåííûå ïîäõîäû (ìåòîä õîðîøèõ ôèëü-
òðàöèé) ê âû÷èñëåíèþ èíâàðèàíòîâ. Êðîìå òîãî, ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ
àëãåáð ñ ïîëèíîìèàëüíûìè òîæäåñòâàìè è òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìàòðè÷íûõ ãðóïï.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
ñëåäóþùèõ íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ: Îìñêèé àëãåáðàè÷å-
ñêèé ñåìèíàð (ÎÔ ÈÌ ÑÎÐÀÍ), ñåìèíàð �Ãðóïïû Ëè è òåîðèÿ èí-
âàðèàíòîâ� (ÌÃÓ), ñåìèíàð �Àëãåáðà è ëîãèêà� (ÍÃÓ), ñåìèíàð èì.
À.Ì. Øèðøîâà �Òåîðèÿ êîëåö� (ÈÌ ÑÎÐÀÍ), ñåìèíàð ïî òåîðèè ïðåä-
ñòàâëåíèé óíèâåðñèòåòà ã. Áèëåôåëüä (Ãåðìàíèÿ), ñåìèíàð �Àëãåáðû
Ëè, éîðäàíîâû àëãåáðû è èõ ïðåäñòàâëåíèÿ� óíèâåðñèòåòà ã. Ñàí-Ïàóëó
(Áðàçèëèÿ), àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Êàìïèíàñ (Áðà-
çèëèÿ), àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð óíèâåðñèòåòà ã. Áðàçèëèà (Áðàçèëèÿ),
àëãåáðàè÷åñêèé ñåìèíàð Ìþíõåíñêîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (Ãåð-
ìàíèÿ), ñåìèíàð ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé Ðóðñêîãî óíèâåðñèòåòà â Áî-
õóìå (Ãåðìàíèÿ). Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè äîëîæåíû
íà ñëåäóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ: ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ �Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ� (Íîâîñèáèðñê, 2002, 2003, 2010); ìåæäó-
íàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 250-ëåòèþ ÌÃÓ è
75-ëåòèþ êàôåäðû àëãåáðû (Ìîñêâà, 2004); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåí-
öèÿ �Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé è åå ïðèëîæåíèÿ� (Óïïñàëà, Øâåöèÿ, 2004);
ìåæäóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Êîíòîðîâè÷à è 70-ëåòèþ Ë.Í. Øåâðèíà (Åêàòåðèí-
áóðã, 2005); èññëåäîâàòåëüñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ãåîìåòðèÿ ïðåäñòàâëåíèé
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è òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ� (Ñïà, Áåëüãèÿ, 2005); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ïî ìîäóëÿì è êîìîäóëÿì (Ïîðòó, Ïîðòóãàëèÿ, 2006); êîíôå-
ðåíöèÿ �Äíè òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé� (Ãàííîâåð, Ãåðìàíèÿ, 2007); ìåæ-
äóíàðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî
äíÿ ðîæäåíèÿ Ä.Ê. Ôàääååâà (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 2007); ìåæäóíàðîä-
íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ À.Ã. Êóðîøà (Ìîñêâà, 2008); êîíôåðåíöèÿ ïî àëãåáðå, ãåîìåòðèè
è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Áåëôàñò, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2009); ìåæäóíà-
ðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 60-ëåòèþ À.È. Ãå-
íåðàëîâà (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 2009); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïåð-
ñïåêòèâû òåîðèè èíâàðèàíòîâ� (Êåëüí, Ãåðìàíèÿ, 2009); ìåæäóíàðîä-
íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 70-ëåòèþ À.Â. ßêîâëå-
âà (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 2010); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñòîõàñòè-
÷åñêèå ìåòîäû â áèîëîãèè è ïðåäåëüíûå àëãåáðû� (Îìñê, 2010); âòî-
ðàÿ øêîëà�êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðû Ëè, àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ
èíâàðèàíòîâ� (Ìîñêâà, 2011); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèè
êîëåö, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.È. Øèðøîâà (Íîâî-
ñèáèðñê, 2011); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Àëãåáðû Ëè, éîðäàíî-
âû àëãåáðû, èõ ïðåäñòàâëåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ, V� (Áåëåì, Áðàçèëèÿ,
2012); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ãðóïïû, êîëüöà è ãðóïïîâûå êîëü-
öà� (Óáàòóáà, Áðàçèëèÿ, 2012).

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, 9 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò
189 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 103 íàèìåíîâàíèÿ. Íóìåðà-
öèÿ óòâåðæäåíèé (òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé), îïðåäåëåíèé è ïðèìåðîâ
ñêâîçíàÿ âíóòðè êàæäîé ãëàâû è ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë: ïåðâîå ÷èñëî
� ýòî íîìåð ãëàâû, âòîðîå � ïîðÿäêîâûé íîìåð âíóòðè ãëàâû.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáî-
òàõ [77]� [93]. Ñòàòüè [80] è [82] íàïèñàíû ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì êîíñóëü-
òàíòîì À.Í. Çóáêîâûì ïðè ðàâíîì ó÷àñòèè îáåèõ ñòîðîí. Ðàáîòû [77]�
[84], [86]� [92] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ
ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, â êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïóáëèêî-
âàíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíûõ
ñòåïåíåé äîêòîðà è êàíäèäàòà íàóê.
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ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè. Â ñêîáêàõ óêà-
æåì íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì è ñëåäñòâèé èç äèññåðòàöèè.

Â ãëàâàõ 1�5 äèññåðòàöèè ñòðîÿòñÿ ïîðîæäàþùèå àëãåáðû èíâàðè-
àíòîâ ïðîèçâîëüíîãî ñìåøàííîãî êîë÷àíà:

Òåîðåìà 1. (1.12) Ðàññìîòðèì ñìåøàííûé êîë÷àí (Q,n, g,h, i),
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.5). Òîãäà àëãåáðà èíâàðèàíòîâ
F[H(Q,n,h)]G(n,g,i) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè

ΦD(σk(Xβr
· · ·Xβ1

)), ΦD(bpfT (Y1, . . . , Ys)),

ãäå

1. β1 · · ·βr ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïóòåé â QD è
1 ≤ k ≤ nβ′′

1
;

2. (T, (Y1, . . . , Ys)) ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåâûõ QD-òàáëèö
òàêîãî âåñà w, ÷òî

a) åñëè gv ∈ {GL,O, Sp} äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v ∈ Q0, òî
wi(v) = wv = 0;

b) åñëè gv = SL äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v ∈ Q0, òî wi(v) = 0
èëè wv = 0;

c) åñëè gv = SO äëÿ íåêîòîðîé âåðøèíû v ∈ Q0, òî wv ≤ 1 è
i(v) = v.

Âñå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, âêëþ÷àÿ óñëî-
âèå (1.5), ââîäÿòñÿ â ãëàâå 1. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, â ðàçäåëå 1.4 ìû
óñòàíàâëèâàåì ïîðîæäàþùèå ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ ñïåöèàëüíîé îð-
òîãîíàëüíîé ãðóïïû (íàä ïîëÿìè íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè):

Ñëåäñòâèå 1. (1.14, ÷àñòü d)) Ïóñòü charF 6= 2. Åñëè n ÷åòíî, òî
àëãåáðà èíâàðèàíòîâ íåñêîëüêèõ ìàòðèö RSO(n) ïîðîæäàåòñÿ ñëåäó-
þùèìè ýëåìåíòàìè:

σk(Y ), pfk1,...,ks(Y1, . . . , Ys),
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ãäå 1 ≤ k ≤ n, k1 + · · · + ks = n/2, è ìàòðèöû Y, Y1, . . . , Ys ïðîáåãàþò
ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìîâ îò X1, . . . , Xd, X

>
1 , . . . , X

>
d . Åñëè n íå÷åòíî,

òî RSO(n) = RO(n).

Çäåñü ÷åðåç pfk1,...,ks îáîçíà÷åíà ÷àñòè÷íàÿ ëèíåàðèçàöèÿ îáîáùåí-

íîãî ïôàôôèàíà pf, êîòîðûé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû X ÷åòíîãî
ïîðÿäêà ðàâåí pf(X −X>).

Ãëàâà 1 îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1.1 îáîáùàåò-
ñÿ ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ è ââîäèòñÿ êëþ÷åâîå ïîíÿòèå ñìå-
øàííûõ êîë÷àíîâ.

Ðàçäåë 1.2 ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå â ãëàâå 1 îáîçíà÷åíèÿ âìåñòå ñ
êëþ÷åâûìè ïîíÿòèÿìè áëî÷íîé ÷àñòè÷íîé ëèíåàðèçàöèè ïôàôôèàíà
(Á×ËÏ) è òàáëèöû ñ çàìåíîé (êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè îáû÷íî íàçûâà-
åì òàáëèöàìè). Ñ êàæäîé òàáëèöåé ñ çàìåíîé (T, (X1, . . . , Xs)) ñâÿçàí
ìíîãî÷ëåí bpfT (X1, . . . , Xs), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ Á×ËÏ, îäíàêî íå âñÿêàÿ
Á×ËÏ ðàâíà bpfT (X1, . . . , Xs) äëÿ íåêîòîðîé òàáëèöû ñ çàìåíîé.

Â ðàçäåëå 1.3 îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû (òåîðåìà 1) ñôîðìóëèðîâàí
ïðè ïîìîùè òàáëèö ñ çàìåíîé. Çàòåì â ðàçäåëå 1.4 ðàññìîòðåí ñëó÷àé
êîë÷àíà ñ îäíîé âåðøèíîé (ñëåäñòâèå 1).

Ðàçäåëû 1.5�5.3 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Â ðàçäåëå 1.5
óñòàíîâëåíî, ÷òî ýëåìåíòû èç òåîðåìû 1 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ èíâà-
ðèàíòàìè.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [83].
Â ãëàâå 2 îïèñàíû èíâàðèàíòû â êëþ÷åâîì ÷àñòíîì ñëó÷àå SL-

ñìåøàííûõ êîë÷àíîâ íà ÿçûêå Á×ËÏ. Äëÿ ýòîãî â ðàçäåëå 2.2 ââî-
äèòñÿ îïðåäåëèòåëü-ïôàôôèàí DPt,r, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì Á×ËÏ. Â ðàçäåëå 2.3 cëó÷àé îáùåãî êîë÷àíà ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
çèãçàã-êîë÷àíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ äâóäîëüíîãî êîë÷à-
íà. Â ðàçäåëå 2.4 ôîðìóëèðóåòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû, êîòîðûé
çàòåì äîêàçûâàåòñÿ â ðàçäåëå 2.5. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïîëó÷åíû ñîâ-
ìåñòíî ñ íàó÷íûì êîíñóëüòàíòîì À.Í. Çóáêîâûì ïðè ðàâíîì ó÷àñòèè
îáåèõ ñòîðîí è îïóáëèêîâàíû â [80].

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ, êîòîðàÿ
ïðåäñòàâëÿåò Á×ËÏ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íåêîòîðîé òàáëèöå, êàê ìíîãî-
÷ëåí îò Á×ËÏ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèöàì ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñòîëá-
öîâ. Â ðàçäåëå 3.2 äîêàçûâàåòñÿ ìóëüòèëèíåéíûé àíàëîã ôîðìóëû ðàç-
ëîæåíèÿ. Ðàçäåëû 3.3 è 3.4 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû ðàçëî-
æåíèÿ. Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ ðàññìîòðåíû â

16



ðàçäåëå 3.5. Íàïðèìåð, ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ îáîáùàåò õîðîøî èçâåñò-
íóþ ôîðìóëó Ñ.À. Àìèòñóðà [25], êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëèòåëü
ñóììû ìàòðèö êàê ìíîãî÷ëåí îò êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ ìàòðèö. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3
ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [81].

Â ãëàâå 4 ìû ïåðåïèñûâàåì ïîðîæäàþùèå èç ãëàâû 2 â òåðìèíàõ
Á×ËÏ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèöàì. Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷àåì åäèíî-
îáðàçíîå îïèñàíèå èíâàðèàíòîâ, íåçàâèñèìî îò òîãî, ðàññìàòðèâàåì ëè
ìû çèãçàã-êîë÷àí èëè íåò. Áîëåå òîãî, ìû îïèñûâàåì ïîðîæäàþùèå äëÿ
ñëó÷àÿ GL- è SL-èíâàðèàíòîâ. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 ïîëó÷åíû àâòîðîì
ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [83].

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Îáùèé
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ GL- è SL-èíâàðèàíòîâ â ðàçäåëå 5.1 ïðè
ïîìîùè äâîéñòâåííîñòè Ôðîáåíèóñà è òåîðèè ìîäóëåé ñ õîðîøåé ôèëü-
òðàöèåé. Â òåîðåìå 5.2 óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàçîì GL- è SL-èíâàðèàíòîâ íåêîòîðîãî ÿâíî ïîñòðîåííîãî
êîë÷àíà. Â ðàçäåëå 5.2 ìû ïðèìåíÿåì ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû ïåðåïèñàòü Á×ËÏ êàê ìíîãî÷ëåí îò Á×ËÏ ñïåöèàëüíîãî âè-
äà. Ïðèìåíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò, â ðàçäåëå 5.3 ìû íàõîäèì îáðàç GL- è
SL-èíâàðèàíòîâ è ïîêàçûâàåì, ÷òî ýëåìåíòû èç òåîðåìû 1 ïîðîæäàþò
àëãåáðó èíâàðèàíòîâ. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 5 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è
îïóáëèêîâàíû â [83].

Â ãëàâå 6 íàä ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé íå÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè
îïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè ìàòðè÷íûõ èíâàðèàíòîâ
îðòîãîíàëüíîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïï:

Òåîðåìà 2. (6.7) Ïîëîæèì, charF 6= 2 è G = O(n). Òîãäà èäåàë ñîîò-

íîøåíèé Kn äëÿ RO(n) ' σ〈X̃〉/Kn ïîðîæäàåòñÿ

σt,r(a, b, c) äëÿ t+ 2r > n (t, r ≥ 0),

ãäå a, b, c ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ àëãåáðû F〈X〉.

Òåîðåìà 3. (6.8) Ïîëîæèì, charF 6= 2 è G = Sp(n). Òîãäà èäåàë ñîîò-

íîøåíèé Kn äëÿ RSp(n) ' σ〈X̃〉/Kn ïîðîæäàåòñÿ

%t,r(a, b, c) äëÿ t+ 2r > n (t, r ≥ 0),

ãäå a, b ∈ F〈X〉 è c ∈ F〈X〉#.

17



Âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 6.1. Äîêàçà-
òåëüñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòîÿò èç äâóõ øàãîâ: âíà÷àëå ìû ñâåäåì
ïðîáëåìó îïèñàíèÿ ñîîòíîøåíèé äëÿ RO(n) è RSp(n) ê ñîîòíîøåíèÿì
ìåæäó èíâàðèàíòàìè GL-ñìåøàííûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ èç [75], à
çàòåì çàâåðøèì îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó èíâàðèàíòàìè ñìåøàí-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíîâ, ïîëó÷åííîå À.Í. Çóáêîâûì [76] ïî ìîäóëþ
ñâîáîäíûõ ñîîòíîøåíèé. Ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè îíî
âåðíî äëÿ ìàòðèö ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðîâ. Ïåðâûé øàã îñóùåñòâëåí
â ãëàâå 6, à âòîðîé âûíåñåí â îòäåëüíóþ ãëàâó 7. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 6
ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [89], [93].

Â ãëàâå 7 äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî øàãà ìû èñïîëüçóåì ðàáîòó À.Í.
Çóáêîâà [76] è íîâûé ðåçóëüòàò, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ïðè charF 6= 2 èäå-
àëû ñâîáîäíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ RO(n) è RSp(n) ðàâíû íóëþ. Îïèøåì
èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà. Âíà÷àëå, â ðàçäåëå 7.3 ìû îïðå-
äåëèì ÷àñòè÷íûå ïðîèçâîäíûå ∂q íà êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ N̂σ, ñîäåðæà-

ùåì σ〈X̃〉. Äåéñòâóÿ ÷àñòè÷íûìè ïðîèçâîäíûìè íà ñâîáîäíûõ ñîîòíî-
øåíèÿõ, ïîñòðîèì p-ìóëüòèëèíåéíîå ñâîáîäíîå ñîîòíîøåíèå â ðàçäå-
ëå 7.4. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ çàìåíû â ðàçäåëå 7.5, ïîëó÷èì ìóëüòèëèíåéíîå
ñâîáîäíîå ñîîòíîøåíèå. Çàìåíÿÿ îáùèå ìàòðèöû íà ïîäõîäÿùèå ìàòðè-
öû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ìû ïîêàæåì, ÷òî åäèíñòâåííîå ìóëüòè-
ëèíåéíîå ñâîáîäíîå ñîîòíîøåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Ðåçóëüòàòû
ãëàâû 7 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [90].

Â ãëàâå 8 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó íà ñòóïåíü íèëü-
ïîòåíòíîñòè Cn,d:

Ñëåäñòâèå 2. (8.8) Ïóñòü charF > n
2 . Òîãäà Cn,d < 4 · 2n/2d. Áîëåå

òîãî, åñëè n ≥ 30, òî Cn,d < 2 · 2n/2d.

Êðîìå òîãî, C4,d îïèñàíà ñ ïîãðåøíîñòüþ 3 äëÿ âñåõ d è charF 6= 2.
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ, ðàññìîòðåíà àëãåáðà GL(n)-èíâàðèàíòîâ íåñ-
êîëüêèõ ìàòðèö è îïèñàíà åå êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ ïðè ïî-
ìîùè Cn,d:

Òåîðåìà 4. (8.22) Àëãåáðà GL(n)-èíâàðèàíòîâ d ìàòðèö ïîðîæäà-
åòñÿ ñëåäóþùèì êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì:

• σt(a), ãäå t = 1 èëè charF ≤ t ≤ n
2 , a � ýòî ïðîèçâîëüíûé ìîíîì

îò îáùèõ ìàòðèö X1, . . . , Xd, deg a ≤ C[n/t],d;
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• σt(Xi), ãäå
n
2 < t ≤ n, charF ≤ t, 1 ≤ i ≤ d.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 8 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [91].
Ãëàâà 9 ïîñâÿùåíà âû÷èñëåíèþ íàèáîëüøåé ñòåïåíè Dmax ýëåìåí-

òîâ ÌÑÏ äëÿ RO(3), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ
�íåáîëüøîé� êîíå÷íîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû RO(3). Ïîëó÷å-
íû ñëåäóþùèå îöåíêè íà Dmax:

Òåîðåìà 5. (9.1) Ïóñòü n = 3 è d ≥ 1. Òîãäà

• Åñëè charF = 3, òî 2d+ 4 ≤ Dmax ≤ 2d+ 7.

• Åñëè charF 6= 2, 3, òî Dmax = 6.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 9 ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû â [87].
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