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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò îäèí èç íàè-
áîëåå àêòóàëüíûõ è øèðîêèõ ðàçäåëîâ â îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòè-
ìèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Äàííàÿ çàäà÷à èíòåðåñíà êàê ñ
òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé, ïîñêîëüêó èìå-
åò îáøèðíûé ðÿä ïðèëîæåíèé: ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà ïðåä-
ïðèÿòèÿ, ñòàíäàðòèçàöèÿ, ñåòåâîå ïðîåêòèðîâàíèå, êëàñòåðíûé àíà-
ëèç è ìíîãîå äðóãîå.

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé äàæå â ïðîñòåéøåé
ïîñòàíîâêå, ïîýòîìó äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàöèé äàííîé çàäà÷è àêòó-
àëüíû èññëåäîâàíèÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåí-
íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè
è âûäåëåíèå ïîäêëàññîâ çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïîñòðîåíèå
òî÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ.

Öåëü äèññåðòàöèè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òî÷íûõ è ïðèáëè-
æåííûõ êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íåêîòîðûõ àêòóàëüíûõ
âàðèàíòîâ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà, à òàêæå â îáîñíîâà-
íèè êà÷åñòâà òî÷íîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû äèñ-
êðåòíîãî è êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, òåîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé è ìåòîäîâ ïðèíÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ìåòîäû âåðîÿò-
íîñòíîãî àíàëèçà ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà è ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåð-
òàöèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, îðèãèíàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà êîòî-
ðûõ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà íà ïóòåâîì ãðàôå. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé. Â ñëó÷àå îäèíàêî-
âûõ îãðàíè÷åíèé íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïîëè-
íîìèàëüíî ðàçðåøèìîé è äëÿ íåå ïðåäëîæåí íîâûé òî÷íûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ c ëó÷øåé âðåìåííîé òðóäîåìêîñòüþ èç èçâåñòíûõ â
ëèòåðàòóðå (ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â [1]).

Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ äëÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà äåðåâå, â òî âðåìÿ
êàê ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ (ïðîèçâîëüíî-
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ãî ÷èñëà óðîâíåé) â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå óñòàíîâëåí. Ïîñòðîåííûé
àëãîðèòì èìååò ëó÷øóþ âðåìåííóþ òðóäîåìêîñòü èç èçâåñòíûõ â
ëèòåðàòóðå.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïîèñêà ñîâåðøåííîãî ïàðîñî-
÷åòàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì n�âåðøèííîì ãðàôå ñî ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûìè ðåáðàìè. Ïðåäëîæåí íîâûé áûñòðûé ïðèáëèæåííûé àëãî-
ðèòì ðåøåíèÿ. Ïðîâåäåí ïîëíûé âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç àëãîðèòìà
ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ òåõíèê � íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà è òåîðåìû
Ïåòðîâà. Â ÿâíîì âèäå óñòàíîâëåíû îöåíêè êà÷åñòâà àëãîðèòìà è
íàéäåíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè, ÷òî äåëàåò âîçìîæ-
íûì åãî äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå. Ðàíåå èçâåñòíûé àëãîðèòì [3] ðå-
øàåò äàííóþ çàäà÷ó ñ àíàëîãè÷íîé òðóäîåìêîñòüþ, îäíàêî îí íå
èìååò îöåíîê òî÷íîñòè, âûðàæåííûõ â ÿâíîì âèäå.

Èññëåäîâàëàñü çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû
ïðîèçâîäñòâà íà ñëó÷àéíûõ âõîäàõ, êîãäà òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû
çàäàþòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà öåëî÷èñëåííîì îòðåç-
êå. Äëÿ äàííîé çàäà÷è èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ [4], [6], êîòîðûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ îöåíîê òî÷íîñòè
íàêëàäûâàþò äîñòàòî÷íî æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíûå äàííûå
çàäà÷è. Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ïðèáëèæåííûå àëãî-
ðèòìû ðåøåíèÿ äëÿ äâóõ ïîñòàíîâîê � ñ îäèíàêîâûìè è ñ ïðî-
èçâîëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà. Äëÿ îáîèõ
àëãîðèòìîâ â ÿâíîì âèäå óñòàíîâëåíû îöåíêè òî÷íîñòè è óñëîâèÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè, êîòîðûå íå íàêëàäûâàþò ñòîëü ñóùå-
ñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è, êàê àëãîðèòìû
[4], [6].

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íîñÿò òåîðåòè-
÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå òî÷íûå è ïðè-
áëèæåííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äî-
êëàäûâàëèñü íà Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êîíôåðåí-
öèÿõ (Íîâîñèáèðñê, 2008, 2009), íà Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî
èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé EURO�XXIII (Áîíí, 2009), íà Ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è àëãîðèòìàì
ODSA�2010 (Ðîñòîê, 2010), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ"(Åêàòåðèíáóðã, 2011),
íà Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè
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CO�2012 (Îêñôîðä, 2012), íà Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè ECCO�XXVI (Ïàðèæ, 2013), íà Ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî Äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èññëåäîâàíèþ
îïåðàöèé DOOR�2013 (Íîâîñèáèðñê, 2013), íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è Èíñòèòóòà âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 13
ðàáîò, â òîì ÷èñëå 3 ñòàòüè â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 111
ñòðàíèöàõ, ñîäåðæèò ââåäåíèå, ÷åòûðå ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê
ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè, áëàãîäàðíîñòè è ñïèñîê
ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùèé 64 íàèìåíîâàíèÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà öåïè ñ îäèíàêîâûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ïðåäëîæåí òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ,
èìåþùèé òðóäîåìêîñòü O(m4n2), ÷òî íà ïîðÿäîê óñèëèâàåò ëó÷-
øèé èç èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå ðåçóëüòàòîâ (n � ÷èñëî ïóíêòîâ
ñïðîñà, m � ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà). Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ìîäèôè-
êàöèåé ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [1].

2. Äëÿ äâóõýòàïíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà íà äåðåâå
ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, èìåþùèé òðó-
äîåìêîñòüO(m3n), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ðåçóëüòàòîì èç èçâåñòíûõ
â ëèòåðàòóðå.

3. Äëÿ çàäà÷è ïîèñêà ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â n-âåðøèí-
íîì ãðàôå ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûìè ðåáðàìè ïðåäëîæåí ïðèáëè-
æåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n log n). Ïðîâåäåí
âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç ðàáîòû àëãîðèòìà, â ÿâíîì âèäå óñòàíîâ-
ëåíû îöåíêè òî÷íîñòè è íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì.

4. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿì íà îáúåìû ïðîèçâîä-
ñòâà íà ñëó÷àéíûõ âõîäàõ ïðåäëîæåíû ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû
ðåøåíèÿ ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n logm) (â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ îãðàíè-
÷åíèé) è O(n2(1−θ)m) (â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åíèé), óñòà-
íîâëåíû îöåíêè òî÷íîñòè è óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè äëÿ
îáîèõ àëãîðèòìîâ.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè,
îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäèòñÿ
îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàöèé çàäà÷è ðàç-
ìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ íà öåïè
ñ îäèíàêîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, äëÿ ðåøå-
íèÿ êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü
I = {i1, . . . , im} îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ðàçìå-
ùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà, J = {j1, . . . , jn}
� ìíîæåñòâî ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ äàííîãî ïðîäóêòà. Òîãäà çàäà÷ó
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îäèíàêîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúå-
ìû ïðîèçâîäñòâà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

C(S, x) =
∑
i∈S

g0i +
∑
i∈S

∑
j∈J

gijxij → min
(S⊆I, x)

, (1)

∑
i∈S

xij = bj , j ∈ J, (2)

∑
j∈J

xij ≤ d, i ∈ I, (3)

xij ≥ 0, öåëûå, i ∈ I, j ∈ J, (4)

ãäå S ⊆ I îáîçíà÷àåò èñêîìûé íàáîð îòêðûâàåìûõ ïóíêòîâ ïðîèç-
âîäñòâà (ïðåäïðèÿòèé), g0i � ñòîèìîñòü îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ â
ïóíêòå i ∈ I, d � ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü ïðåäïðèÿòèé èç I,
bj � îáúåì ïîòðåáëÿåìîãî ïóíêòîì ñïðîñà j ïðîäóêòà, gij � ñòîè-
ìîñòü äîñòàâêè åäèíèöû ïðîäóêöèè îò âîçìîæíîãî ïóíêòà ïðîèç-
âîäñòâà i ê êëèåíòó j. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ ìíîæåñòâîì
S è âåëè÷èíàìè x = (xij) áóäåì îáîçíà÷àòü (S, x).

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà I è J ÿâëÿþò-
ñÿ âåðøèíàìè íåêîòîðîãî ïóòåâîãî ãðàôà G = (V,E), V = I ∪ J , c
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íåîòðèöàòåëüíûìè äëèíàìè ðåáåð dij , à ñòîèìîñòü äîñòàâêè åäèíè-
öû ïðîäóêöèè gij , i ∈ I, j ∈ J , îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé êðàò÷àéøåãî
ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j â ãðàôå G.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
îáúåìû ïðîèçâîäñòâà íà ïóòåâîì ãðàôå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, ïî-
ñêîëüêó ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäçàäà÷è âàðèàíò çàäà÷è î ðþêçà-
êå (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âñå ðåáðà ãðàôà èìåþò
íóëåâóþ äëèíó). Îäíàêî, åñëè ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå
ïðåäïðèÿòèÿ èìåþò îäèíàêîâîå îãðàíè÷åíèå íà îáúåì ïðîèçâîäè-
ìîãî ïðîäóêòà, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé
è äëÿ íå¼ â ðàáîòå [1] áûë ïîñòðîåí òî÷íûé àëãîðèòì ñ âðåìåí-
íîé òðóäîåìêîñòüþ O(m5n2 +m3n3). Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ
ìîäèôèêàöèÿ ïðåäëîæåííîãî â [1] àëãîðèòìà � òî÷íûé ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì, èìåþùèé íà ïîðÿäîê ìåíüøóþ òðóäîåìêîñòü ïî
îáîèì ïàðàìåòðàì O(m4n2).

Â ðàçäåëàõ 1.2-1.3 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåð-
æäåíèÿ, ââåäåííûå â [1], êîòîðûå îïèñûâàþò ñâîéñòâà íåêîòîðûõ
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñôîðìóëèðî-
âàííóþ âûøå çàäà÷ó êàê çàäà÷ó íà ïðÿìîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, áó-
äåì ïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâà I = {i1, . . . , im} è J = {j1, . . . , jn}
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâà òî÷åê íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïðè÷åì
i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ im è j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jn. Ñòîèìîñòü îáñëóæèâàíèÿ
gij , i ∈ I, j ∈ J , â òàêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
òî÷êàìè i è j íà ïðÿìîé.

Äëÿ ëþáûõ i′ ≤ i′′ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî σ ⊆ I ñåãìåíòîì
ïðåäïðèÿòèé è îáîçíà÷àòü åãî σ = [i′, i′′], åñëè σ = {i′, . . . , i′′}.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáûõ j′ ≤ j′′ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî τ ⊆
J ñåãìåíòîì êëèåíòîâ è îáîçíà÷àòü åãî τ = [j′, j′′], åñëè τ =
{j′, . . . , j′′}.

Ïóñòü (S, x) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4). Ìû áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî i ∈ I îáñëóæèâàåò êëèåíòà j ∈ J , åñëè xij > 0. Ïóíêò
ïðîèçâîäñòâà i ∈ I áóäåì íàçûâàòü íàñûùåííûì, åñëè

∑
j∈J xij = d

è íåíàñûùåííûì, åñëè 0 <
∑

j∈J xij < d. Îòìåòèì, ÷òî íàñûùåí-
íûå è íåíàñûùåííûå ïóíêòû ïðîèçâîäñòâà îáÿçàòåëüíî äîëæíû
áûòü îòêðûòûìè. Áóäåì íàçûâàòü ñåãìåíò ïðåäïðèÿòèé σ ïðî-
ñòûì, åñëè îí ñîäåðæèò îòêðûòûå ïóíêòû ïðîèçâîäñòâà è ìàê-
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ñèìóì îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íåíàñûùåííûì.
Ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, îïèñû-

âàþùåå ñâîéñòâî íåêîòîðûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, êîòîðîå ñóùå-
ñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðåøåíèÿ:

Ëåììà 1. Ëþáàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ íà öåïè ñ îäèíàêîâûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,
â êîòîðîì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà I ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ ñåãìåí-
òîâ ïðåäïðèÿòèé, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå èìåþò îáùåãî êëè-
åíòà.

Â ðàçäåëå 1.4 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà AUCFLP ðåøå-
íèÿ çàäà÷è. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ âñåõ i′, i′′ ∈
I, j′, j′′ ∈ J , ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäçàäà÷è ñî ìíîæåñòâîì çàâîäîâ
[i′, i′′] è ìíîæåñòâîì êëèåíòîâ [j′, j′′], ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåãìåíò
ïðåäïðèÿòèé [i′, i′′] ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êàæ-
äîé òàêîé ïîäçàäà÷è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Qi′,i′′(j

′, j′′). Äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ÿâíûì âèäîì âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ Qi′,i′′(j

′, j′′), êîòîðûå ìîãóò áûòü ýôôåê-
òèâíî âû÷èñëåíû. Óìåíüøåíèå íà ïîðÿäîê òðóäîåìêîñòè àëãîðèò-
ìà ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàííûì â [1], äîñòèãàåòñÿ
èìåííî çà ñ÷åò áîëåå áûñòðîãî ìåòîäà ïîäñ÷åòà äàííûõ âåëè÷èí.

Â ðàçäåëå 1.5 îáîñíîâûâàåòñÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà:

Òåîðåìà 1. Àëãîðèòì AUCFLP íàõîäèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ (1)�(4) íà öåïè ñ îäèíàêîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà çà âðåìÿ O(m4n2).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõýòàïíàÿ çàäà÷à ðàçìå-
ùåíèÿ íà äåðåâå, èäåÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé áûëà àíîíñèðîâàíà â ðàáî-
òå [2] áûëà àíîíñèðîâàíà èäåÿ ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå îïèñàí
è îáîñíîâàí àëãîðèòì äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. ÏóñòüN = {1, . . . , n}
� ìíîæåñòâî ïóíêòîâ ñïðîñà êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, àMr ⊂ N � ìíî-
æåñòâî âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé r-ãî ýòàïà,
r = 1, 2. Èçâåñòíû çàòðàòû gri ≥ 0 íà ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèÿ r-ãî
ýòàïà â ïóíêòå i ∈ Mr. Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà ïîòðåáëåíèÿ j ∈ N
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çàäàí îáúåì ñïðîñà bj ≥ 0. Òàêæå çàäàíû òðàíñïîðòíûå çàòðà-
òû cij ≥ 0, ñâÿçàííûå ñ äîñòàâêîé åäèíèöû ïðîäóêöèè èç ïóíêòà
i â ïóíêò j. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ñïðîñà ïóíêòà j ∈ N íåîáõîäè-
ìûé îáúåì ïðîäóêòà bj äîëæåí ïðîéòè ïî ñëåäóþùåé öåïî÷êå: îò-
êðûòîå ïðåäïðèÿòèå 2-ãî ýòàïà → îòêðûòîå ïðåäïðèÿòèå 1-ãî ýòà-
ïà → ïóíêò j. Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäïðèÿòèå
i ∈ Mr, r = 1, 2, ó÷àñòâóåò â îáñëóæèâàíèè ïóíêòà ñïðîñà j ∈ N ,
åñëè i çàäåéñòâîâàíî â öåïî÷êå ïðåäïðèÿòèé, ÷åðåç êîòîðûå j ïî-
ëó÷àåò êîíå÷íûé ïðîäóêò.

Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïîäìíîæåñòâà ïóíêòîâ ðàçìåùåíèÿ ïðåä-
ïðèÿòèé êàæäîãî ýòàïà Mr, r = 1, 2, è îñóùåñòâèòü íàçíà÷åíèå
âûáðàííûõ ïðåäïðèÿòèé íà ïóíêòû ñïðîñà òàê, ÷òîáû ìèíèìèçè-
ðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû íà îòêðûòèå âñåõ âûáðàííûõ ïðåäïðè-
ÿòèé è íà òðàíñïîðòèðîâêó ïðîäóêòà îò îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé ê
íàäëåæàùèì ïóíêòàì ñïðîñà.

Ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà â òåðìèíàõ âåêòîðîâ íàçíà÷åíèÿ:
πr = (πr

1, . . . , π
r
n) � âåêòîð íàçíà÷åíèÿ ïðåäïðèÿòèé r-ãî ýòàïà,

ãäå πr
j � íîìåð ïóíêòà èç Mr, â êîòîðîì îòêðûòî ïðåäïðèÿòèå r-ãî

ýòàïà, ó÷àñòâóþùåå â îáñëóæèâàíèè ïóíêòà j, r = 1, 2, 1 ≤ j ≤ n,
π = (π1, π2) � ïàðà âåêòîðîâ íàçíà÷åíèÿ, êîòîðóþ ìû òàêæå

áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì çàäà÷è,
Ir(π) = ∪j∈N{πr

j} � ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé r-ãî ýòàïà, çàäåé-
ñòâîâàííûõ â ðåøåíèè π, r = 1, 2.

Äâóõýòàïíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ íàçíà-
÷åíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â êîìïàêòíîì âèäå∑

i∈I1(π)

g1i +
∑

k∈I2(π)

g2k +
∑
j∈N

bj(cπ2
jπ

1
j
+ cπ1

j j
) −→ min

π
.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõýòàïíàÿ çàäà÷à ðàçìå-
ùåíèÿ íà äåðåâå, êîãäà ìàòðèöå òðàíñïîðòíûõ çàòðàò (cij) ìî-
æåò áûòü ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ àöèêëè÷åñêàÿ ñåòü
G = (N,E), ãäå N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî âåðøèí, E = {ek | 1 ≤
k < n} � ìíîæåñòâî ðåáåð. Âåðøèíû â ñåòè ñîîòâåòñòâóþò ïóíê-
òàì ñïðîñà. Ñòîèìîñòü òðàíñïîðòèðîâêè åäèíèöû ïðîäóêòà cij èç
ïóíêòà i â ïóíêò j îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí ðåáåð â öåïè,
ñîåäèíÿþùåé ýòè ïóíêòû.
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Â ðàçäåëå 2.2 ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëè-
ðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ ñïåöèàëüíûìè
ñâîéñòâàìè. Äëÿ êàæäîãî j ∈ N îáîçíà÷èì:

Nj � ìíîæåñòâî ïîòîìêîâ âåðøèíû j (ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî
èñõîäíîãî äåðåâà ñ êîðíåâîé âåðøèíîé j),

Irj (π) = ∪{πr
k | k ∈ Nj} � ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé r-ãî ýòàïà,

ó÷àñòâóþùèõ â îáñëóæèâàíèè êëèåíòîâ Nj â íàçíà÷åíèè π.
Èíäóêòèâíî ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå µj(π) äëÿ ñàìî-

ãî áëèçêîãî ê âåðøèíå j ∈ N ïðåäïðèÿòèÿ âòîðîãî ýòàïà, çàäåé-
ñòâîâàííîãî â íàçíà÷åíèè π: äëÿ êîðíÿ äåðåâà (j = 1) ïîëîæèì
µ1(π) = arg min

k∈I2(π)
c1k, äëÿ âåðøèíû j, 1 < j ≤ n,

µj(π) =


µi(π), åñëè cjµi(π) = min

k∈I2(π)
cjk, ãäå i � ýòî îòåö j,

arg min
k∈I2(π)

cjk, èíà÷å.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâóõýòàïíîé çà-
äà÷è ðàçìåùåíèÿ íà äåðåâå, â êîòîðîì äëÿ ëþáîé âåðøèíû t ∈ N
âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

I1t (π) ⊂ Nt ∪ {π1
t }, I2t (π) ⊂ Nt ∪ {π2

t } ∪ µt(π).

Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì,
âû÷èñëÿþùèé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM =<
M1,M2;N > èñõîäíóþ äâóõýòàïíóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì ñåìåéñòâî ïîäçàäà÷

Mj(i, k, k
′) = {< M1,M2;Nj | π1

j = i, π2
j = k, µj(π) = k′ >,

i ∈ M1, k, k′ ∈ M2, 1 ≤ j ≤ n}.

Îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷èMj(i, k, k
′), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñâîéñòâàì òåîðåìû 2, ÷åðåç Fj(i, k, k
′). Â ñèëó òåîðåìû 2

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è M =< M1,M2;N > (îáî-
çíà÷èì åãî F ∗) âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

F ∗ = min
i∈M1,k,k′∈M2

F1(i, k, k
′).
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Â çàêëþ÷åíèè ðàçäåëà 2.2 îáîñíîâûâàþòñÿ ðåêóððåíòíûå ôîð-
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí Fj(i, k, k

′) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé j ∈
N, i ∈ M1, k, k′ ∈ M2.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà A2FLP äëÿ òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà äåðåâå, à òàê-
æå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò
O(nm3), ãäå m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ïðî-
èçâîäñòâà íà êàæäîì èç ýòàïîâ. Äàííûé àëãîðèòì èìååò ëó÷øóþ
òðóäîåìêîñòü èç âñåõ, èçâåñòíûõ íà òåêóùèé ìîìåíò â ëèòåðàòóðå.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ñîâåðøåííî-
ãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ñëó÷àéíîì ãðàôå, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðåä-
ëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì è îáîñíîâûâàþòñÿ îöåíêè åãî
òî÷íîñòè. Äàííàÿ çàäà÷à áóäåò èñïîëüçîâàíà íàìè â ïîñëåäóþùåì
ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ,
íî îíà âûíåñåíà â îòäåëüíóþ ãëàâó, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëÿåò ñóùå-
ñòâåííûé èíòåðåñ â ñàìîñòîÿòåëüíîé ïîñòàíîâêå.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàí íåîðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô G ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí V , |V | = n, è ìíîæå-
ñòâîì ðåáåð E, êîòîðîå ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì � ëþáàÿ
ïàðà âåðøèí ñîåäèíÿåòñÿ ðåáðîì íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ ñ çà-
äàííîé âåðîÿòíîñòüþ p, 0 ≤ p ≤ 1. Íåîáõîäèìî íàéòè ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è â ðàáîòå [3] ïðåäñòàâëåí ïðèáëèæåííûé àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ è äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî
α > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà β > 0, ÷òî åñëè p(n) > βlogn

n , òî
ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n log n) àëãîðèòì íàõîäèò ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−O(n−α). Ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî â [3] çíà÷åíèÿ α è β íå ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äàííîãî àëãîðèò-
ìà. Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è,
êîòîðûé èìååò àíàëîãè÷íóþ òðóäîåìêîñòü O(n log n), íî ïðè ýòîì
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì â ïîíèìàíèè è èìååò îöåíêè òî÷íîñòè,
âûðàæåííûå â ÿâíîì âèäå.

Â ðàçäåëå 3.2 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîèñêà ñîâåðøåí-
íîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ APM , êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1 Âûäåëÿåì â G ïóòü L çàäàííîé äëèíû. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå
âåðøèíû ïóòè L ïîêðàøåíû â áåëûé öâåò, âåðøèíû V \L ïî-
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êðàøåíû â ÷åðíûé öâåò. Åñëè òàêîé ïóòü ïîñòðîèòü íå óäà-
ëîñü, òî àëãîðèòì ïðåêðàùàåò ñâîþ ðàáîòó.

Ýòàï 2 Ñòðîèì ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå P . Ýòàï ñîñòîèò èç
ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Øàã i, i ≥ 1. Íàõîäèìñÿ â j-îé âåðøèíå ïóòè L (íà øàãå
1 íàõîäèìñÿ â ïåðâîé âåðøèíå ïóòè). Ïðîñìàòðèâàÿ åå
ñïèñîê ñìåæíîñòè, èùåì ðåáðî, èíöèäåíòíîå êàêîé-ëèáî
èç ÷åðíûõ âåðøèí. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

1. Òàêîå ðåáðî ñóùåñòâóåò. Òîãäà ê P äîáàâëÿåì äàí-
íîå ðåáðî è êðàñèì âòîðóþ âåðøèíó â áåëûé öâåò.
Áåðåì (j+1)-óþ âåðøèíó ïóòè L è ïåðåõîäèì ê ñëå-
äóþùåìó øàãó.

2. Òàêîãî ðåáðà íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà ê P äîáàâëÿåì
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå j-óþ è (j +1)-óþ âåðøèíó ïóòè
L. Áåðåì (j + 2)-óþ âåðøèíó ïóòè L è ïåðåõîäèì ê
ñëåäóþùåìó øàãó.

Äåéñòâóåì òàêèì îáðàçîì, ïîêà íå äîéäåì äî êîíöà ïóòè L.
Åñëè ïðè ýòîì âñå âåðøèíû ãðàôà îêàæóòñÿ ïîêðàøåíû â
áåëûé öâåò, òî âòîðîé ýòàï ñðàáîòàë óñïåøíî è ñîâåðøåííîå
ïàðîñî÷åòàíèå P ïîñòðîåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî
ïðîèçîøëî íåñðàáàòûâàíèå àëãîðèòìà.

Â ðàçäåëå 3.3 ïîêàçàíî, ÷òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà APM èìå-
åò ïîðÿäîê O(n2p).

Â ðàçäåëå 3.4 ïðîâîäèòñÿ ïîäðîáíûé âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç àë-
ãîðèòìà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâà ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà èñ-
ïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè (ε, δ), ïðåäëîæåí-
íîå Ý.Õ. Ãèìàäè, Í.È. Ãëåáîâûì è Â.À. Ïåðåïåëèöåé. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî àëãîðèòì A èìååò îöåíêè òî÷íîñòè (εn, δn) â êëàññå Kn

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðàçìåðíîñòè n, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P
{C(xA)− C(x∗)

C(x∗)
> εn

}
≤ δn,

ãäå x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è In, xA

� ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà A, P{S} � âåðî-
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ÿòíîñòü ñîáûòèÿ S, εn � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷àåìîãî
ðåøåíèÿ, δn � âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ àëãîðèòìà A.

Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì â êëàññå çàäà÷
K =

∪∞
n=1Kn, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóþò òàêèå îöåíêè (εn, δn), ÷òî

εn → 0, δn → 0 ïðè n → ∞.
Â ïóíêòå 3.4.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ ïåð-

âîãî ýòàïà àëãîðèòìà. Â ïóíêòàõ 3.4.2�3.4.4 ïðîâîäèòñÿ ïîëíûé âå-
ðîÿòíîñòíûé àíàëèç âòîðîãî ýòàïà àëãîðèòìà. Â ïóíêòå 3.4.2 ââî-
äÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è îïèñûâàåòñÿ îñíîâ-
íàÿ èäåÿ îöåíêè êà÷åñòâà îñóùåñòâëåíèÿ âòîðîãî ýòàïà. Â ïóíêòå
3.4.3 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè íåðàâåíñòâà ×å-
áûøåâà è óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ àëãîðèòìà.
Â ïóíêòå 3.4.4 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå ïðîäâè-
íóòîé è òðåäîåìêîé òåõíèêè òåîðåìû Ïåòðîâà, êîòîðûé ïîçâîëèë
óñòàíîâèòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó è äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3. Ïðè p ≥ λ lnn
n , λ > 4, àëãîðèòì APM îòûñêàíèÿ ñî-

âåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ñëó÷àéíîì ãðàôå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-

òè÷åñêè òî÷íûì è èìååò âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ O
(
n−λ−4

10

)
.

Â ðàçäåëå 3.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà APM ê
ñëó÷àéíîìó îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó, êîãäà ìåæäó ëþáûìè äâó-
ìÿ âåðøèíàìè ñ âåðîÿòíîñòüþ p ñóùåñòâóåò ðåáðî â êàæäîì èç
íàïðàâëåíèé, è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 4. Ïðè p ≥ λ lnn
2n , λ > 4, àëãîðèòì APM çà âðåìÿ O(n log n)

íàõîäèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ñëó÷àéíîì îðèåíòèðîâàí-
íîì ãðàôå ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè n → ∞. Âåðîÿò-

íîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ APM íà ãðàôàõ òàêîãî âèäà åñòü O
(
n−λ−4

10

)
.

Â ðàçäåëå 3.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà APM ê
ñëó÷àéíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô
G ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí V = S ∪T, |S| = n, |T | = n. Êàæäîå ðåá-
ðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó s ∈ S ñ âåðøèíîé t ∈ T , ïîÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ðåáåð ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå
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Òåîðåìà 5. Ïðè p ≥ λ lnn
n , λ > 4, àëãîðèòì APM çà âðåìÿ O(n log n)

íàõîäèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå â ñëó÷àéíîì äâóäîëüíîì ãðà-
ôå ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê 1 ïðè n → ∞. Âåðîÿòíîñòü

íåñðàáàòûâàíèÿ íà ãðàôàõ òàêîãî âèäà åñòü O
(
n−λ−4

6

)
.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðî-
èçâîäñòâà íà ñëó÷àéíûõ âõîäàõ. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ ñ
îäèíàêîâûìè è ïðîèçâîëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèç-
âîäñòâà, äëÿ îáåèõ ïîñòàíîâîê ïðåäëàãàþòñÿ ïðèáëèæåííûå àëãî-
ðèòìû è îáîñíîâûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè.

Â ðàçäåëå 4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ îäèíàêî-
âûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà. Â ïóíêòå 4.1.1 ïðè-
âîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

C(x) =

m∑
i=1

g0i xi +

m∑
i=1

n∑
j=1

gijxij → min
xi,xij

, (5)

m∑
i=1

xij = bj , j ∈ J, (6)

n∑
j=1

xij ≤ dixi, i ∈ I, (7)

xij ≥ 0, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (8)

Â äàííîì ðàçäåëå ñ÷èòàåì, ÷òî îáúåìû ïðîèçâîäñòâà âñåõ ïðåä-
ïðèÿòèé îäèíàêîâûå

di = d, i ∈ I. (9)

Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû gij ,
i ∈ I, j ∈ J , � çíà÷åíèÿ, çàäàííûå íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè èç êëàññà U [1, r] (êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîâåðî-
ÿòíî ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç öåëî÷èñëåííîãî ñåãìåíòà [1, r], r �
çàäàííîå öåëîå ÷èñëî).

Â ïóíêòàõ 4.1.2�4.1.3 ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îïðå-
äåëåíèÿ è îïèñûâàåòñÿ èäåÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ. ×åðåç m0 îáîçíà-
÷èì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðåäïðèÿòèé, íåîáõîäèìîå äëÿ óäî-
âëåòâîðåíèÿ ïîòðåáíîñòåé âñåõ ïóíêòîâ ñïðîñà m0 = ⌈

∑
i∈J bj/d⌉.
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×åðåç I0 îáîçíà÷èì íàáîð èç m0 ïðåäïðèÿòèé ìíîæåñòâà I,
èìåþùèõ íàèìåíüøóþ ñòîèìîñòü îòêðûòèÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ
k > 0 è m0 > t ≥ 0 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå n = km0 + t. Ðàçîáüåì
ìíîæåñòâî J íà k+1 ïîäìíîæåñòâ J1, . . . , Jk+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

J1 = {1, . . . , t},
Js = {t+ (s− 2)m0 + 1, . . . , t+ (s− 1)m0}, 2 ≤ s ≤ k + 1.

Îòêðûâ ïðåäïðèÿòèÿ â ïóíêòàõ èç I0, ìû ïîëó÷àåì òðàíñïîðò-
íóþ çàäà÷ó ïî äîñòàâêå ïðîäóêòà èç ïóíêòîâ ìíîæåñòâà I0 â ïóíê-
òû ìíîæåñòâà J . Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíûå çàäà÷è (I0, Js), 1 ≤
s ≤ k + 1, â êàæäîé èç êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïîñòàâèòü ïðîäóêò èç
I0 â Js. Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è (I0, Js), 1 ≤ s ≤ k, áóäåì èñ-
êàòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî êîììóíèêàöèè åäèíè÷íîé ñòîèìîñòè (äëÿ
êîòîðûõ gij = 1). Ïðè÷åì èùåì òàêîå ðåøåíèå, â êîòîðîì êàæ-
äûé ïðîèçâîäèòåëü èç I0 îáñëóæèâàåò ðîâíî îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ èç
Js, 1 ≤ s ≤ k, è ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿåò åãî ñïðîñ. Äëÿ ðåøåíèÿ
êàæäîé òàêîé ïîäçàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì APM , ïîñòðîåí-
íûé â ãëàâå 3. Åñëè òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèì ðåøåíèå äëÿ âñåõ
çàäà÷ (I0, Js), 1 ≤ s ≤ k, òî òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèì îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è (I0,∪k

s=1Js). Äëÿ òðàíñïîðòíîé
çàäà÷è (I0, Jk+1) âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Îáú-
åäèíåíèå ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ (I0, Js), 1 ≤ s ≤ k+1 äàñò íàì ðåøåíèå
çàäà÷è (I0, J).

Â ïóíêòå 4.1.4 ïðîâîäèòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç ïîñòðîåííîãî
àëãîðèòìà è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (çäåñü B(n) �
ìàêñèìàëüíàÿ èç ïîòðåáíîñòåé ïóíêòîâ ñïðîñà, B(n) = maxj∈J bj):

Òåîðåìà 6. Ïðè p ≥ λ lnm0
m0

, λ > 10, m0 = nθ äëÿ θ ∈
(

6
λ+2 ,

1
2

)
è

B(n) = o
(
n1−2θ

)
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ (5) − (9)

íà âõîäíûõ äàííûõ, çàäàííûõ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èç êëàññà
U [1, r], èìååò òðóäîåìêîñòü O(n logm0), îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåø-

íîñòü B(n)
n1−2θ è âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ O

(
n1−θ λ+2

6

)
.

Â ðàçäåëå 4.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà. Â ïóíêòå 4.2.1 äà-
åòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâëåííîé â
ïóíêòå 4.1.1 ëèøü îòñóòñòâèåì îãðàíè÷åíèÿ (9).

15



Â ïóíêòå 4.2.2 ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà, ïðåäëî-
æåííîãî â 4.1.3, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ñ ïðîèçâîëüíû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ñóòü ìîäèôèêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â äîáàâëåíèè
äîïîëíèòåëüíîãî øàãà, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò âûáîð ìíîæåñòâà
îòêðûâàåìûõ ïðåäïðèÿòèé.

Â ïóíêòå 4.2.3 ïðîâîäèòñÿ âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç àëãîðèòìà è
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (çäåñü Dmax(n) è Dmin(n)
� ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ïðåäïðèÿòèé èç I ñîîò-
âåòñòâåííî):

Òåîðåìà 7. Ïðè p ≥ λ lnm0
m0

, λ > 10, m0 = nθ äëÿ θ ∈
(

6
λ+2 ,

1
2

)
è

B(n) = o
(
n1−2θ

)
, Dmax(n) − Dmin(n) = o

(
n1−2θ

)
, àëãîðèòì ðå-

øåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ (5)-(8) íà âõîäíûõ äàííûõ, çàäàííûõ
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èç êëàññà U [1, r], èìååò òðóäîåìêîñòü

O(n2(1−θ)m), îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü B(n)+(Dmax(n)−Dmin(n))
n1−2θ

è âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ O
(
n1−θ λ+2

6

)
.
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