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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà êëàññèôèêàöèè
âîçìîæíûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷÷è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåò-
ðèê íà ãðóïïàõ Ëè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà êðè-
âèçíó ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î åãî ãåî-
ìåòðè÷åñêîì è òîïîëîãè÷åñêîì ñòðîåíèè. ßðêèì ïðèìåðîì ýòîãî ÿâëÿåò-
ñÿ òåîðåìà Ìàéåðñà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ
ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé Ðè÷÷è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è èìååò êîíå÷íóþ
ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó [22].

Äëÿ îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé êðèâèçíà Ðè÷÷è åùå áîëåå
èíôîðìàòèâíà. Íàïðèìåð, ñîãëàñíî òåîðåìå Áîõíåðà îäíîðîäíîå ðèìàíî-
âî ìíîãîîáðàçèå îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû Ðè÷÷è îáÿçàíî áûòü íåêîìïàêò-
íûì [12]. Äëÿ çàäàííîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H (ãäå H � êîì-
ïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Ëè G) åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ îòûñêàòü îáùèå
ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ðè÷÷è äëÿ âñåâîçìîæíûõ G-èíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ
ìåòðèê íà ïðîñòðàíñòâå G/H. Ýòó ïðîáëåìó ìîæíî óòî÷íèòü è êîíêðåòè-
çèðîâàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ � ðàññìîò-
ðåòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêîâû âîçìîæíûå ñèãíàòóðû îïåðàòîðîâ Ðè÷÷è
G-èíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå G/H?

Åñòü îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè
ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ðàçðåøåí. Áëàãîäàðÿ ðàáîòå Äæ. Ìèë-
íîðà [21] ìû çíàåì îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå 3. Ðàáîòû
[11, 18, 26] äàþò îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äëÿ âñåõ ÷åòûðåõìåðíûõ
îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, îòëè÷íûõ îò ãðóïï Ëè. ×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû
äëÿ ãðóïï Ëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Äæ. Ìèëíîðà [21], Ô. Íàáîííàíà [23],
È. Äîòòè [17], Ä. ×åíà [14] è äð.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíàÿ ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ρ íà ãðóï-
ïå Ëè G îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Q íà àëãåáðå Ëè g ãðóïïû G

è, íàîáîðîò, êàæäîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Q íà g èíäóöèðóåò ëåâîèíâà-
ðèàíòíóþ ìåòðèêó ρ íà ãðóïïå G, òî ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ðàññìàò-
ðèâàåìóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ àëãåáð Ëè.

Âåùåñòâåííûå ÷åòûðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè êëàññèôèöèðîâàíû Ã.Ì. Ìó-
áàðàêçÿíîâûì [7] (ñì. òàêæå [10, 15, 16, 25]). Íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè
ðàçìåðíîñòè ïÿòü áûëè êëàññèôèöèðîâàíû Â. Â. Ìîðîçîâûì [5]. Â äèññåð-
òàöèè èñïîëüçóåòñÿ íóìåðàöèÿ èç ðàáîòû [7].
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Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷÷è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðè-
ìàíîâûõ ìåòðèê íà ãðóïïàõ Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ðàáîòû ñëåäóþùèå:

1. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷-
÷è äëÿ âñåõ óíèìîäóëÿðíûõ ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 4;

2. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷-
÷è äëÿ âñåõ íåóíèìîäóëÿðíûõ ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 4;

3. Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷-
÷è äëÿ âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 5.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé îðèåíòèðîâàíà íà èñ-

ïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè,
ëèíåéíîé àëãåáðû, òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò èññëåäîâàíèÿ Ô. Íàáîííàíà [23],
Ä. ×åíà [14] è ñîäåðæèò íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ãåîìåòðèè ÷åòûðåõìåðíûõ è
ïÿòèìåðíûõ îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäî-
âàíà ðåàëèçóåìîñòü ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷÷è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíî-
âûõ ìåòðèê äëÿ êàæäîé ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïû Ëè è êàæäîé ïÿòèìåðíîé
íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè. Ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ðà-
áîòàòü ñ ìåòðè÷åñêèìè àëãåáðàìè Ëè ìàëîé ðàçìåðíîñòè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäó-

þùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: VIII âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ
êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ïðîáëåìû ñîöè-
àëüíîãî è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ â ñîâðåìåííîì ìèðå� (Ðóáöîâñê,
2006 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè
Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 2006 ã.); Ðåãèîíàëüíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ íà Àëòàå (Áàðíàóë, 2006 ã.); IX âñåðîññèéñêàÿ
íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ �Ïðîáëåìû ñîöèàëüíîãî è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ â ñîâðåìåí-
íîì ìèðå� (Ðóáöîâñê, 2007 ã.); X âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ �Ïðîáëåìû ñîöèàëüíîãî
è íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ â ñîâðåìåííîì ìèðå� (Ðóáöîâñê, 2008 ã.);
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Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðà-
çîâàíèå â ðåãèîíàõ Ðîññèè� (Áàðíàóë, 2008 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåí-
öèÿ �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Òåî-
ðèÿ ïðèáëèæåíèé�, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáî-
ëåâà (Íîâîñèáèðñê, 2008 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �X Áå-
ëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ� (Ìèíñê, 2008 ã.); Àëòàéñêàÿ ãî-
ñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ (ñåìèíàð êàôåäðû ãåîìåòðèè è
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. Å.Ä. Ðî-
äèîíîâà) � 2009 ã.; Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (ñåìèíàð ïî ãåîìåòðèè,
òîïîëîãèè è èõ ïðèëîæåíèÿì ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ È.À. Òàé-
ìàíîâà) � 2009 ã.; Êåìåðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (ñåìèíàð ïî
ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. Í.Ê. Ñìîëåíöåâà) � 2009 ã.
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (ñåìèíàð îòäåëà ãåîìåòðèè è àíàëèçà ïîä
ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà) � 2009 ã. Êðîìå òîãî, âñå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû â ðàçíîå âðåìÿ äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ðóáöîâñêîãî èíäóñòðèàëüíîãî èíñòèòóòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî âå-
äóùèì íàó÷íûì øêîëàì Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ãðàíò ÍØ� 5682.2008.1).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò. Â ñîâìåñò-

íûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ ñ Þ.Ã. Íèêîíîðîâûì èìååò ìåñòî íåäåëèìîå
ñîàâòîðñòâî.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Íóìåðàöèÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ â
äèññåðòàöèè ñîñòîèò èç òðåõ ÷èñåë, ïåðâîå èç êîòîðûõ îáîçíà÷àåò íîìåð
ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ðàçäåëà, òðåòüå � íîìåð óòâåðæäåíèÿ äàííîãî òè-
ïà. Äëÿ òàáëèö è ôîðìóë èñïîëüçóåòñÿ ñïëîøíàÿ íóìåðàöèÿ. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 146 ñòðàíèö, áèáëèîãðàôèÿ ñîñòîèò èç 57 íàèìå-
íîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Êàæäàÿ ãëàâà, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèòà íà íåñêîëüêî ðàçäåëîâ.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, äàåòñÿ
îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìûõ ïðîáëåì è ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå
èçëîæåíèå äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ìåò-
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ðè÷åñêèõ àëãåáðàõ Ëè è ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷å-
ñêèõ îïåðàòîðîâ.
Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñèãíàòóð êðèâèç-

íû Ðè÷÷è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ÷åòûðåõìåðíûõ óíè-
ìîäóëÿðíûõ ãðóïïàõ Ëè è îñíîâàíà íà ñîâìåñòíîé ñ Þ.Ã. Íèêîíîðîâûì
ðàáîòå [37].

Òàáëèöà 1

� Ñèãíàòóðà � Ñèãíàòóðà � Ñèãíàòóðà
1 (−,−,−,−) 6 (−,−, +,+) 11 (0, 0, 0, 0)
2 (−,−,−, 0) 7 (−, 0, 0, 0) 12 (0, 0, 0, +)
3 (−,−,−,+) 8 (−, 0, 0, +) 13 (0, 0, +,+)
4 (−,−, 0, 0) 9 (−, 0, +, +) 14 (0, +,+, +)
5 (−,−, 0, +) 10 (−, +, +,+) 15 (+,+, +, +)

Òàáëèöà 2

Àëãåáðà Ëè Íåíóëåâûå êîììóòàòîðû
4A1

A3,1 ⊕A1 [e2, e3] = e1

A3,4 ⊕A1 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2

A3,6 ⊕A1 [e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1

A3,8 ⊕A1 [e1, e2] = −e3, [e3, e1] = e2, [e2, e3] = e1

A3,9 ⊕A1 [e1, e2] = e3, [e3, e1] = e2, [e2, e3] = e1

A4,1 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2

A−2
4,2 [e1, e4] = −2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3

Aα,−1−α
4,5 , α ∈ (−1,−1/2] [e1, e4] = e1, [e2, e4] = αe2, [e3, e4] = −(1 + α)e3

A−2β,β
4,6 , β ∈ (0, +∞) [e1, e4] = −2βe1, [e2, e4] = βe2 − e3, [e3, e4] = e2 + βe3

A4,8 [e2, e3] = e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = −e3

A4,10 [e2, e3] = e1, [e2, e4] = −e3, [e3, e4] = e2

Â ïåðâîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ ðàçëîæèìûå óíèìîäó-
ëÿðíûå àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2.1.1 Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ðàçëîæèìàÿ ÷å-

òûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè âèäà 4A1 èëè A3,i ⊕ A1 èç òàáëèöû 2, s � ïðî-
èçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà èç òàáëèöû 1. Òîãäà s ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèã-
íàòóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè â òàáëèöå 3 íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, ñî-
îòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè g, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèãíàòóðå
s, íàõîäèòñÿ çíàê ¾+¿.

Âî âòîðîì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ íåðàçëîæèìûå óíèìî-
äóëÿðíûå àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà

6



Òàáëèöà 3

� ñèãíàòóðû
Àëãåáðà Ëè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

4A1 − − − − − − − − − − + − − − −
A3,1 ⊕A1 − − − − + − − − − − − − − − −
A3,4 ⊕A1 − − + − + + + − − − − − − − −
A3,6 ⊕A1 − − + − + + − − − − + − − − −
A3,8 ⊕A1 − − + − + + + − − − − − − − −
A3,9 ⊕A1 − − + − + + − + + + − + − + −

ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ íåðàçëîæèìàÿ ÷å-

òûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè âèäà A4,i èç òàáëèöû 2, s � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíà-
òóðà èç òàáëèöû 1. Òîãäà s ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèãíàòóðû îïåðàòîðà
Ðè÷÷è äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè â òàáëèöå 4 íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé àë-
ãåáðå Ëè g, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèãíàòóðå s, íàõîäèòñÿ çíàê
¾+¿.

Òàáëèöà 4

� ñèãíàòóðû
Àëãåáðà Ëè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A4,1 − − + − + + − − − − − − − − −
A−2

4,2 − − + − + + − − − − − − − − −
Aα,−1−α

4,5 ,
α ∈ (−1,−1/2)

− − + − + + + − − − − − − − −

A
−1/2,−1/2
4,5 − − − − + − + − − − − − − − −

A−2β,β
4,6 − − + − + + + − − − − − − − −

A4,8 − − + − + + − − − − − − − − −
A4,10 − − + − + + − − − − − − − − −

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèãíàòóð êðèâèçíû Ðè÷÷è ëåâîèí-
âàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ÷åòûðåõìåðíûõ íåóíèìîäóëÿðíûõ ãðóï-
ïàõ Ëè è îñíîâàíà íà ñîâìåñòíîé ñ Þ.Ã. Íèêîíîðîâûì ðàáîòå [36].

Â ïåðâîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû èññëåäóþòñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ñ îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ñèãíàòóðû (−,−, 0, 0). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà
ÿâëÿåòñÿ
Ïðåäëîæåíèå 3.1.3×åòûðåõìåðíàÿ íåóíèìîäóëÿðíàÿ ðàçðåøèìàÿ àë-

ãåáðà Ëè g ñ òðåõìåðíûì àáåëåâûì èäåàëîì äîïóñêàåò ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ñ îïåðàòîðîì Ðè÷÷è ñèãíàòóðû (−,−, 0, 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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Òàáëèöà 5

Àëãåáðà Ëè Íåíóëåâûå êîììóòàòîðû
A2 ⊕ 2A1 [e1, e2] = e2

2A2 [e1, e2] = e2, [e3, e4] = e4

A3,2 ⊕A1 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2

A3,3 ⊕A1 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2

Aα
3,5 ⊕A1,

0 < |α| < 1
[e1, e3] = e1, [e2, e3] = αe2

Aα
3,7 ⊕A1, α > 0 [e1, e3] = αe1 − e2, [e2, e3] = e1 + αe2

Aα
4,2, α 6= 0,

α 6= −2
[e1, e4] = αe1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3

A4,3 [e1, e4] = e1, [e3, e4] = e2

A4,4 [e1, e4] = e1, [e2, e4] = e1 + e2, [e3, e4] = e2 + e3

Aα,β
4,5 , αβ 6= 0,

−1 ≤ α ≤ β ≤ 1,
α + β 6= −1

[e1, e4] = e1, [e2, e4] = αe2, [e3, e4] = βe3

Aα,β
4,6 , α 6= 0,

β ≥ 0, α 6= −2β
[e1, e4] = αe1, [e2, e4] = βe2 − e3, [e3, e4] = e2 + βe3

A4,7 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = e2 + e3

Aβ
4,9, −1 < β ≤ 1 [e2, e3] = e1, [e1, e4] = (1 + β)e1, [e2, e4] = e2, [e3, e4] = βe3

Aα
4,11, α > 0

[e2, e3] = e1, [e1, e4] = 2αe1, [e2, e4] = αe2 − e3,
[e3, e4] = e2 + αe3

A4,12 [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, [e1, e4] = −e2, [e2, e4] = e1

êîãäà îíà èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ àëãåáð Ëè:

A2 ⊕ 2A1, A3,2 ⊕ A1, Aα
3,5 ⊕ A1 (0 < α < 1), Aα

3,7 ⊕ A1,

Aα
4,2 (α ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)), A4,4, Aα,β

4,5 (0 < α < β < 1),

Aα,β
4,6 (α > 0), Aα,0

4,6 .

Âî âòîðîì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû èññëåäóþòñÿ ðàçëîæèìûå íåóíèìîäó-
ëÿðíûå àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå è äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ íåóíèìîäóëÿðíàÿ ðàçëîæèìàÿ ÷å-

òûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè èç òàáëèöû 5, s � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà èç
òàáëèöû 1. Òîãäà s ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèãíàòóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è
äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè â òàáëèöå 6 íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè
g, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèãíàòóðå s, íàõîäèòñÿ çíàê ¾+¿.

Â òðåòüåì ðàçäåëå òðåòüåé ãëàâû èññëåäóþòñÿ íåðàçëîæèìûå íåóíè-
ìîäóëÿðíûå àëãåáðû Ëè ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå è äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 3.3.1 Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ íåóíèìîäóëÿðíàÿ íåðàçëîæèìàÿ

÷åòûðåõìåðíàÿ àëãåáðà Ëè èç òàáëèöû 5, s � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà èç
òàáëèöû 1. Òîãäà s ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèãíàòóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è
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Òàáëèöà 6

� ñèãíàòóðû
Àëãåáðà Ëè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A2 ⊕ 2A1 − − − + + − − − − − − − − − −
2A2 + + + + + + − − − − − − − − −
A3,2 ⊕A1 − + + + + + − − − − − − − − −
A3,3 ⊕A1 − + + − − − − − − − − − − − −
Aα

3,5 ⊕A1, α ∈ (−1, 0) − − + − + + − − − − − − − − −
Aα

3,5 ⊕A1, α ∈ (0, 1) − + + + + + − − − − − − − − −
Aα

3,7 ⊕A1 − + + + + + − − − − − − − − −

Òàáëèöà 7

� ñèãíàòóðû
Àëãåáðà Ëè 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Aα
4,2, α < 0, α 6= −2 − − + − + + − − − − − − − − −

Aα
4,2, α > 0, α 6= 1 + + + + + + − − − − − − − − −

A1
4,2 + + + − − − − − − − − − − − −

A4,3 − − + − + + − − − − − − − − −
A4,4 + + + + + + − − − − − − − − −
Aα,α

4,5 , α ∈ [−1,− 1
2 ) − − + − − − − − − − − − − − −

Aα,α
4,5 , α ∈ (− 1

2 , 0) − − − − − + − − − − − − − − −
Aα,1

4,5 , α ∈ [−1, 0) − − + − − − − − − − − − − − −
Aα,α

4,5 , α ∈ (0, 1) + + + − − − − − − − − − − − −
Aα,1

4,5 , α ∈ (0, 1) + + + − − − − − − − − − − − −
A1,1

4,5 + − − − − − − − − − − − − − −
Aα,β

4,5 , α ∈ [−1, 0) − − + − + + − − − − − − − − −
Aα,β

4,5 , α ∈ (0, 1),
α 6= β

+ + + + + + − − − − − − − − −
Aα,β

4,6 , α < 0,
β > 0, α 6= −2β

− − + − + + − − − − − − − − −
Aα,β

4,6 , α > 0 + + + + + + − − − − − − − − −
Aα,0

4,6 − − + + + + − − − − − − − − −
A4,7 + + + + + + − − − − − − − − −
Aβ

4,9, β ∈ (−1, 0) + + + + + + − − − − − − − − −
Aβ

4,9, β ∈ [0, 1) − − + − + + − − − − − − − − −
A1

4,9 − − + − − − − − − − − − − − −
Aα

4,11 + + + + + + − − − − − − − − −
A4,12 + + + + + + − − − − − − − − −

äëÿ íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè â òàáëèöå 7 íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè
g, è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèãíàòóðå s, íàõîäèòñÿ çíàê ¾+¿.
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×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñèãíàòóð êðèâèçíû Ðè÷-
÷è ëåâîèíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ïÿòèìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïïàõ Ëè.

Òàáëèöà 8

Àëãåáðà Ëè Íåíóëåâûå êîììóòàòîðû
5A1

A3,1 ⊕ 2A1 [e2, e3] = e1

A4,1 ⊕A1 [e2, e4] = e1, [e3, e4] = e2

A5,1 [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e2

A5,2 [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3

A5,3 [e3, e4] = e2, [e3, e5] = e1, [e4, e5] = e3

A5,4 [e2, e4] = e1, [e3, e5] = e1

A5,5 [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2

A5,6 [e3, e4] = e1, [e2, e5] = e1, [e3, e5] = e2, [e4, e5] = e3

Òàáëèöà 9

� Ñèãíàòóðà � Ñèãíàòóðà � Ñèãíàòóðà
1 (−,−,−,−,−) 8 (−,−, 0, 0,+) 15 (−,+,+, +, +)
2 (−,−,−,−, 0) 9 (−,−, 0,+, +) 16 (0, 0, 0, 0, 0)
3 (−,−,−,−, +) 10 (−,−,+, +, +) 17 (0, 0, 0, 0, +)
4 (−,−,−, 0, 0) 11 (−, 0, 0, 0, 0) 18 (0, 0, 0, +, +)
5 (−,−,−, 0,+) 12 (−, 0, 0, 0, +) 19 (0, 0, +, +,+)
6 (−,−,−,+, +) 13 (−, 0, 0, +,+) 20 (0, +,+,+, +)
7 (−,−, 0, 0, 0) 14 (−, 0, +,+, +) 21 (+,+,+, +, +)

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 4.1.1 Ïóñòü g � íåêîòîðàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ïÿòèìåðíàÿ àë-

ãåáðà Ëè èç òàáëèöû 8, s � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà èç òàáëèöû 9. Òîãäà s

ðåàëèçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñèãíàòóðû îïåðàòîðà Ðè÷÷è äëÿ íåêîòîðîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà g â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè â òàáëèöå
10 íà ïåðåñå÷åíèè ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãåáðå Ëè g, è ñòðîêè,
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðå s, íàõîäèòñÿ çíàê ¾+¿.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû Ô. Íàáîííàíà
[23], Ä. ×åíà [14] è ñîäåðæèò íîâûå ðåçóëüòàòû ïî ãåîìåòðèè ÷åòûðåõ-
ìåðíûõ è ïÿòèìåðíûõ îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, â ÷àñòíîñòè,
ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ âîçìîæíûõ ñèãíàòóð îïåðàòîðà Ðè÷÷è äëÿ âñåõ
ãðóïï Ëè ðàçìåðíîñòè 4 è äëÿ âñåõ íèëüïîòåíòåíòíûõ ãðóïï Ëè ðàçìåð-
íîñòè 5.
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Òàáëèöà 10

- Àëãåáðà Ëè
� 5A1 A3,1 ⊕ 2A1 A4,1 ⊕A1 A5,1 A5,2 A5,3 A5,4 A5,5 A5,6

1 − − − − − − − − −
2 − − − − − − − − −
3 − − − − + − + + +
4 − − − − − − − − −
5 − − + − + − − + +
6 − − + + + + − + +
7 − − − − − − − − −
8 − + + − + − − − +
9 − − + − + + − − +
10 − − − − + + − − +
11 − − − − − − − − −
12 − − − − − − − − −
13 − − − − − − − − −
14 − − − − − − − − −
15 − − − − − − − − −
16 + − − − − − − − −
17 − − − − − − − − −
18 − − − − − − − − −
19 − − − − − − − − −
20 − − − − − − − − −
21 − − − − − − − − −

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Þ. Ã. Íè-
êîíîðîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó.
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