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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы.
В данной диссертационной работе исследуется класс замкну-

тых ориентируемых трехмерных многообразий, которые являют-
ся разветвленными циклическими накрытиями линзовых прост-
ранств. Как известно, по теореме Александера [3], каждое замкну-
тое ориентируемое трехмерное многообразие разветвленно накры-
вает трехмерную сферу S3. Более того, Хилден [13] и Монтезинос
[19], показали, что для каждого многообразия такое накрытие мо-
жет быть выбрано трехлистным, но при этом, оно не обязательно
будет регулярным.

Среди регулярных накрытий особое место занимают цикли-
ческие накрытия, соответствующие действию циклической груп-
пы. Многообразия, представимые как циклические накрытия S3,
разветвленные над узлами или зацеплениями, являются объекта-
ми интенсивных исследований. В частности, актуальной является
проблема определения для многообразия является ли оно разветв-
ленным циклическим накрытием S3 и описания соответствующе-
го множества ветвления.

Наиболее изученным является случай, когда множеством ветв-
ления является двухмостовый узел или двухмостовое зацепление.
Примеры такого рода хорошо известны: додекаэдральное гипер-
болическое пространство Вебера — Зейферта [24], которое являет-
ся 5–листным строго циклическим накрытием S3, разветвленным
над 2–компонентным зацеплением Уайтхеда; многообразия Фибо-
наччи [12], являющиеся циклическими накрытиями S3, разветв-
ленными над узлом «восьмерка»; дробные многообразия Фибо-
наччи [1], являющиеся циклическими накрытиями S3, разветвлен-
ными над двухмостовыми (2k+ 1

2k ) – узлами. Различные описания
(в терминах фундаментальных многогранников, хирургий Дэна,
разбиений Хегора, кристаллизаций, двулистных разветвленных
накрытий сферы) трехмерных многообразий, являющихся цик-
лическими накрытиями S3, разветвленными над двухмостовыми
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узлами и зацеплениями, приведены в [21].
Интерес к получению различных описаний трехмерных мно-

гообразий с циклической симметрией был связан, в частности,
с вопросом Данвуди из работы [9], где он построил семейство
многообразий, диаграммы Хегора которых имеют циклическую
симметрию. Это семейство замкнутых ориентируемых трехмер-
ных многообразий принято называть многообразиями Данвуди.
Данвуди нашел представления их фундаментальных групп как
групп с циклическим представлением в смысле [14]. Оказалось,
что полиномы, ассоциированные с циклическими представления-
ми, совпадают с полиномами Александера некоторых узлов в S3.
Вопрос Данвуди состоял в следующем: являются ли рассматрива-
емые многообразия циклическими накрытиями S3, разветвленны-
ми над узлами с указанными полиномами Александера? Положи-
тельные ответы на вопрос Данвуди, для многих частных случаев,
были получены в работах [1, 2, 5, 15, 16]. В общем случае резуль-
тат оказался следующим [11, 20]: многообразия Данвуди являют-
ся в точности разветвленными циклическими накрытиями (1, 1)–
узлов, т.е. узлов, допускающих 1–мостовое представление рода 1.

Другими словами, многообразия Данвуди – это циклические
накрытия многообразий, допускающих разбиение Хегора рода
один, разветвленные над 1–мостовыми узлами, лежащими в этих
многообразиях. Напомним, что многообразия, допускающие раз-
биение Хегора рода один – это линзовые пространства L(p, q),
включая S2×S1 = L(0, 1) и S3 = L(1, 0). Класс (1, 1)–узлов содер-
жит двухмостовые узлы и торические узлы в трехмерной сфере.

Существование и единственность циклических разветвленных
накрытий (1, 1)–узлов исследованы в [8]; там же приведен алго-
ритм вычисления фундаментальной группы накрытия. Основан-
ный на этом алгоритме подход к построению полинома Алексан-
дера для (1, 1)–узлов реализован в [17]. Оценки сложности много-
образий Данвуди получены в [4].

Нас будут интересовать трехмерные многообразия которые ле-

4



жат в классе циклических накрытий (1, b)–зацеплений, b > 2.
Напомним определение (g, b)–узлов и зацеплений [11]. Узел

или зацепление L в трехмерном многообразииM3 называют (g, b)–
узлом или (g, b)–зацеплением, если существует разбиение Хегора
рода g вида:

(M3, L) ∼= (Hg, Ab) ∪
ϕ

(H ′
g, A

′
b),

где Hg и H ′
g – полные крендели рода g, M3 = Hg ∪ϕ H ′

g, Sg =
Hg ∩ H ′

g – поверхность рода g, Ab = {a1, . . . , ab} ⊂ Hg и A′
b =

{a′1, . . . , a′b} ⊂ H ′
g – множества собственно вложенных тривиаль-

ных дуг, а ϕ : (∂H ′
g, ∂A

′
b) → (∂Hg, ∂Ab) – гомеоморфизм (см.

рис. 1).

Рис. 1: (g, b)–узлы и зацепления.

Напомним, что множество собственно вложенных дуг Ab =
{a1, . . . , ab} тривиально вложено в Hg, если существует множе-
ство попарно непересекающихся дисков {D1, . . . , Db} в Hg таких,
что ai ∩Di = ai ∩ ∂Di = ai и ∂Di − ai ⊂ ∂Hg.

Отметим, что (0, 1)–узлы являются тривиальными узлами в
трехмерной сфере, а (0, 2)–узлы и (0, 2)–зацепления являются двух-
мостовыми узлами и зацеплениями в трехмерной сфере.

Как видно из приведенных выше результатов, разветвленные
циклические накрытия двухмостовых узлов и зацеплений, а так-
же, (1, 1)–узлов (см. рис. 2) изучены достаточно подробно. На-
много сложнее обстоит дело с разветвленными циклическими на-
крытиями (1, 2)–зацеплений (см. рис. 3). Циклические накрытия
линзовых пространств, разветвленные над зацеплениями с дву-
мя и более компонентами, изучены недостаточно: известны лишь
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Рис. 2: (1, 1)–узлы.

отдельные примеры двулистных накрытий. Например, в [18] раз-
вит метод построения 2–листных разветвленных накрытий про-
странств L(p, q), при которых фундаментальные группы возника-
ющих многообразий являются подгруппами конечного индекса в
группах Коксетера.

Рис. 3: (1, 2) – узлы и зацепления.

В диссертации исследуется класс замкнутых ориентируемых
трехмерных многообразий, являющихся n-листными циклически-
ми накрытиями линзовых пространств. При этом, накрытия раз-
ветвлены над двухкомпонентными зацеплениями.

Известно, что любое замкнутое трехмерное многообразие мо-
жет быть представлено как результат попарного отождествления
граней многогранника. Приведем три наиболее известных приме-
ра такого рода: гомологическая сфера Пуанкаре как результат
отождествления граней сферического 2π/3–додекаэдра; гипербо-
лическое пространство Вебера — Зейферта как результат отож-
дествления граней гиперболического 2π/5–додекаэдра; линзовое
пространство, склеиваемое из бипирамиды.

Многогранник P будем называть фундаментальным для трех-
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мерного многообразия M , если M может быть получено как ре-
зультат попарного отождествления граней P . В работе будет ис-
пользоваться метод описания многообразий через их фундамен-
тальные многогранники. Определяя попарные отождествления
граней многогранников, мы построим бесконечное семейство за-
мкнутых ориентируемых трехмерных многообразий Mn(p, q), где
n > 1, p > 3, 0 < q < p и (p, q) = 1. Будет доказано, что многообра-
зие Mn(p, q) является n-листным циклическим накрытием линзо-
вого пространства L(p, q), разветвленным над двухкомпонентным
зацеплением.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному ру-
ководителю чл.-корр. РАН, д.ф.-м.н. А. Ю. Веснину за постановку
задач и неоценимую поддержку в работе.

Цели работы.
1. Создание и реализация универсального метода построения

фундаментальных многогранников для многообразий, которые
разветвленно циклически накрывают линзовые пространства.

2. Изучение свойств построенных многообразий.
Основные результаты.
1. Разработан универсальный метод построения фундаменталь-

ных многогранников для трехмерных многообразий, n-листно раз-
ветвленно циклически накрывающих линзовые пространства
L(p, q); метод реализован для всех возможных значений парамет-
ров n, p и q.

2. Установлено, что результаты Кавиккиоли, Спаджари и Тел-
лони [7] о свойствах многообразий M25(n) =Mn(3, 1) для четного
n неверны. Ошибки авторов исправлены и дано полное описание
свойств многообразий в этом случае.

3. Для построенных в диссертации бесконечных семейств мно-
гообразий, в случае малых значений параметра n найдены гипер-
болические объемы и группы гомологий.

Методы исследований.
В качестве подхода для решения поставленных задач исполь-
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зованы методы трехмерной топологии, теории групп, неевклидо-
вой геометрии.

Научная новизна.
Все основные результаты, полученные в диссертации, являют-

ся новыми и снабжены строгими доказательствами.
Теоретическая и практическая ценность.
Результаты работы имеют теоретическое значение. Методы и

результаты работы могут быть применены в топологии малых
размерностей.

Апробация работы.
Результаты диссертации докладывались:

– на семинаре отдела анализа и геометрии Института матема-
тики им. С. Л. Соболева СО РАН под руководством академика
Ю. Г. Решетняка,
– на семинаре «Дифференциальная геометрия и приложения» в
Московском государственном университете им. М. В. Ломоносова
под руководством академика А. Т. Фоменко, в рамках Междуна-
родной научной конференции студентов, аспирантов и молодых
учёных «Ломоносов-2011» (Москва) апрель 2011 г.,
– на семинаре «Геометрия, топология и их приложения» Инсти-
тута математики им. С. Л. Соболева СО РАН под руководством
чл.-корр. РАН И. А. Тайманова,
–на семинаре «Инварианты трехмерных многообразий» Институ-
та математики им. С. Л. Соболева СО РАН под руководством
чл.-корр. РАН А. Ю. Веснина,
– на семинаре «Теория карт на римановых поверхностях» Инсти-
тута математики им. С. Л. Соболева СО РАН под руководством
д.ф.-м.н. А. Д. Медных,
–на российской конференции «Топоноговские чтения», Институт
математики им. С. Л. Соболева СО РАН, (Новосибирск) март
2010 г.
–на ХLVIII и XLIX Международных научных студенческих кон-
ференциях «Студент и научно-технический прогресс» (Новоси-
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бирск) 2010 и 2011 гг,
–на 41-й Всероссийской Молодежной школе-конференции «Про-
блемы теоретической и прикладной математики» (Екатеринбург)
февраль 2009 г.,
–на Международной школе-конференции «Геометрия и анализ на
многообразиях» Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН,
(Новосибирск) июнь 2010 г.,
–на Школе-конференции по геометрии и анализу, Телецкое озеро
(Горный Алтай) 2009 г.,
–на Международной школе-конференции по геометрии и анализу
(Кемерово) июнь 2011 г.

За результаты, вошедшие в диссертационную работу, автору
были присуждены стипендия имени Л. В. Сабинина (2009–2010
гг.) и грамота за лучший доклад на XVIII Международной кон-
ференции студентов, аспирантов и молодых ученых «Ломоносов»
(МГУ им. Ломоносова 2011 г.).

Публикации.
Основные результаты диссертации опубликованы в двух ста-

тьях, а также в тезисах докладов на конференциях. Список ука-
занных работ приведен в конце автореферата [25]-[36].

Структура диссертации.
Диссертация изложена на 94 страницах и состоит из введения

и трех глав, каждая из которых разбита на пункты. Диссертация
содержит 34 рисунка и 6 таблиц. Список литературы насчитывает
61 наименование.

Содержание работы.
Первая глава диссертации посвящена построению многооб-

разий из правильных многогранников. Приводится полный спи-
сок Эверита [10] замкнутых ориентируемых трехмерных сфери-
ческих, евклидовых и гиперболических многообразий, фундамен-
тальные многогранники которых являются правильными много-
гранниками в соответствующих геометриях. В качестве примера
рассматривается гиперболическое додекаэдральное пространство
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Вебера — Зейферта, построенное в 1933 г. Далее строятся два ги-
перболических икосаэдральных многообразия M24 и M25 из [10] и
изучаются свойства этих многообразий.

Глава имеет следующую структуру.
Параграф 1.1 носит вводный характер, он содержит основные

определения и понятия, используемые в дальнейшем.
В параграфе 1.2 излагаются основные результаты о постро-

ении многообразий из правильных многогранников и подробно
рассматривается гиперболическое додекаэдральное пространство
Вебера — Зейферта.

В параграфе 1.3 строятся два трехмерных икосаэдральных ги-
перболических многообразия M24 и M25 из [10]. Топологические
свойства многообразия M24 изучались Кавиккиоли, Спаджари и
Теллони: в работе [6] была сформулирована, а в работе [7] — до-
казана следующая теорема.

Теорема 1.4. Многообразие M24 = M3(3, 1) является трех-
листным циклическим накрытием линзового пространства
L(3, 1), разветвленным над двухкомпонентным зацеплением.

Мы приводим новое доказательство этой теоремы, полученное
при помощи последовательности движений Зингера (см. [22, 23]),
приводящей к канонической диаграмме Хегора линзового про-
странства. Это доказательство допускает обобщение и позволяет
установить топологические свойства более широкого класса мно-
гообразий, что и будет проделано в следующих главах.

Аналогичным топологическим свойством обладает многообра-
зие M25.

Теорема 1.7. Многообразие M25 = M3(3, 1) является трех-
листным циклическим накрытием линзового пространства
L(3, 1), разветвленным над двухкомпонентным зацеплением.

Во второй главе строятся два бесконечных семейства замкну-
тых ориентируемых трехмерных многообразий:Mn(3, 1) иMn(3, 1).
Они определены через фундаментальные многогранники, обоб-
щающие конструкции многообразий M24 и M25, соответственно.
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Устанавливаются топологические свойства построенных многооб-
разий.

Параграф 2.1 посвящен семейству многообразий Mn(3, 1), n >
3, гдеM3(3, 1) =M24. Изучены свойства многообразий из этого се-
мейства и доказана следующая теорема, обобщающая теорему 1.4.

Теорема 2.3. Многообразие Mn(3, 1), n > 3 является n–
листным циклическим накрытием линзового пространства
L(3, 1), разветвленным над 2–компонентным зацеплением.

Аналогичная теорема для многообразий Mn(3, 1), n > 3, где
M3(3, 1) =M25, доказана в параграфе 2.3.

Теорема 2.8. (1) Для любого нечетного n > 3 многообразие
Mn(3, 1) является n–листным циклическим накрытием линзо-
вого пространства L(3, 1), разветвленным над 2–компонентным
зацеплением.

(2) Для любого четного n > 4 многообразие Mn(3, 1) явля-
ется n/2–листным строго циклическим накрытием линзового
пространства L(3, 1), разветвленным над 3–компонентным за-
цеплением.

В параграфах 2.2 и 2.4 даны явные описания многообразий
рассматриваемых семейств при n = 2.

Теорема 2.4. Многообразие M2(3, 1) является многообразием
Зейферта с параметрами (S2; (3, 1), (3, 2), (3, 2), (1,−1)).

Теорема 2.7. Многообразие M2(3, 1) является линзовым про-
странством L(3, 1).

В заключении главы найдены геометрические и топологиче-
ские инварианты для многообразийMn(3, 1) иMn(3, 1) при малых
значениях n = 3, 4, 5, 6.

В главе 3 диссертации реализуется новый метод построения
трехмерных многообразий, с заданными накрывающими свойства-
ми, через их фундаментальные многогранники. Этот метод можно
было бы назвать «методом вспомогательных вершин». С его по-
мощью строится двупараметрическое семейство замкнутых ори-
ентируемых трехмерных многообразий Mn(p, q), где n > 1, p > 3,
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0 < q < p, (p, q) = 1, которые являются разветвленными цикличе-
скими накрытиями линзовых пространств.

В параграфе 3.1 конструкция многообразий Mn(3, 1) обобща-
ется до конструкции многообразийMn(p, 1) (n > 1 и p > 3), добав-
лением «вспомогательных» вершин. При этом, имеет место обоб-
щение соответствующих топологических свойств.

Трехмерные многообразия Mn(p, q), обобщающие многообра-
зияMn(p, 1), строятся в параграфе 3.2. Следующая теорема пока-
зывает, что топологические свойства многообразий Mn(p, q) есте-
ственным образом обобщают топологические свойства многообра-
зия M3(3, 1), которое, напомним, является гиперболическим ико-
саэдральным многообразием M24 из [10].

Теорема 3.5. Многообразие Mn(p, q) (n > 1, p > 3, 0 < q < p,
(p, q) = 1) является n–листным циклическим накрытием линзо-
вого пространства L(p, q), разветвленным над двухкомпонент-
ным зацеплением.

Отметим, что результат получен для всех линзовых прост-
ранств L(p, q), и в этом смысле является максимально возмож-
ным.

В параграфе 3.3 подробно обсуждается типичный частный слу-
чай – многообразия M3(5, q), где q = 1, 2, 3, 4. Для этих много-
образий вычислены гиперболические объемы, фундаментальные
группы и группы гомологий.
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