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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. В настоящей диссертации исследуются про­
блемы существования и перечисления объектов, находящихся на стыке
алгебраической комбинаторики и теории кодов, исправляющих ошибки
в канале связи с шумами.

Объект исследования настоящей работы – транзитивные коды над
двоичным алфавитом, исправляющие одиночные ошибки, а также раз­
биения пространства всех двоичных векторов на совершенные коды.

Двоичные коды являются одним из основных объектов исследова­
ния теории кодирования и служат базой для дальнейшего развития со­
временных цифровых технологий. С 1949 года, с фундаментальных ра­
бот К. Шеннона по теории информации, началось бурное развитие тео­
рии кодирования как самостоятельной научной дисциплины, наряду с
криптологией и сжатием информации, без которых был бы невозможен
сегодняшний уровень развития коммуникационных технологий.

Совершенный код, исправляющий одиночные ошибки, задаёт разби­
ение всего пространства на совокупность шаров радиуса 1 с центрами в
кодовых словах. Из данного факта следует важное свойство совершен­
ных кодов – их оптимальность, то есть, при заданной длине кода и ко­
довом расстоянии мощность всякого совершенного кода максимальна.
Раздел теории кодирования, посвящённый построению и исследованию
свойств совершенных кодов настолько богат, что, помимо свойств самих
кодов, интерес представляют также методы их исследования. Заметим,
что задача упаковки пространства шарами фиксированного радиуса важ­
на с точки зрения целого ряда других математических дисциплин: ком­
бинаторного анализа, криптологии, теории групп, теории графов, топо­
логии. Таким образом, результаты теории кодирования могут быть ис­
пользованы для решения задач в смежных областях дискретной матема­
тики. Например, коды с богатыми группами автоморфизмов могут быть
использованы в криптографии.

Проблема исследования разбиений пространства F𝑛 (векторного
пространства длины 𝑛 над GF(2) по отношению к метрике Хэмминга) на
совершенные коды тесно связана с проблемой построения таких кодов и
изучения их свойств, поскольку асимптотики двойных логарифмов (если
они существуют) числа различных совершенных кодов и числа различ­
ных разбиений на такие коды совпадают. Здесь и далее будем рассмат­
ривать только логарифмы по основанию 2. Также следует упомянуть
о том, что некоторые разбиения пространства F𝑛 индуцируют раскрас­
ки векторов F𝑛 на коды, связанные с оптоволоконными сетями. Кроме
того, совершенные коды являются частным случаем так называемых ре­
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гулярных разбиений, в англоязычной литературе известных также как
equitable partitions, а в отечественной литературе больше известных как
совершенные раскраски. Наряду с дистанционно регулярными графами
и схемами отношений, совершенные раскраски являются популярными
объектами алгебраической комбинаторики. Различные методы постро­
ения разбиений могут быть использованы для исследования их нетри­
виальных свойств, а также для построения новых кодов, в частности,
совершенных (такие методы, например, описаны в работе [7]). Важность
поиска новых методов построения кодов, а также методов их задания,
объясняется, в частности, тем, что на их основе можно разрабатывать
новые, более эффективные, методы передачи информации, или крипто­
графические системы-коды.

Несмотря на значительные усилия ряда исследователей, многие во­
просы теории совершенных кодов всё ещё остаются нерешёнными. Так,
по-прежнему не найдена классификация совершенных 𝑞-значных кодов
для 𝑞 – степеней простого, 𝑞 ≥ 2. Согласно теореме В. А. Зиновьева и
В. К. Леонтьева (см. [3, 4]), независимо доказанной Э. Тиетвайненом,
нетривиальные совершенные 𝑞-значные коды длины 𝑛, исправляющие
ошибки, существуют только при 𝑛 = (𝑞𝑘 − 1)/(𝑞 − 1), 𝑘 ≥ 2, и имеют
кодовое расстояние 3; при 𝑛 = 23 – двоичный код Голея с кодовым рас­
стоянием 7, а также при 𝑛 = 11 – троичный код Голея с кодовым рассто­
янием 5. Оба кода Голея единственны с точностью до эквивалентности,
в то время как существует дважды экспоненциальное число неэквива­
лентных совершенных кодов с кодовым расстоянием 3. Классификация
расширенных совершенных двоичных кодов длины 16 и совершенных
двоичных кодов длины 15, была получена П. Остергардом и О. Поттоне­
ном в 2009 г. в работе [14].

Цель данной работы состоит в исследовании конструкций совер­
шенных кодов и разбиений пространства F𝑛 на совершенные коды, а так­
же в применении этих конструкций для изучения свойств разбиений и
кодов. В работе рассматриваются только двоичные коды и разбиения на
такие коды.

Методика исследований. В диссертации используются традици­
онные методы и аппарат алгебраической и комбинаторной теории ко­
дирования, комбинаторного анализа и теории 𝑡-схем. Для исследования
предельно-транзитивных кодов использован метод локального анализа,
восходящий к работам Ф. И. Соловьёвой [7].

Научная новизна. Все результаты, представленные в диссерта­
ции, являются новыми.
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1. В диссертации продолжено развитие метода локального анализа
из [7]. С его помощью установлено существование 5 бесконечных серий
неэквивалентных предельно-транзитивных расширенных совершенных
кодов. Для доказательства предельной транзитивности в работе предло­
жено использовать свойства Паш-конфигураций систем троек Штейне­
ра, соответствующих проверяемым совершенным кодам. Неэквивалент­
ность кодов для каждой фиксированной длины была доказана с помо­
щью сравнения значений их рангов и размерностей ядер. Впервые пре­
дельно-транзитивный код длины 16 был обнаружен С. А. Малюгиным1

в 2004 г. С помощью системы компьютерной алгебры Magma2 найдены
все транзитивные расширенные совершенные коды длины 16, имеющие
хотя бы одну нетранзитивную координату. Проверка кода на транзитив­
ность заключалась в проверке на транзитивность соответствующей ему
структуры инцидентности.

2. В диссертации впервые исследуется спектр рангов пропелиней­
ных кодов. Для этого были использованы методы построения транзи­
тивных кодов из [5], основанные на конструкциях Моллара и Васильева
для совершенных кодов. Тот факт, что конструкция Моллара сохраняет
пропелинейность исходных кодов, был доказан в [9]. Зависимость ран­
га результирующего кода от рангов исходных кодов для конструкции
Моллара была доказана в [5]. С помощью системы компьютерной алгеб­
ры Magma впервые были обнаружены пропелинейные коды длин 15 и
31 полного ранга. В ходе компьютерных исследований рассматривались
только нормализованные пропелинейные структуры, данное понятие бы­
ло введено в [9].

3. Продолжено исследование транзитивных разбиений пространства
F𝑛 на совершенные двоичные коды, начатое в [6]. В данной диссертации
впервые исследованы вершинно-транзитивные разбиения пространства
F𝑛. С помощью компьютерных исследований проверены транзитивность,
2-транзитивность и вершинная транзитивность 11 неэквивалентных раз­
биений длины 7, классифицированных К.Т. Фелпсом в [15]. Было по­
казано, что конструкции транзитивных разбиений на двоичные коды,
введённые в [6], могут применяться для построения 2-транзитивных и
вершинно-транзитивных разбиений произвольной длины. Впервые полу­
чена нижняя оценка числа неэквивалентных разбиений для каждого из
этих классов кодов. В качестве критерия неэквивалентности полученных
разбиений использовались их матрицы пересечений, аналогичный метод

1 Малюгин С. А. Частное сообщение — 2004.
2 Bosma W., Cannon J., Playoust C. The Magma algebra system. I. The user

language // J. Symbolic Comput. — 1997. — Vol. 24. — P. 235–265.
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был применён в [8]. Была найдена зависимость матриц пересечений раз­
биений, полученных с помощью рассмотренных конструкций от матриц
пересечений исходных разбиений.

4. С целью построения разбиений пространства F𝑛 на совершенные
двоичные коды малого ранга продолжено развитие свитчингового мето­
да, предложенного С.В. Августиновичем и Ф.И. Соловьёвой в 1996 году
для построения широкого класса двоичных совершенных кодов. Также
предложена модификация конструкции разбиений на совершенные ко­
ды, основанная на конструкции Фелпса (см. [8]). Проведён сравнитель­
ный анализ семейств кодов, соответствующих данным конструкциям и
показано, что нижняя оценка числа различных разбиений пространства
F𝑛 на совершенные двоичные коды малого ранга, полученная с помощью
конструкции 𝑖𝑗𝑘-компонент, является лучшей на сегодняшний день для
почти всех допустимых длин кодов.

Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теоре­
тический характер. Полученные в ней результаты могут быть применены
в теории кодов, исправляющих ошибки: для дальнейшего исследования
и построения новых классов двоичных кодов, для построения совершен­
ных кодов полного ранга, кодов с большими кодовыми расстояниями,
для исследования разбиений пространства F𝑛 на коды.

Апробация работы. Все результаты диссертационной работы бы­
ли апробированы на следующих конференциях: на XII международном
симпозиуме по проблемам избыточности в информационных системах
(С.-Петербург, Россия, 2009 г.); на VII молодёжной школе по дискретной
математике и её приложениям (Москва, Россия, 2009 г.); на междуна­
родной конференции по алгебраической комбинаторике и её приложени­
ям ALCOMA-10 (Тырнау, Германия, 2010 г.); на международной конфе­
ренции “Современные проблемы математики, информатики и биоинфор­
матики” (Новосибирск, Россия, 2011 г.); на XXV конференции молодых
учёных и специалистов “Информационные технологии и системы - 2012”
(Петрозаводск, Россия); на международной конференции “Мальцевские
чтения” (Новосибирск, Россия, 2012 г.); на международном симпозиуме
по теории информации ISIT 2013 (Стамбул, Турция, 2013 г.).

Результаты работы докладывались на семинаре “Теория информа­
ции и теория кодирования” ИППИ РАН, на семинарах “Теория кодиро­
вания” и “Дискретный анализ” НГУ и Института математики СО РАН.

Основные результаты диссертации.

1. Получено (конструктивно) 5 бесконечных серий неэквивалент­
ных предельно-транзитивных расширенных совершенных двоичных ко­
дов любой возможной длины, начиная с шестнадцати.
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2. Решена проблема рангов для пропелинейных совершенных дво­
ичных кодов, за исключением случаев кодов полного ранга для длин
63, 127, 2047 и кодов длины 127 предполного ранга.

3. Предложены конструкции транзитивных, 2-транзитивных и вер­
шинно-транзитивных разбиений пространства F𝑛 на совершенные коды
для любой допустимой длины, получены нижние оценки числа неэкви­
валентных таких разбиений.

4. С помощью свитчинговой конструкции получена лучшая на се­
годняшний день нижняя оценка числа разбиений двоичного 𝑛-мерного
векторного пространства на совершенные коды длины 𝑛 ≥ 31.

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введе­
ния, трёх глав, приложения и списка литературы (62 наименования), в
конце приведён список публикаций автора по теме диссертации. Объем
диссертации 116 страниц, включая 2 иллюстрации и 5 таблиц.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Прежде чем перейти к обзору полученных в диссертации результа­
тов, приведём необходимые определения и обозначения.

Расстояние Хэмминга 𝑑(𝑥, 𝑦) между двумя произвольными векто­
рами 𝑥 и 𝑦 пространства F𝑛 определяется как число координатных пози­
ций, в которых эти векторы различаются. Вес вектора – это число его
ненулевых координат. Произвольное подмножество пространства F𝑛 на­
зывается двоичным кодом длины 𝑛. Векторы из F𝑛, принадлежащие ко­
ду, называются кодовыми словами. Код 𝐶 из F𝑛 называется совершенным
двоичным кодом, исправляющим одиночные ошибки (далее кратко совер­
шенным кодом), если каждый вектор пространства F𝑛 находится на рас­
стоянии не больше 1 от некоторого единственного вектора из 𝐶. Как было
отмечено ранее, такие коды существуют только при 𝑛 = 2𝑚 − 1, 𝑚 ≥ 2.
Кодовым расстоянием кода называется наименьшее из расстояний Хэм­
минга между всеми его попарно различными кодовыми словами. Код,
содержащий нулевое кодовое слово, называют приведённым. Код назы­
вается линейным, если он является подпространством F𝑛. Линейный со­
вершенный код называется кодом Хэмминга. Известно, что для фикси­
рованного 𝑛 код Хэмминга длины 𝑛 единствен с точностью до изомор­
физма.

Ядро приведённого кода 𝐶 состоит из всех кодовых слов 𝑥 ∈ 𝐶 та­
ких, что 𝑥 + 𝐶 = 𝐶. Размерность линейной оболочки множества всех
кодовых слов приведённого кода называется рангом кода. Размерность
ядра и ранг приведённого кода 𝐶 обозначаются через 𝑘(𝐶) и 𝑟(𝐶), соот­
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ветственно. Известно, что ранг и размерность ядра кода Хэмминга рав­
ны 𝑛− 𝑙𝑜𝑔(𝑛+1), ранги совершенных (расширенных совершенных) кодов
длины 𝑛 (длины 𝑛+ 1) могут принимать значения от 𝑛− 𝑙𝑜𝑔(𝑛+ 1) до 𝑛.
Здесь и далее log обозначает логарифм по основанию 2. Если ранг совер­
шенного (расширенного совершенного) кода длины 𝑛 (длины 𝑁 = 𝑛+ 1)
равен 𝑛, его называют кодом полного ранга.

Пусть 𝐶 – произвольный совершенный код. Через ST(𝐶) будем обо­
значать систему троек кода С, то есть ST(𝐶) = {𝑢+𝑣|𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶 : 𝑤(𝑢+𝑣) =
3}. Соответственно, для произвольного расширенного совершенного ко­
да 𝐶 через SQ(𝐶) будем обозначать систему четвёрок, то есть SQ(𝐶) =
{𝑢 + 𝑣|𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶 : 𝑤(𝑢 + 𝑣) = 4}.

Известно, что группа автоморфизмов пространства F𝑛 исчерпыва­
ется всеми изометриями F𝑛, каждая такая изометрия определяется под­
становкой 𝜋 на множестве координат и сдвигом на произвольный вектор
𝑣 ∈ F𝑛. Группа автоморфизмов Aut(F𝑛) пространства F𝑛 определяется
как Aut(F𝑛) = {(𝑣, 𝜋) | 𝑣 ∈ F𝑛, 𝜋 ∈ 𝑆𝑛}, где 𝑆𝑛 — симметрическая груп­
па подстановок порядка 𝑛. Множество всех перестановок координатных
позиций, сохраняющих код 𝐶, называется группой симметрий кода 𝐶
и обозначается через Sym(𝐶). Группой автоморфизмов Aut(𝐶) кода 𝐶
длины 𝑛 называется группа изометрий пространства F𝑛, переводящих
код в себя. Говорят, что два произвольных кода 𝐶 и 𝐷 эквивалентны,
если существует такая изометрия 𝜙 пространства F𝑛, что 𝐶 = 𝜙(𝐷).

Код называется транзитивным, если его группа автоморфизмов дей­
ствует транзитивно на всех его кодовых словах. Для приведённых кодов
удобно использовать следующее определение транзитивного кода: для
каждого кодового слова 𝑥 из 𝐶 найдётся подстановка 𝜋𝑥 из 𝑆𝑛 такая, что
(𝑥, 𝜋𝑥) ∈ Aut(𝐶), то есть 𝑥 + 𝐶 = 𝜋𝑥(𝐶), где 𝜋𝑥 может не принадлежать
группе симметрий Sym(𝐶) = {𝜋 ∈ 𝑆𝑛 | 𝜋(𝐶) = 𝐶} кода 𝐶. Таким обра­
зом, в транзитивном приведённом коде для любого его кодового слова 𝑥
найдётся автоморфизм (𝑥, 𝜋𝑥) ∈ Aut(𝐶), переводящий слово 𝑥 в нулевое
кодовое слово. Легко видно, что оба этих определения эквивалентны.

Кодовое слово 𝑥 из нетранзитивного кода 𝐶, для которого не суще­
ствует такой подстановки 𝜋𝑥, будем называть нетранзитивным кодовым
словом. Координатную позицию транзитивного расширенного совершен­
ного кода назовём нетранзитивной, если код, полученный её выкалыва­
нием, нетранзитивен.

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, ха­
рактеризуется новизна работы. Даётся краткий обзор полученных ре­
зультатов по тематике диссертации. Приводится список основных резуль­
татов диссертации и объясняются связи между ними.

Первая глава диссертации посвящена исследованию транзитив­
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ных совершенных и расширенных совершенных кодов. Задачу проверки
объекта на транзитивность можно встретить и в других областях матема­
тики – например, поиск гамильтонова цикла в графах. Транзитивные ко­
ды по ряду свойств близки к линейным кодам, в частности, для приведён­
ного транзитивного кода 𝐶 верно следующее: |Aut(𝐶)| = |𝐶| · |Sym(𝐶)|.
Данное обстоятельство позволяет сделать вывод о некотором богатстве
групп автоморфизмов транзитивных кодов. Число транзитивных кодов,
по всей вероятности, невелико, по сравнению с общим числом кодов с
теми же параметрами. Тем не менее, для всякого оптимального нели­
нейного кода почти всегда можно найти транзитивный код с теми же
параметрами. Например, двоичный образ (под действием отображения
Грея) произвольного 𝑍4- или 𝑍2𝑍4-линейного кода является транзитив­
ным кодом.

Очевидно, что применение общей проверки на чётность позволяет
получать из транзитивных совершенных двоичных кодов транзитивные
расширенные совершенные двоичные коды. Обратное не всегда верно,
в частности, в 2004 г. С. А. Малюгиным был обнаружен один транзи­
тивный расширенный совершенный двоичный код длины 16, такой, что
все коды, полученные из него выкалыванием любой координаты, явля­
ются нетранзитивными. Всякий транзитивный расширенный совершен­
ный код произвольной допустимой длины, обладающий свойством, что
все коды, полученные из него выкалыванием любой координаты, являют­
ся нетранзитивными, будем называть предельно-транзитивным. Иными
словами, это код, все координаты которого нетранзитивны.

В разделе 1.1 решена задача классификации всех предельно-тран­
зитивных кодов длины 16, а также доказано существование таких кодов
для любой допустимой длины.

В разделе 1.1.1 приведены результаты, полученные в диссертации
посредством дополнительных компьютерных исследований, проведён­
ных с помощью системы компьютерной алгебры Magma. Для каждого
транзитивного кода длины 15 и транзитивного расширенного кода длины
16 из [14] были вычислены ранг, размерность ядра, порядок группы сим­
метрий, мощность множества ST(𝐶) (SQ(𝐶) – для расширенных кодов).
Найдены3 все транзитивные расширенные совершенные коды длины 16,
имеющие хотя бы одну нетранзитивную координату.

Для построения бесконечной серии предельно-транзитивных кодов
в разделе 1.1.2 использованы известные конструкции Васильева [2] и

3 Guskov G. K., Solov’eva F. I. Properties of perfect transitive binary codes
of length 15 and extended perfect transitive binary codes of length 16, 2012,
http://arxiv.org/abs/1210.5940.
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Плоткина [12].
Рассмотрим произвольный расширенный совершенный код 𝐶𝑁 дли­

ны 𝑁 = 2𝑘. Через 𝐶2𝑁 обозначим расширенный код длины 2𝑁 , полу­
ченный из него с помощью конструкции Плоткина. Введём обозначение
𝒩𝑁 = {1, 2, . . . , 𝑁}. Через 𝐶𝑁−1

𝑗 обозначим код, полученный выкалыва­
нием кода 𝐶𝑁 по 𝑗-й координатной позиции, 𝑗 ∈ 𝒩𝑁 . Пусть 𝑉 2𝑛+1

𝑖 – код,
полученный из совершенного кода 𝐶𝑛

𝑖 , 𝑖 ∈ 𝒩𝑁 , 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 ≥ 3, при­
менением конструкции Васильева с функцией 𝜆 ≡ 0. Сравнение этих
конструкций позволило обнаружить связь между кодами 𝑉 2𝑛+1

𝑖 и 𝐶2𝑛+1
𝑗 ,

которая выражается в следующем утверждении
Лемма 1. Для любого 𝑗 ∈ 𝒩2𝑁 найдётся 𝑖 ∈ 𝒩𝑁 такое, что код

𝐶2𝑛+1
𝑗 изоморфен коду Васильева 𝑉 2𝑛+1

𝑖 .
Для проверки нетранзитивности выколотых кодов был применён

метод локального анализа из [7], а именно, были детально исследованы
Паш-конфигурации систем троек Штейнера полученных совершенных
кодов. Напомним, что системой троек Штейнера STS𝑛 порядка 𝑛 на­
зывается система сочетаний из 𝑛-элементного множества 𝒩𝑛 = {1, . . . , 𝑛}
по три, называемых тройками, такая, что каждая неупорядоченная пара
элементов содержится в точности в одной тройке. Известно (см. [12]),
что множество кодовых слов веса 3 в приведённом совершенном коде
𝐶𝑛 образует систему троек Штейнера (каждая тройка системы состоит
из номеров ненулевых координат соответствующего кодового слова веса
3). Будем обозначать её через STS(𝐶𝑛). Паш-конфигурацией для STS𝑛
называется множество троек из STS𝑛, изоморфное множеству

{(𝑎, 𝑏, 𝑐), (𝑎, 𝑦, 𝑧), (𝑥, 𝑏, 𝑧), (𝑥, 𝑦, 𝑐)},

то есть, троек, попарно пересекающихся по одному элементу, а в объеди­
нении дающих шесть элементов. Известно, что число Паш-конфигураций
𝑃 (STS𝑛) системы троек Штейнера STS𝑛 порядка 𝑛 является инвариан­
том, часто позволяющим устанавливать неэквивалентность двух систем
троек Штейнера.

В работе найдена рекуррентная формула для числа Паш-конфигу­
раций системы троек Штейнера кода Васильева 𝑉 2𝑛+1

𝑖 . Оказалось, что
оно зависит только от числа Паш-конфигураций системы троек Штейне­
ра исходного кода 𝐶𝑛

𝑖 :

𝑃 (𝑆𝑇𝑆(𝑉 2𝑛+1
𝑖 )) = 8 · 𝑃 (𝑆𝑇𝑆(𝐶𝑛

𝑖 )) + |𝑆𝑇𝑆(𝐶𝑛
𝑖 )| + 2 ·

(︂
𝑛
2

)︂
. (1)

В результате исследования свойств десяти неэквивалентных пре­
дельно-транзитивных расширенных совершенных кодов длины 16, обна­
ружено, что восемь из них таковы, что для любого направления 𝑖 ∈ 𝒩16,
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в нетранзитивном выколотом коде 𝐶𝑛
𝑖 , 𝑛 = 15, найдётся такое нетранзи­

тивное слово 𝑦, что системы троек Штейнера кодов 𝐶𝑛
𝑖 и 𝐶𝑛

𝑖 + 𝑦 имеют
различное число Паш-конфигураций. Используя лемму 1, доказано, что,
при подстановке таких кодов в конструкцию Плоткина (см. [12]), это
свойство сохраняется, то есть верна

Лемма 4. Для любого 𝑁 = 2𝑘, 𝑘 ≥ 4, существует не менее 8 раз­
личных транзитивных расширенных совершенных кодов длины 𝑁 та­
ких, что для любого из этих кодов 𝐶𝑁 для всякого направления 𝑖 ∈ 𝒩𝑁 ,
в выколотом коде 𝐶𝑛

𝑖 , 𝑛 = 𝑁−1, найдётся такое нетранзитивное слово
𝑦, что 𝑃 (𝑆𝑇𝑆(𝐶𝑛

𝑖 )) ̸= 𝑃 (𝑆𝑇𝑆(𝐶𝑛
𝑖 + 𝑦)).

Используя зависимость (1), лемму 4 и результаты компьютерных
исследований, представленные в приложении, доказана

Теорема 1. Для любого допустимого 𝑁 > 16 существует не ме­
нее пяти неэквивалентных предельно-транзитивных расширенных со­
вершенных кодов длины 𝑁 . При 𝑁 = 16 существует 10 неэквивалент­
ных таких кодов.

Неэквивалентность кодов доказывалась с помощью сравнения со­
ответствующих им пар значений (ранг, размерность ядра), используя
подход из [5].

Применяя конструкцию Плоткина, каждый из восьми различных
предельно-транзитивных расширенных совершенных кодов длины 16, об­
ладающих описанным в лемме 4 свойством, можно продолжить до бес­
конечной серии. Таким образом, верно

Следствие 1. Для любого допустимого 𝑁 > 16 существует не
менее 8 различных предельно-транзитивных расширенных совершенных
кодов длины 𝑁 .

В разделе 1.2 решается задача нахождения всех значений, которые
могут принимать ранги транзитивных совершенных кодов, то есть, ре­
шается проблема спектра рангов транзитивных совершенных кодов.

Из статьи [5] известно, что если в конструкцию Васильева с функ­
цией 𝜆 ≡ 0 подставить код длины 𝑛, то разница между рангом полу­
ченного кода длины 2𝑛 + 1 и рангом кода Хэмминга длины 2𝑛 + 1 (так
называемая прибавка ранга, см. [5]) остаётся той же, какой она была для
исходного кода и кода Хэмминга длины 𝑛. Таким образом, с помощью
конструкции Васильева с нулевой функцией 𝜆 из кода полного ранга дли­
ны 𝑛 (то есть, ранга 𝑛) можно получить лишь код длины 2𝑛 + 1 ранга
на единицу меньше полного ранга. Однако, используя нелинейные функ­
ции 𝜆 специального вида, ранг результирующего кода можно увеличить
до полного, с сохранением транзитивности кода. В качестве таких функ­
ций 𝜆 можно рассматривать пропелинейные функции и, соответственно,
решать проблему рангов для пропелинейных кодов. Поскольку, по опре­
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делению, всякий пропелинейный код является транзитивным, как след­
ствие, будет решена проблема рангов и для транзитивных совершенных
кодов.

Понятие пропелинейного кода (от латинского prope – близко, почти)
было впервые введено Дж. Рифой с соавторами в 1989 г. Как известно,
множество Aut(F𝑛) всех автоморфизмов пространства F𝑛 образует груп­
пу под действием операции композиции: (𝑢, 𝜋)∘(𝑣, 𝜏) = (𝑢+𝜋(𝑣), 𝜋𝜏) для
всех (𝑢, 𝜋), (𝑣, 𝜏) ∈ 𝐴𝑢𝑡(F𝑛), здесь и далее 𝜋𝜏(𝑥) = 𝜋(𝜏(𝑥)) для 𝑥 ∈ F𝑛.

Пусть для кода 𝐶 задано означивание Π кодовых слов подстанов­
ками: 𝑥 ↦→ 𝜋𝑥: (𝑥, 𝜋𝑥) ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐶), такое что 𝜋(𝑥,𝜋𝑥)𝑦 = 𝜋𝑥𝜋𝑦. Через Π(𝐶)
обозначим множество всех подстановок, соответствующих словам из ко­
да 𝐶. Определим групповую операцию на 𝐶 вида 𝑥 ⋆ 𝑦 = (𝑥, 𝜋𝑥)𝑦. Код
с такой операцией называется пропелинейной структурой на 𝐶 и обо­
значается (𝐶,Π, ⋆) или, кратко, (𝐶, ⋆), если не требуется информация об
означивании Π. Код называется пропелинейным, если на нём определе­
на пропелинейная структура. Очевидно, что любой пропелинейный код
транзитивен. В 2001 г. Дж. Рифа с соавторами показали, что пропелиней­
ные совершенные коды могут быть получены применением конструкции
Васильева, а также конструкции Моллара, доказательство последнего
факта см. в [9].

В разделе 1.2.1 с помощью системы компьютерной алгебрыMagma
доказано существование пропелинейных кодов полного ранга длин 15 и
31. Ранее в [9] было доказано существование пропелинейных совершен­
ных кодов длины 15 любого допустимого ранга, за исключением полного
ранга.

В разделе 1.2.2, на основании этих результатов, для кодов малых
длин, используя конструкцию Васильева с функцией 𝜆 ≡ 0, а для кодов
длин, начиная с 255 – конструкцию Моллара [13] с функцией 𝑓 ≡ 0, по
индукции доказана

Теорема 5. Для любого 𝑛 = 2𝑚 − 1,𝑚 ≥ 4 и произвольного 𝑟,
такого, что 𝑛 − log(𝑛 + 1) ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, кроме случаев 𝑛 = 𝑟 = 63; 𝑛 = 127,
𝑟 ∈ {126, 127} и 𝑛 = 𝑟 = 2047, существует пропелинейный совершенный
двоичный код длины 𝑛 ранга 𝑟.

Результаты первой главы опубликованы в [19, 20, 22, 26, 27].

Во второй главе данной работы проводится исследование тран­
зитивных разбиений пространства F𝑛 на совершенные коды, начатое
в [6]. Изучение совершенных кодов, как уже упоминалось, неразрывно
связано с изучением разбиений пространства F𝑛 на совершенные коды.
Некоторые свойства кодов справедливы для разбиений. Одним из таких
свойств является транзитивность. Группой автоморфизмов произволь­
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ного разбиения 𝑃 𝑛 = {𝐶0, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑛} пространства F𝑛 на совершенные

коды 𝐶0, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑛,
𝑛⋃︀

𝑖=0

𝐶𝑖 = F𝑛, называется группа изометрий простран­

ства F𝑛, переводящих разбиение 𝑃 𝑛 в себя. Разбиение 𝑃 𝑛 называется
k-транзитивным, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, если для любой пары упорядоченных под­
множеств {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} и {𝑗1, . . . , 𝑗𝑘} из 𝒩𝑛 существует автоморфизм 𝜎 из
𝐴𝑢𝑡(𝑃 𝑛) такой, что 𝜎(𝐶𝑖𝑡) = 𝐶𝑗𝑡 , 𝑡 = 1, . . . , 𝑘. При 𝑘 = 1 разбиение 𝑃 𝑛

называется транзитивным. Если же рассмотреть кодовые слова кодов­
элементов разбиения, можно определить более сильное свойство. Разбие­
ние 𝑃 𝑛 назовём вершинно-транзитивным, если для любых двух кодовых
слов 𝑢 ∈ 𝐶𝑖, 𝑣 ∈ 𝐶𝑗 существует автоморфизм 𝜎 из Aut(𝑃 𝑛) такой, что
𝜎(𝑢) = 𝑣. При этом, если 𝑖 = 𝑗 для любого 𝑖 ∈ 𝒩𝑛, то получим вершинно­
транзитивное разбиение на транзитивные коды (например, на классы
смежности кода Хэмминга). Далее будем говорить, что разбиение имеет
длину 𝑛, если оно состоит из кодов длины 𝑛.

В разделе 2.1 приведены вспомогательные утверждения и опреде­
ления, необходимые для доказательства неэквивалентности полученных
разбиений.

В разделе 2.2 представлены две конструкции транзитивных разби­
ений на совершенные коды. Доказано, что они сохраняют свойства вер­
шинной транзитивности, транзитивности и также 2-транзитивности.

В разделе 2.3, используя утверждения из раздела 2.1 и ряд ком­
бинаторных соображений, подсчитаны нижние оценки числа неэквива­
лентных транзитивных, вершинно-транзитивных и 2-транзитивных раз­
биений пространства F𝑛 на совершенные коды.

Теорема 10. Для любого 𝑛 ≥ 2𝑘 − 1, 𝑘 > 20, число неэквивалент­
ных транзитивных разбиений F𝑛 на совершенные коды удовлетворяет
следующей нижней оценке: 𝑅𝑛;𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 > 𝑛 + 1.

Теорема 11. Справедливо
a) Для любого 𝑛 ≥ 2𝑚−1, 𝑚 > 20, число 𝑅𝑛;𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 неэквивалент­

ных вершинно-транзитивных разбиений F𝑛 на совершенные коды длины
𝑛 удовлетворяет следующей нижней оценке: 𝑅𝑛;𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 >

𝑛+1
2
.

b) Для любого 𝑛 ≥ 2𝑚−1, 𝑚 > 20, число 𝑅𝑛;2−𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 неэквивалентных
2-транзитивных разбиений F𝑛 на совершенные коды длины 𝑛 удовлетво­
ряет: 𝑅𝑛;2−𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 >

𝑛+1
3
.

Для малых значений длин кодов 𝑛 ≤ 220−1 с помощью этого метода
удалось получить только следующие нижние оценки:

Утверждение 1. Для любого 𝑛 ≥ 2𝑚 − 1, где 3 ≤ 𝑚 ≤ 20, число
неэквивалентных транзитивных, вершинно-транзитивных и 2-транзи­
тивных разбиений F𝑛 на совершенные коды удовлетворяет следующим
нижним оценкам соответственно:
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a) 𝑅𝑛;𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 ≥ 𝑛+1
2
; b) 𝑅𝑛;𝑣𝑒𝑟𝑡𝑒𝑥−𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 ≥ 𝑛+1

3
; c) 𝑅𝑛;2−𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 ≥ 𝑛+1

4
.

Результаты второй главы опубликованы в [17, 23].

В третьей главе изучаются и анализируются три конструкции раз­
личных разбиений пространства F𝑛 на совершенные коды малого ранга с
целью получения нижней оценки числа таких различных разбиений. Дан­
ная проблема связана с проблемой подсчёта числа различных совершен­
ных двоичных кодов. Напомним, что, как известно, асимптотики двой­
ных логарифмов (при условии, что они существуют) числа различных
совершенных двоичных кодов и числа различных разбиений на такие
коды совпадают. Причина подробного изучения разбиений малого ранга
состоит в том, что на сегодняшний день в наилучшей нижней оценке чис­
ла различных совершенных двоичных кодов, полученной в статье [11],
первые три сомножителя определяются именно совершенными кодами
ранга не больше 𝑛− log (𝑛 + 1) + 2.

В разделе 3.1 изучается конструкция из работы 2004 г. [16], осно­
ванная на конструкции Васильева (она также использовалась в [10], но
с некоторыми ограничениями).

Основываясь на классификации неэквивалентных разбиений длины
7, приведённой К. Т. Фелпсом в [15] (таких разбиений оказалось всего
11), легко подсчитать число различных разбиений F7 на совершенные
коды длины 7:

Утверждение 2. Существует ℳ7 = 27360 > 1.66 · 214 различных
разбиений F7 на совершенные коды длины 7.

На основе этого утверждения доказана
Лемма 18. Число ℳ15 различных разбиений F15 на совершен­

ные коды ранга не больше 12 удовлетворяет следующей нижней оценке:
ℳ15 > 2147.

Утверждение 2 и лемма 18 позволяют сделать вывод, что получен­
ная ранее, см. [1, 16], нижняя оценка числа ℳ𝑛 различных разбиений
пространства F𝑛 на совершенные коды длины 𝑛, 𝑛 > 15, справедлива

для всех допустимых длин 𝑛 ≥ 7: ℳ𝑛 > 22
𝑛−1
2 · 22

𝑛−3
4 .

В разделе 3.2 изучается каскадная конструкция, являющаяся част­
ным случаем каскадного метода построения разбиений, введённого в
2001 г. в статье [8], и исследуется класс разбиений F𝑛 ранга не более
𝑛− log (𝑛 + 1) + 2.

Основываясь на известных асимптотиках числа различных расши­
ренных кодов Хэмминга и числа четверичных MDS кодов, доказана

Теорема 13. Для числа ℳ𝑁 различных разбиений F𝑁 на расши­
ренные совершенные коды длины 𝑁 ≥ 16 ранга не больше 𝑁 − log𝑁 + 1
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верна следующая нижняя оценка: ℳ𝑁 ≥ 22
𝑁
2 −1 · 22

𝑁
4 +log 7 · 32

𝑁
4 +log (𝑁+8)−2 ·

2
𝑁
2
·[log 𝑁

4𝑒 ]−2 log2 𝑁
4
−log 𝑁

4
+2.

Извлекая квадратный корень из оценки теоремы 13, получим ниж­
нюю оценку числа различных разбиений F𝑛 малого ранга

Следствие 4. Для числа ℳ𝑛 различных разбиений F𝑛 на совер­
шенные коды длины 𝑛 ≥ 15 ранга не больше 𝑛 − log (𝑛 + 1) + 2 вер­

на следующая нижняя оценка: ℳ𝑛 ≥ 22
𝑛−3
2 · 22

𝑛−3
4 +log 7 · 32

𝑛−11
4 +log (𝑛+9)·

2
𝑛+1
4

·[log 𝑛+1
4𝑒 ]−log2 𝑛+1

4
− 1

2
·log 𝑛+1

4
+1.

В разделе 3.3 изучается конструкция, основанная на методе
𝑖𝑗𝑘-компонент. Впервые аналогичная конструкция была предложена в
2007 г. в работе [1] для построения разбиений на попарно неэквивалент­
ные совершенные коды, но не было исследовано многообразие возмож­
ных конструируемых разбиений и не был проведён подсчёт числа раз­
личных разбиений. Результирующие разбиения имеют ранг не больше
𝑛− log (𝑛 + 1)+2. С помощью данного метода получена следующая ниж­
няя оценка числа различных разбиений пространства F𝑛 на совершенные
коды малого ранга:

Теорема 14. Число ℳ𝑛 различных разбиений пространства F𝑛 на
совершенные коды длины 𝑛 ранга не больше 𝑛− log (𝑛 + 1)+2 удовлетво­
ряет следующей нижней оценке

ℳ𝑛 ≥ 22
𝑛−1
2 · 62

𝑛−3
4

для любого допустимого 𝑛 ≥ 7.

Результаты третьей главы опубликованы в [18, 21, 24, 25].

В приложениях A, B, C диссертации приводятся результаты
компьютерных исследований, проведённых как с помощью системы ком­
пьютерной алгебрыMagma, так и с помощью компьютерной программы
автора диссертации (см. приложение C в диссертации для главы 2).

Результаты раздела 1.2 получены совместно с И. Ю. Могильных и
Ф. И. Соловьёвой, см. [20, 27]. Результаты раздела 3.3 и компьютерные
исследования с использованием системы компьютерной алгебрыMagma
были проведены автором диссертации. Остальные результаты получены
совместно с Ф. И. Соловьёвой.

Автор выражает глубокую искреннюю признательность своему на­
учному руководителю д.ф.-м.н. проф. Ф. И. Соловьёвой, под руковод­
ством которой была выполнена эта работа.
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