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Общая характеристика работы

В теории конечных групп большое значение имеет характеризация
групп свойствами, представимыми в виде числовых характеристик.
Наиболее часто используемыми числовыми характеристиками групп
являются порядок группы и порядки ее элементов, порядки и индексы
различных подгрупп, размеры классов сопряженных элементов.
Арифметическое описание группы может быть достаточно точным,
а в некоторых случаях и полностью (с точностью до изоморфизма)
охарактеризовать ее в классе всех конечных групп. В частности,
недавно А.В. Васильев, М.А. Гречкосеева, В.Д. Мазуров показали,
что порядок группы в совокупности с множеством порядков элементов
группы с точностью до изоморфизма определяет любую конечную
простую группу в классе всех конечных групп [8]. В диссертации
изучается вопрос о характеризации конечных простых групп по
множеству порядков элементов и по множеству размеров классов
сопряженных элементов.

В диссертации для конечных простых неабелевых групп будут
использоваться следующие обозначения: знакопеременная группа
степени n обозначается через Altn, cпорадические простые группы
и простые исключительные группы лиева типа обозначаются в
соответствии с «Атласом конечных групп» [18]. Для классических
групп используется лиева нотация. Кроме того, симметрическая группа
степени n обозначается через Symn.

Спектр ω(G) конечной группы G — это множество порядков ее
элементов. Множество ω(G) конечной группы G замкнуто относительно
делимости и однозначно определено множеством µ(G) тех элементов
из ω(G), которые являются максимальными относительно делимости.
Будем говорить, что две группы изоспектральны, если они обладают
одинаковыми спектрами.

Вопрос о связи между спектром конечной группы и ее строением
изучался давно. Выделим результаты Г. Хигмана и М. Сузуки о
конечных группах, спектр которых содержит только степени простых
чисел (их называют EPPO-группами). В 1957 г. Г. Хигман [20]
показал, что порядок конечной разрешимой EPPO-группы имеет не
более двух простых делителей, а в 1962 г. М. Сузуки [27] описал все
конечные простые EPPO-группы. В середине 80-х годов, рассматривая
общую проблему строения конечных EPPO-групп, В. Ши обнаружил
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(см. [24, 25]), что знакопеременная группа Alt5 и простая линейная
группа A1(7) однозначно характеризуются своим спектром в классе
конечных групп. Именно В. Ши принадлежит постановка вопроса о
распознаваемости конечных групп по спектру в том виде, в котором он
сформулирован в диссертационной работе.

Для произвольного подмножества ω множества натуральных чисел
обозначим через h(ω) число попарно неизоморфных групп G таких, что
ω(G) = ω. Мы будем говорить, что для конечной группы G проблема
распознаваемости (по спектру) решена, если мы знаем значение h(ω(G))
(для краткости h(G)). Будем называть группу G распознаваемой (по
спектру), если h(G) = 1, почти распознаваемой, если h(G) < ∞, и
нераспознаваемой, если h(G) =∞.

Отметим, что простые группы не случайно представляют основной
интерес с точки зрения проблемы распознаваемости по спектру. Это
объясняется тем, что, как показал В. Ши [26], группа, обладающая
нетривиальной нормальной разрешимой подгруппой, обязательно
нераспознаваема (строгое доказательство этого утверждения
опубликовано В.Д. Мазуровым в [13]), в частности, все разрешимые
группы нераспознаваемы. Таким образом, каждая распознаваемая
или почти распознаваемая по спектру группа является расширением
прямого произведения M неабелевых простых групп с помощью
некоторой подгруппы группы внешних автоморфизмов Out(M).
К настоящему моменту проблема распознаваемости решена для многих
конечных неабелевых простых групп. Список таких групп можно найти
в [14,19,22].

Пусть L — конечная неабелева простая группа, а G —
произвольная конечная группа, удовлетворяющая условию ω(G) =
ω(L). Доказательство распознаваемости группы L, как правило,
включает в себя три основных этапа.

1. Доказывается, что G обладает единственным неабелевым
композиционным фактором S таким, что S ≤ G = G/K ≤ Aut(S),
где K — максимальная нормальная разрешимая подгруппа группы G.

2. Доказывается, что группа S изоморфна группе L.
3. Доказывается, что G/S = 1 и K = 1.
При доказательстве единственности неабелева композиционного

фактора S важную роль играет так называемый граф простых чисел
или граф Грюнберга–Кегеля GK(G) группы G. Множество вершин
этого графа совпадает с множеством простых делителей порядка
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группы G, две вершины, соответствующие двум различным простым
числам p и q, соединены ребром тогда и только тогда, когда в G
найдется элемент порядка pq. Ясно, что граф простых чисел группы
однозначно определяется по спектру; в частности, две группы, спектры
которых совпадают, обладают одинаковыми графами простых чисел.
К.В. Грюнбергом и О.Х. Кегелем [29] было получено структурное
описание групп с несвязным графом простых чисел: конечная группа G
с несвязным графом простых чисел либо является разрешимой группой
специального вида, либо имеет единственный неабелев композиционный
фактор S, причем число компонент связности графа простых чисел
группы S не меньше, чем число компонент связности графа простых
чисел группы G. Список простых групп с несвязным графом простых
чисел был получен Дж.С. Вильямсом [29] и А.С. Кондратьевым
[11]. Из работы М.Р. Зиновьевой (Алеевой) [1] и совместной работы
М.С. Лучидо и А. Могхаддамфара [21] следует, что если конечная
неабелева простая группа L изоспектральна разрешимой группе,
то L ' A2(3), 2A2(3), C2(3) или Alt10. Таким образом, если
группа L имеет несвязный граф простых чисел и не изоморфна
ни одной из вышеприведенных групп, то группа G содержит
единственный неабелев композиционный фактор, а это означает, что
первый этап доказательства распознаваемости завершен. Описание
К.В. Грюнберга и О.Х. Кегеля оказывается важным и на втором этапе
доказательства, поскольку число компонент связности графа простых
чисел единственного неабелева композиционного фактора S не меньше,
чем число компонент связности графа простых чисел группы G.
В частности, граф простых чисел S несвязен.

Однако свойство несвязности графа простых чисел в конечных
простых группах является скорее исключением. Например, если
простая линейная группа An(q) имеет несвязный граф простых чисел,
то одно из чисел n или n+ 1 простое.

Множество вершин графа называется независимым, если любые две
вершины этого множества не соединены ребром. Для конечной группы
G через t(G) обозначается размер наибольшего независимого множества
вершин в GK(G). Размер наибольшего независимого множества,
содержащего вершину 2, обозначается через t(2, G).

В 2005 г. А.В. Васильевым было получено описание всех конечных
групп, удовлетворяющих двум условиям: t(G) ≥ 3 и t(2, G) ≥ 2.
Диссертация содержит совместный с А.В. Васильевым результат,
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уточняющий это описание для групп с теми же условиями и одним
дополнительным: группа G должна быть изоспектральна некоторой
неабелевой простой группе. Теорема утверждает, что в этом случае
G имеет ровно один неабелев композиционный фактор S, причем
t(2, S) ≥ t(2, G). Таблицы, содержащие значения t(G) и t(2, G) для
графов простых чисел всех конечных неабелевых простых групп G,
можно найти в работе А.В. Васильева и Е.П. Вдовина [5]. В частности,
из этих таблиц следует, что под условие теоремы подпадают все
неабелевы простые группы, за исключением групп A2(3), 2A2(3), C2(3)
и знакопеременных групп Altn, где среди чисел n, n− 1, n− 2, n− 3 нет
простых.

Вопрос о распознаваемости знакопеременных групп исследовался
многими авторами. В работах В.Д. Мазурова, А.С. Кондратьева [12]
и А.В. Заварницина [9] доказано, что знакопеременные группы Altp,
Altp+1, Altp+2, где p — простое число, большее 3, распознаваемы,
за исключением группы Alt6. Доказательство опирается на тот
факт, что граф GK(Altn) в этих случаях несвязнен и простое
число p образует его компоненту связности, что неверно в общем
случае. Нераспознаваемость группы Alt6 доказана в [16]. В [13]
установлено, что группа Alt10 нераспознаваема. В [9] и [23]
доказана распознаваемость групп Alt16 и Alt22 соответственно.
В частности, для всех знакопеременных групп Altk, где k ≤ 25,
вопрос распознаваемости решен. Будем говорить, что группа L
квазираспознаваема, если любая изоспектральная ей группа G обладает
единственным композиционным фактором S, изоморфным L. В [10]
было доказано, что если конечная простая знакопеременная группа
квазираспознаваема, то она распознаваема. Как было отмечено
выше, почти всегда знакопеременные группы имеют связный граф
простых чисел и любая вершина графа простых чисел смежна с
вершиной 2, что делает невозможным применение теоремы Грюнберга–
Кегеля и теоремы Васильева. По этим причинам доказательство
распознаваемости по спектру знакопеременных групп требует особого
подхода. В 2010 г. И.А. Вакулой [3] была доказана теорема,
описывающая свойства главных рядов групп с тем же спектром, что и
у знакопеременной группы. В диссертации разработан метод, который
с использованием приведенных результатов позволяет доказать
распознаваемость всех неабелевых простых знакопеременных групп, за
исключением Alt6 и Alt10.
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Результаты о распознаваемости конечных простых групп
показывают, что группы относительно малого порядка нуждаются
в отдельном внимании. На начальном этапе исследований проблемы
распознаваемости по спектру рассматривались в основном отдельные
простые группы. В работах В.Д. Мазурова [13] и А.В. Васильева [4]
получен ответ на вопрос рапознаваемости по спектру для конечных
простых групп, простые делители порядков которых не превосходят 11
и 13 соответственно. В диссертации получен аналогичный результат
для конечных простых групп, простые делители порядков которых не
превосходят 17.

Важным арифметическим параметром группы G является
множество N(G) размеров классов сопряженных элементов. Первые
работы по исследованию размеров классов сопряженных элементов в
конечных группах принадлежат П.Л. Силову и У. Бернсайду. В 80-х гг.
прошлого столетия Дж. Томпсоном была сформулирована следующая
гипотеза (см. [28], вопрос 12.38).

Гипотеза Томпсона. Если L— конечная неабелева простая группа,
G— конечная группа с тривиальным центром иN(G) = N(L), тоG ' L.

К настоящему моменту справедливость гипотезы Томпсона
установлена для многих конечных неабелевых простых групп. Так,
например, Г.Ю. Ченом [17] установлена справедливость гипотезы
Томпсона для всех конечных простых групп, граф простых
чисел которых имеет более двух компонент связности. В 2009 г.
А.В. Васильев опубликовал статью, основным результатом которой
является доказательство справедливости гипотезы Томпсона для групп
Alt10 и A3(4) [7]. Эти группы стали первыми известными группами со
связным графом простых чисел, для которых доказана справедливость
гипотезы Томпсона. Позже Н. Аханджиде показала справедливость
гипотезы Томпсона для групп Bn(q), Cn(q), где n четно, а q ≥ 8, q 6= 9,
и An(q) (см. [2] и [15]).

В диссертации доказана справедливость гипотезы Томпсона для всех
конечных простых групп со связным графом простых чисел, простые
делители порядков которых не превосходят 17.

Основные результаты диссертации.
1. Доказана распознаваемость по спектру знакопеременных групп
степени, большей 25 (теорема 3.1).
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2. Доказано, что конечная группа, изоспектральная конечной
неабелевой простой группе, имеет не более одного неабелева
композиционного фактора (теорема 3.2).
3. Доказана справедливость гипотезы Томпсона для конечных простых
групп 2A3(5), 2A3(4), C3(4), D4(4), Alt16, и тем самым завершено
исследование гипотезы Томпсона для конечных простых групп со
связным графом простых чисел, простые делители порядков которых
не превосходят 17 (теорема 5.1).

Основные результаты диссертации получены автором лично и
опубликованы в [33,34].

Новизна и научная значимость работы. Все основные
результаты диссертации являются новыми. Результаты и методы
работы могут быть использованы для дальнейших исследований как
вопроса о распознаваемости групп по спектру, так и других проблем
теории групп. Они могут быть включены в спецкурсы для студентов и
аспирантов, специализирующихся в области алгебры.

Методы исследования. В работе используются классические
методы теории групп: теория конечных простых групп, теория групп
лиева типа, методы линейной алгебры, а также элементы теории
чисел. Кроме того, в работе используются оригинальные методы,
разработанные автором.

Апробация работы. По результатам диссертации в период с 2007
по 2013 год были сделаны доклады на конференциях в Новосибирске,
Екатеринбурге, Челябинске, Нальчике, Казани, Минске (см. [36–42]).
Результаты работы неоднократно докладывались на семинарах «Теория
групп» и «Алгебра и логика» Института математики СО РАН и НГУ.

Публикации. Результаты автора по теме диссертации
опубликованы в работах [30–42], при этом работы [30–34] опубликованы
в изданиях, которые входят в перечень ВАК российских рецензируемых
научных журналов, в которых должны быть опубликованы основные
результаты диссертаций на соискание ученых степеней доктора и
кандидата наук.
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Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из
введения, 5 глав и списка литературы. Она изложена на 67 страницах,
библиография содержит 86 наименований.

Перейдем к более подробному изложению работы.

Содержание диссертации

Общая структура диссертации. Диссертация разбита на главы,
которые в свою очередь подразделяются на параграфы. Точные
формулировки всех теорем приведены во введении. Вспомогательные
утверждения — леммы — имеют тройную нумерацию: первое число —
номер главы, второе — номер параграфа в текущей главе, третье —
номер утверждения в текущем параграфе.

Глава 1. Глава посвящена основным определениям и
предварительным результатам. Во-первых, формулируются основные
определения, использующиеся на протяжении всей диссертации. Во-
вторых, излагаются общие аспекты проблемы распознавания конечных
групп по спектру. В-третьих, приводится таблица всех конечных
простых групп, простые делители порядков которых не превосходят 17.
В-четвертых, излагаются некоторые известные результаты из теории
чисел, необходимые в диссертации.

Глава 2. Основным результатом главы является следующее
уточнение теоремы 1 из [30].

Теорема 2.1. Пусть L — конечная неабелева простая группа,
для которой t(L) ≥ 3 и t(2, L) ≥ 2, а G — конечная группа,
удовлетворяющая условию ω(G) = ω(L). Тогда выполняются
следующие утверждения.
(1) Существует конечная неабелева простая группа S такая, что
S ≤ G = G/K ≤ Aut(S) для максимальной нормальной разрешимой
подгруппы K группы G.
(2) Для каждого независимого подмножества ρ множества π(G)
такого, что |ρ| ≥ 3, не более чем одно простое число из ρ делит
произведение |K| · |G/S|. В частности, t(S) ≥ t(G)− 1.
(3) Каждое простое число r ∈ π(G), несмежное в GK(G) с числом 2,
не делит произведение |K| · |G/S|. В частности, t(2, S) ≥ t(2, G).
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В [30, теорема 1] было показано, что для произвольной конечной
группы G, удовлетворяющей условиям t(G) ≥ 3 и t(2, G) ≥ 2,
выполнены утверждения (1) и (2) теоремы 2.1. При этом утверждение
(3) также выполнено, если группа S отлична от Alt7 и A1(q). Таким
образом, для доказательства теоремы 2.1 необходимо показать, что
для групп, изоспектральных конечным простым группам, исключений
не возникает. Случай S = Alt7 был разобран автором ранее в [35].
В диссертации показано, что в случае S = A1(q) утверждение (3) также
справедливо.

Теорема 2.1 получена в соавторстве с А.В. Васильевым и
опубликована в [30].

Глава 3. Глава посвящена изучению распознаваемости
знакопеременных групп. С использованием результатов
[3, 9, 10, 12, 13, 16, 23], о которых говорилось ранее, доказывается,
что при n > 5 и n 6= 6, 10 знакопеременная группа степени n
распознаваема.

Теорема 3.1. Пусть G — конечная группа такая, что ω(G) =
ω(Altn), где n ≥ 5, n 6= 6, 10. Тогда G изоморфна Altn.

Эта теорема дает положительный ответ на вопрос 16.107 из
Коуровской тетради [28]. Также, с учетом имеющихся результатов
о группах Alt6 и Alt10, из нее следует положительный ответ на
вопрос 16.27. Более того, как указано в комментарии к вопросу 16.27,
из теоремы 3.1 и [5, следствие 7.3] вытекает следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть L — конечная неабелева простая группа и
G — конечная группа такая, что ω(G) = ω(L). Тогда G имеет не более
одного неабелева композиционного фактора. Более того, если группа L
отлична от групп A2(3), 2A2(3), C2(3), то группа G имеет ровно один
неабелев композиционный фактор.

Теоремы 3.1 и 3.2 получены автором лично, опубликованы в [34].

Глава 4. В главе доказывается, что группы C3(4) и D4(4)
распознаваемы, и тем самым завершается исследование проблемы
распознаваемости для всех конечных простых групп, простые делители
порядков которых не превосходят 17.

Теорема 4.1. Конечные простые группы C3(4) и D4(4)
распознаваемы.

Следствие. Для всех конечных неабелевых простых групп,
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простые делители порядков которых не превосходят 17, значение h(G)
известно.

Теорема 4.1 получена автором лично, опубликована в [32].

Глава 5. В главе доказывается справедливость гипотезы Томпсона
для групп 2A3(5), 2A3(4), C3(4), D4(4), Alt16.

Теорема 5.1. Гипотеза Томпсона верна для конечных простых
групп 2A3(5), 2A3(4), C3(4), D4(4), Alt16.

Вместе с результатом А.В. Васильева [7] эта теорема дает следующее
утверждение.

Следствие. Гипотеза Томпсона справедлива для всех конечных
неабелевых простых групп со связным графом простых чисел, простые
делители порядков которых не превосходят 17.

Теорема 5.1 получена автором лично, опубликована в [33].

Автор выражает глубокую благодарность своему научному
руководителю профессору Андрею Викторовичу Васильеву.
Автор также выражает свою признательность кандидату физико-
математических наук Александру Александровичу Бутурлакину за
поддержку в процессе работы над диссертацией.
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