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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîé-
ñòâà è õàðàêòåðèñòèêè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ è ðîäñòâåííûõ èì îáú-
åêòîâ, à èìåííî áåñêîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê è ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ,
çàâèñÿùèå òîëüêî îò ìíîæåñòâà âõîäÿùèõ â ñëîâî (áåñêîíå÷íóþ
ïåðåñòàíîâêó, ÿçûê) ôðàãìåíòîâ � ïîäñëîâ èëè ôàêòîðîâ. Âîïðî-
ñû, ÷àñòè÷íûå èëè ïîëíûå îòâåòû íà êîòîðûå äàþòñÿ â ðàáîòå,
â îáùèõ òåðìèíàõ ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêèìè
ñâîéñòâàìè ìîæåò è êàêèìè íå ìîæåò îáëàäàòü ìíîæåñòâî ïîä-
ñëîâ äàííîãî ñëîâà (ïåðåñòàíîâêè)? Ñêîëüêî îïðåäåëåííûõ çàäàí-
íûì îáðàçîì ôðàãìåíòîâ äàííîãî ðàçìåðà ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â
áåñêîíå÷íîì ñëîâå (ïåðåñòàíîâêå), êàê ìîæåò èëè íå ìîæåò ðàñòè
èõ êîëè÷åñòâî? Êàê ôàêòîðíûé ÿçûê ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâå-
äåíèå íåñêîëüêèõ ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ, è êàê ðåøàòü óðàâíåíèÿ íàä
ôàêòîðíûìè ÿçûêàìè?

Âñå ýòè âîïðîñû, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
îòíîñÿòñÿ ê êîìáèíàòîðèêå íà ñëîâàõ � îáëàñòè, òåñíî ñâÿçàííîé
êàê ñ êëàññè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêîé è àëãåáðîé, òàê è ñ ñèìâîëè-
÷åñêîé äèíàìèêîé. Èñòîðèÿ êîìáèíàòîðèêè íà ñëîâàõ íà÷èíàåòñÿ
ñ ðàáîò Òóý [36, 35], à òàêæå Ìîðñà è Õåäëóíäà [29]. Òóý çàäàëñÿ
âîïðîñîì: ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íîå ñëîâî íàä êîíå÷íûì àëôàâè-
òîì, â êîòîðîì íèêîãäà íå âñòðå÷àþòñÿ êâàäðàòû, òî åñòü ñëîâà,
ñîñòîÿùèå èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âõîæäåíèé îäèíàêîâûõ ïîä-
ñëîâ: íàïðèìåð, êâàäðàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëîâî abcabc, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé äâà ïîäðÿä èäóùèõ âõîæäåíèÿ ïîäñëîâà abc? Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî íàä áèíàðíûì àëôàâèòîì òàêèõ ñëîâ íå áûâàåò, íî Òóý
óäàëîñü ïîñòðîèòü ïåðâûé ïðèìåð òàêîãî ñëîâà íàä àëôàâèòîì èç
òðåõ ñèìâîëîâ. Ñî âðåìåíåì åãî ðåçóëüòàòû ñòàëè îñíîâîé òåîðèè
èçáåãàåìîñòè [2, 3, 12, 17, 19, 21, 26], òåñíî ñâÿçàííîé ñ êëàññè÷åñêîé
êîìáèíàòîðèêîé è àëãåáðîé. Òàê, ñóùåñòâîâàíèå ñëîâà, èçáåãàþùå-
ãî êâàäðàòîâ, áûëî èñïîëüçîâàíî Íîâèêîâûì è Àäÿíîì â ðåøåíèè
ïðîáëåìû Áåðíñàéäà [1, 7].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ìîðñ è Õåäëóíä [29] çàíèìàëèñü ñèìâîëè÷å-
ñêîé äèíàìèêîé è ðàññìàòðèâàëè ñëîâà êàê êîäû òðàåêòîðèé òî÷êè
â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Èõ èíòåðåñîâàëî, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæ-
íîå ÷èñëî pw(n) ïîäñëîâ çàäàííîé äëèíû n â áåñêîíå÷íîì ñëîâå
w, êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îäíó èç âîçìîæíûõ ìåð
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ñëîæíîñòè áåñêîíå÷íîãî ñëîâà � åãî êîìáèíàòîðíóþ, èëè ïîäñëîâ-
íóþ ñëîæíîñòü. Ê èõ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì îòíîñÿòñÿ ëåììà î
òîì, ÷òî ñëîæíîñòü pw(n) îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
pw(n) ≤ n äëÿ íåêîòîðîãî n, èëè êîãäà ñëîâî w ïåðèîäè÷íî (âîç-
ìîæíî, ñ ïðåäïåðèîäîì). Îíè æå îïèñàëè íåïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà ñ
íàèìåíüøåé ñëîæíîñòüþ pw(n), ðàâíîé n+ 1 äëÿ âñåõ n. Ýòè ñëî-
âà, íàçâàííûå Ìîðñîì è Õåäëóíäîì ñëîâàìèØòóðìà, â íàñòîÿùèé
ìîìåíò õîðîøî èçó÷åíû è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíî èç êëàññè÷å-
ñêèõ ñåìåéñòâ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ [14].

Òåîðèÿ ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ïî ñåé äåíü.
Ñîâåðøåíñòâóþòñÿ êàê ìåòîäû ïîäñ÷åòà êîìáèíàòîðíîé ñëîæíî-
ñòè êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ñëîâ (êîòîðûì áûëà ïîñâÿùåíà, â ÷àñò-
íîñòè, êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ àâòîðà), òàê è ìåòîäû, ïîçâîëÿ-
þùèå ïîëó÷àòü áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû î òîì, êàêîé ìîæåò èëè íå
ìîæåò áûòü ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íîãî ñëîâà [15]. Êàê ïðèìåð îäíîãî
èç ëó÷øèõ ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà ìîæíî ïðèâåñòè òåîðåìó Êàññå-
íÿ [16], óòâåðæäàþùóþ, ÷òî åñëè ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü áåñêîíå÷-
íîãî ñëîâà ðàñòåò ëèíåéíî, òî åå ïåðâûå ðàçíîñòè pw(n+1)−pw(n)
îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé. Òåì íå ìåíåå, â òåîðèè ïîäñëîâíîé
ñëîæíîñòè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íåðåøåííûõ çàäà÷: â ÷àñòíîñòè,
äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíà óäîáíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñëîâ ñ ëèíåéíîé
ñëîæíîñòüþ. Îäíî èç ïîñëåäíèõ ïðîäâèæåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè
ïðèíàäëåæèò Æ. Ëåðóà [28].

Èçâåñòíûé íåðåøåííûé âîïðîñ òåîðèè ÷èñåë î òîì, ëþáàÿ ëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð âñòðå÷àåòñÿ â q-è÷íîì ðàçëîæåíèè äàí-
íîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà (íàïðèìåð, â äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè
÷èñëà π), òàêæå ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì î ïîäñëîâíîé ñëîæíîñòè: ðàâ-
íà ëè ïîäñëîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîâà qn? Ñàìûì
ñèëüíûì èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè q-
è÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Àäàì÷åâñêîãî è Áþ-
æî [9], óòâåðæäàþùèé, ÷òî êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü âñÿêîãî q-
è÷íîãî ðàçëîæåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ðàñ-
òåò áûñòðåå, ÷åì ëèíåéíî.

Êàê â èäóùåé îò Òóý òåîðèè èçáåãàåìîñòè, òàê è â èäóùåé îò
Ìîðñà è Õåäëóíäà òåîðèè ñëîæíîñòè àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ îäíè è
òå æå ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ñ íåòðè-
âèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Êðîìå òîãî, íàðÿäó ñî ñëîâàìè èçó÷àþòñÿ
ôàêòîðíûå ÿçûêè, òî åñòü ÿçûêè, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
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ïîäñëîâ. Ôàêòîðíûìè ÿâëÿþòñÿ êàê ÿçûêè ïîäñëîâ áåñêîíå÷íîãî
ñëîâà èëè ñåìåéñòâà áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, òàê è ÿçûêè âñåõ ñëîâ, èç-
áåãàþùèõ ïîäñëîâ çàäàííîãî âèäà; èçó÷àåòñÿ èõ ïîäñëîâíàÿ ñëîæ-
íîñòü [4, 11, 13, 34] è äðóãèå ñâîéñòâà, íàïðèìåð, âîçìîæíàÿ ÷àñòî-
òà ñèìâîëîâ [31].

Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçâèâàþòñÿ òàêæå íàïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå
íà ìîäèôèêàöèÿõ îïðåäåëåíèé êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè. Îñòàâà-
ÿñü â ðàìêàõ ïîäõîäà, ïðè êîòîðîì îöåíèâàåòñÿ íå ñëîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ, à êîëè÷åñòâî ôðàãìåíòîâ
çàäàííîãî ðàçìåðà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ââîäèòü è
èññëåäîâàòü ðàçíîîáðàçíûå ôóíêöèè, ðîäñòâåííûå êîìáèíàòîðíîé
ñëîæíîñòè, íî íå ðàâíûå åé. Òàê, Èâàíûé â 1987 ã. ââåë ïîíÿòèå d-
ñëîæíîñòè [23]; Ðåñòèâî è Ñàëåìè â 2002 ã. ââåëè øàáëîííóþ ñëîæ-
íîñòü [32] êàê êîëè÷åñòâî ñëîâ íàä àëôàâèòîì ïåðåìåííûõ, âõîæ-
äåíèÿ êîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ â äàííîì áåñêîíå÷íîì ñëîâå; Íàêàøè-
ìà, Òàìóðà è ßñóòîìè ââåëè åùå îäíî ïîíÿòèå ìîäèôèöèðîâàííîé
ñëîæíîñòè [30]. Ëó÷øå âñåãî èññëåäîâàíû è íàèáîëåå ïåðñïåêòèâ-
íû â äàííûé ìîìåíò äâå íåñòàíäàðòíûõ êîìáèíàòîðíûõ ôóíêöèè
ñëîæíîñòè: ìàêñèìàëüíàÿ øàáëîííàÿ ñëîæíîñòü, ââåäåííàÿ â 2002
ã. Êàìàý è Çàìáîíè [24, 25] è àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, ââåäåí-
íàÿ â 2000 ã. Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì, Ä. Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññîì è
àâòîðîì [41].

Ñâîéñòâàì àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåíà
ãëàâà 2 äèññåðòàöèè. Óäàëîñü ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòà-
òû îá ýòîé ôóíêöèè ñëîæíîñòè. Òàê, íàèìåíüøóþ àðèôìåòè÷å-
ñêóþ ñëîæíîñòü ñðåäè ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ
ñëîâ èìåþò íå ñëîâà Øòóðìà, êàê ÷àùå âñåãî áûâàåò, à ñïåöè-
ôè÷åñêèå ñëîâà, ïîðîæäåííûå ñõåìàìè Òåïëèöà. Ñ ïîìîùüþ ñõåì
Òåïëèöà ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ è âñå ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå
ñëîâà, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ ðàñòåò ëèíåéíî, ñëîæ-
íîñòü æå ñëîâ Øòóðìà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé O(n3). Çàìåòèì, ÷òî
àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ â ñâîåì ðîäå ïðîäîëæåíèåì
èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ êëàññè÷åñêèìè òåîðåìàìè Âàí äåð Âàðäåíà
è Ñåìåðåäè. Î äðóãèõ èçâåñòíûõ èññëåäîâàíèÿõ àðèôìåòè÷åñêèõ
ïðîãðåññèé ìîæíî ïðî÷åñòü â îáçîðå [8].

Íîâûì íàó÷íûì íàïðàâëåíèåì, ðàçâèâàåìûì â äèññåðòàöèè,
ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå êîìáèíàòîðíûõ ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê
áåñêîíå÷íûõ ñëîâ è ðîäñòâåííûõ èì îáúåêòîâ, íàèáîëåå ÿðêî äå-
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ìîíñòðèðóþùèõ íåòðèâèàëüíîñòü ñâîéñòâ ñëîâ, ïåðåñòàíîâîê è ÿçû-
êîâ, äàþùèõ êðàñèâûå è íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû î íèçêîé èëè
ëèíåéíîé ñëîæíîñòè è ïðåäîñòàâëÿþùèõ íîâûå òåõíèêè äëÿ ðàáî-
òû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îáúåêòàìè. Êðîìå àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæ-
íîñòè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, ê íîâûì ïîíÿòèÿì, îïèñûâàåìûì è èçó÷à-
åìûì â äèññåðòàöèè, îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîé ïåðåñòàíîâêè,
êîòîðîìó ïîñâÿùåíà ãëàâà 3. Áåñêîíå÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà îïðåäåëÿ-
åòñÿ àíàëîãè÷íî áåñêîíå÷íîìó ñëîâó, íî ðîëü åå ¾ïîäñëîâ¿ èãðàþò
îáû÷íûå êîíå÷íûå ïåðåñòàíîâêè. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå
ñâîéñòâ ïåðåñòàíîâîê, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì ñëîâ, è óñòàíîâëåíèå
òåõ èç íèõ, êîòîðûå íàèáîëåå îðãàíè÷íî îïèñûâàþò èõ ñòðóêòóðó.
Îäíîâðåìåííî ñ àâòîðîì è åå ñîàâòîðàìè èçó÷åíèå áåñêîíå÷íûõ
ïåðåñòàíîâîê â äàííîì êîíòåêñòå íà÷àëè Ì. À. Ìàêàðîâ [5, 6] è
Óèäìåð [37]. Ñðåäè áîëåå ðàííèõ ðàáîò, ñõîäíûõ ïî òåìàòèêå, ñòî-
èò îòìåòèòü ñòàòüþ Äýâèñà è äð. [20].

Íàêîíåö, ãëàâà 4 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì ïðîèçâåäå-
íèé ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ è ðåøåíèþ óðàâíåíèé íàä íèìè. Â îòëè÷èå
îò óðàâíåíèé íàä ñëîâàìè, ðåøåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà Ìàêàíèíà [22], óðàâíåíèÿ íàä ÿçûêàìè â îáùåì ñëó-
÷àå äåìîíñòðèðóþò ìíîæåñòâî íåîæèäàííûõ ñâîéñòâ [18, 27, 33] è
êðàéíå ðåäêî ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîëíîñòüþ. Îäíàêî åñëè îãðàíè-
÷èòü ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ôàêòîðíûìè ÿçûêàìè, ñèòóàöèÿ ðåç-
êî ìåíÿåòñÿ, è óðàâíåíèÿ íàä ÿçûêàìè â áîëüøîé ñòåïåíè íà÷èíà-
þò ñâîäèòüñÿ ê óðàâíåíèÿì íàä ñëîâàìè. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå
ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü íàä ôàêòîðíû-
ìè ÿçûêàìè óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå êîòîðûõ íàä ïðîèçâîëüíûìè ÿçû-
êàìè âåñüìà ñëîæíî.

Öåëè ðàáîòû: èññëåäîâàòü íîâûå êîìáèíàòîðíûå ñëîæíîñò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ; ðàñïðîñòðàíèòü êàê èçâåñò-
íûå, òàê è íîâûå ôóíêöèè îò áåñêîíå÷íûõ ñëîâ íà ðîäñòâåííûå
èì îáúåêòû, â ÷àñòíîñòè, ôàêòîðíûå ÿçûêè è áåñêîíå÷íûå ïåðå-
ñòàíîâêè, è èññëåäîâàòü, êàêèå èìåííî èç ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ
åñòåñòâåííûìè è âàæíûìè äëÿ ýòèõ îáúåêòîâ; âûðàáîòàòü íîâûå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ ñëîâ è ïåðåñòàíîâîê.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿþòñÿ êàê êëàñ-
ñè÷åñêèå êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû êîìáèíàòî-
ðèêè íà ñëîâàõ, òàê è ìåòîäû àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë, äèñêðåòíîé
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ãåîìåòðèè è òåîðèè ãðàôîâ. Â ñòàòüÿõ, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå,
ñîàâòîðû àâòîðà äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëè òàêæå àíàëèòè÷åñêèå
è äèíàìè÷åñêèå ìåòîäû; ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëå-
æàùèå ñîàâòîðàì ïî ðàáîòàì [38, 44], ïðèâåäåíû â äèññåðòàöèè áåç
äîêàçàòåëüñòâ.

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ìíîãèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïðèìåíÿå-
ìûå â äàííîé ðàáîòå, ðàçðàáîòàíû àâòîðîì è ïðèìåíåíû âïåðâûå.
Ê ñàìûì íåòðèâèàëüíûì èç íèõ ìîæíî îòíåñòè, ïðåæäå âñåãî,

• ìåòîä áåñêîíå÷íûõ ñïåöèàëüíûõ âåòâåé, ïðèìåíÿåìûé â ãëà-
âå 2 äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñëîâ ñ íèçêîé àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæ-
íîñòüþ;

• âñå ïðèìåíåííûå â ãëàâå 3 ìåòîäû ðàáîòû ñ áåñêîíå÷íûìè
ïåðåñòàíîâêàìè;

• ìåòîä âûæèìîê äî êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïðèìåíÿåìûé
â ãëàâå 4 äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íàä ôàêòîðíûìè ÿçûêàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåð-
òàöèè, íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò èìåòü
ïðèìåíåíèå â êîìáèíàòîðèêå íà ñëîâàõ è ñìåæíûõ îáëàñòÿõ àëãåá-
ðû è ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå.

1. Îõàðàêòåðèçîâàíû ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå áåñêîíå÷íûå
ñëîâà, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ ðàñòåò ëèíåéíî.

2. Îïèñàíû ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå áåñêîíå÷íûå ñëîâà, àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ ìèíèìàëüíà äëÿ íåïåðèîäè-
÷åñêèõ ñëîâ.

3. Íàéäåíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè, à â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ñëîâà Ôèáîíà÷÷è) òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ
àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ñëîâ Øòóðìà: îêàçàëîñü, ÷òî îíà
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ðàñòåò êàê O(n3). Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïåðåôîðìó-
ëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéäåíû îöåíêè, à â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ êîëè÷åñòâà âñåõ âðàùàòåëüíûõ
ñëîâ ñ ôèêñèðîâàííîé øèðèíîé èíòåðâàëà.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå ïåðèîäè÷íîñòè áåñêîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê;
óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïåðèî-
äè÷åñêèõ áåñêîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ñ äàííîé äëèíîé ïåðè-
îäà; äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷íîñòü ïåðåñòàíîâêè ýêâèâàëåíò-
íà îãðàíè÷åííîñòè åå ñëîæíîñòè; èññëåäîâàí âîçìîæíûé ìåä-
ëåííûé ðîñò ñëîæíîñòè íåïåðèîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê.

5. Îõàðàêòåðèçîâàíû áåñêîíå÷íûå ïåðåñòàíîâêè, ìàêñèìàëüíàÿ
øàáëîííàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ ìèíèìàëüíà äëÿ íåïåðèîäè÷-
íûõ ïåðåñòàíîâîê è ðàâíà n; êàê îêàçàëîñü, îíè ïîðîæäàþòñÿ
òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è ñëîâà Øòóðìà, è ïîýòîìó íàçâàíû ïå-
ðåñòàíîâêàìè Øòóðìà.

6. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êàíîíè-
÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôàêòîðíîãî ÿçûêà â êîíêàòåíàöèþ ôàê-
òîðíûõ ÿçûêîâ.

7. Ïîëíîñòüþ ðåøåíî óðàâíåíèå êîììóòèðîâàíèÿ XY = Y X íà
ìíîæåñòâå áèíàðíûõ ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ.

Àïðîáàöèÿ: ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü, â ÷àñò-
íîñòè, íà ÷åòûðåõ ïðèãëàøåííûõ äîêëàäàõ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ, à èìåííî íà Ðàáî÷åé âñòðå÷å îá èçáåãàåìîñòè ñëîâ,
ñëîæíîñòè è ìîðôèçìàõ (Òóðêó, Ôèíëÿíäèÿ, 2004); íà Ëåòíåé ñåñ-
ñèè Êàíàäñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (Âàòåðëîî, Êàíàäà,
2005); íà Ìåæäóíàðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé êîíôåðåíöèè (Åêàòåðèí-
áóðã, 2005); íà êîíôåðåíöèè WORDS 2011 (Ïðàãà, ×åõèÿ).

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà Ìåæäóíàðîäíîì
êîíãðåññå ïî ñëîâàì, ÿçûêàì è êîìáèíàòîðèêå (Êèîòî, ßïîíèÿ,
2000); íà êîíôåðåíöèÿõ WORDS 2003 (Òóðêó, Ôèíëÿíäèÿ),
WORDS 2005 (Ìîíðåàëü, Êàíàäà), WORDS 2009 (Ñàëåðíî, Èòà-
ëèÿ); íà Åâðîïåéñêîé êîíôåðåíöèè ïî êîìáèíàòîðèêå (Áåðëèí, Ãåð-
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ìàíèÿ, 2005); íà Êîíôåðåíöèè ïî êîìáèíàòîðèêå, àâòîìàòàì è òåî-
ðèè ïåðå÷èñëåíèÿ (Ëüåæ, Áåëüãèÿ, 2006); íà Ìåæäóíàðîäíîì ñèì-
ïîçèóìå ïî òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå â Ðîññèè (Ñàíêò-Ïåòåð-
áóðã, 2006); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ôîðìàëü-
íûõ ÿçûêîâ (Òóðêó, Ôèíëÿíäèÿ, 2007); íà Øêîëå ïî êîìáèíàòî-
ðèêå íà ñëîâàõ (Ìîíðåàëü, Êàíàäà, 2007); íà Ìîíñîâñêèõ äíÿõ
(Àìüåí, Ôðàíöèÿ, 2010); íà Ðàáî÷åé ãðóïïå ïî êîìáèíàòîðèêå íà
ñëîâàõ (Áàíôô, Êàíàäà, 2012); íà Ìàëüöåâñêèõ ÷òåíèÿõ (Íîâî-
ñèáèðñê, 2006); íà Ëàâðåíòüåâñêèõ ÷òåíèÿõ (Íîâîñèáèðñê, 2003 è
2007); â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì Computer Science Club (2011); íà ñå-
ìèíàðàõ â óíèâåðñèòåòàõ Ìàðñåëÿ, Ëèîíà, Íàíñè è Òóðêó (2009�
2012); íà ñåìèíàðàõ ¾Ôàêòîðíûå ÿçûêè¿, ¾Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ¿,
¾Òåîðèÿ ãðàôîâ¿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ
ÐÀÍ (1999�2011).

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëè-
êîâàíî 17 ðàáîò [38�54], èç íèõ 12 (âñå, êðîìå [39], [41], [43], [48,49])
� â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ. Ðàáîòû [40�43,45,46,54] íàïèñàíû â
íåðàçäåëèìîì ñîàâòîðñòâå ñ Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì, Æ. Êàññåíåì,
Ä. Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññîì, Ë. Çàìáîíè. Â ñòàòüÿõ [38] è [44] ïðèñóò-
ñòâóþò ëåììû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ñèìâîëè÷åñêîé äèíà-
ìèêè, ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàùèå ñîàâòîðàì àâòîðà, â äèññåðòàöèè
îíè ïðèâîäÿòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû (105 íàèìåíîâàíèé, âêëþ-
÷àÿ 17 ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè, ïðèâåäåííûõ â êîíöå
ñïèñêà). Òåêñò ðàáîòû èçëîæåí íà 245 ñòðàíèöàõ è ñîäåðæèò 27
ðèñóíêîâ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ãëàâå 1 ðàáîòû ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ, ïðèìåíÿåìûå â ñëåäóþ-
ùèõ ãëàâàõ: ïåðèîäè÷íîñòü è ðåêóððåíòíîñòü áåñêîíå÷íîãî ñëîâà,
êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü, ìàêñèìàëüíàÿ øàáëîííàÿ ñëîæíîñòü, à
òàêæå íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ áåñêîíå÷-
íûõ ñëîâ. Êðîìå òîãî, òàì æå îïèñûâàåòñÿ òåõíèêà ñïåöèàëüíûõ
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è áèñïåöèàëüíûõ ñëîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè
ñëîâà èëè ÿçûêà.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ è ñâîéñòâàì àðèôìåòè÷åñêîé
ñëîæíîñòè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ. Ýòà ôóíêöèÿ, ââåäåííàÿ â ðàáîòå Ñ.
Â. Àâãóñòèíîâè÷à, Ä. Ã. Ôîí-Äåð-Ôëààññà è àâòîðà â 2000 ã. [41],
îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî âñåõ ñëîâ äàííîé äëèíû, âñòðå÷àþ-
ùèõñÿ â áåñêîíå÷íîì ñëîâå w = w1 · · ·wn · · · ïî àðèôìåòè÷åñêèì
ïðîãðåññèÿì:

aw(n) = #{wkwd+k · · ·w(n−1)d+k|k, d ≥ 1}.

Ñâîéñòâà àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè îêàçûâàþòñÿ âåñüìà íåòðè-
âèàëüíûìè è äàþò íîâóþ, ÷àñòî íåîæèäàííóþ èíôîðìàöèþ î ñâîé-
ñòâàõ èçâåñòíûõ êëàññîâ ñëîâ. Òàê, â ðàçäåëå 2.2 íàéäåíà àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèììåòðè÷åñêèõ ìîðôèç-
ìîâ � ñòàíäàðòíîãî ñåìåéñòâà, ñëîâà èç êîòîðîãî ÷àñòî èñïîëüçó-
þòñÿ êàê ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ñëîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Â
÷àñòíîñòè, èìåííî â íåì ñîäåðæèòñÿ ñëîâî Òóý-Ìîðñà, êëàññè÷å-
ñêèé ïðèìåð áèíàðíîãî ñëîâà, ïîÿâëÿþùåãîñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ êîí-
òåêñòàõ è ñòðîÿùåãîñÿ êàê íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 0110100110010110 · · ·
ìîðôèçìà 0 7→ 01, 1 7→ 10. Êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü òàêèõ ñëîâ
ðàñòåò ëèíåéíî, à àðèôìåòè÷åñêàÿ, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ â ðàçäå-
ëå 2.2, ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî (òåîðåìà 2.2.3). Â ÷àñòíîñòè, ñëîæ-
íîñòü ñëîâà Òóý-Ìîðñà îêàçûâàåòñÿ ðàâíà 2n, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîé.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò çàäàòüñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì: à ñó-
ùåñòâóþò ëè áåñêîíå÷íûå ñëîâà, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êî-
òîðûõ ðàñòåò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, íàïðèìåð, ëèíåéíî? Ïîëîæè-
òåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ â ðàçäåëå 2.3, ãäå îïèñûâàþò-
ñÿ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûå ñëîâà ñ íàèìåíüøåé àðèôìåòè÷åñêîé
ñëîæíîñòüþ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåïåðèîäè÷íûõ ðàâíîìåðíî ðå-
êóððåíòíûõ ñëîâ ìåäëåííåå âñåãî ðàñòåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæ-
íîñòü ñëîâ Òåïëèöà, ïîðîæäåííûõ ÷åðåäîâàíèåì ñõåì Pa,p = ap−1�
è Pb,p = bp−1�, ãäå ÷èñëî p ïðîñòîå, à a è b � ðàçëè÷íûå ñèìâîëû
àëôàâèòà. Ýòè ñëîâà ñòðîÿòñÿ êàê ïðåäåë ñëåäóþùåé èòåðàòèâíîé
êîíñòðóêöèè: íà÷àâ ñî ñëîâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíèõ ïðîáåëîâ, òî åñòü
èç ñèìâîëîâ �, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿåì âñå îñòàâøèåñÿ ïðî-
áåëû ñíà÷àëà íà ñëîâî Pωa,p, ïîòîì íà ñëîâî Pωb,p, ïîòîì ñíîâà íà
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Pωa,p, è òàê äàëåå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 3 ýòî ïîñëåäîâàòåëüíî äàåò
ñëîâà � � � � � � � � � � � · · · ; aa � aa � aa � aa · · · ; aabaabaa � aa · · · ;
aabaabaaaaa · · · .

Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ap(n) ñëîâà, ïîðîæäàåìîãî òàêèì
îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ñõåì Pa,p è Pb,p, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

2p+ 2

p
≤ ap(n)− 2

n
≤ 6p− 2

2p− 1
,

à àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âñåõ äðóãèõ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíò-
íûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñëîâ íå ìîæåò ðàñòè ìåäëåííåå, ÷åì îäíà
èç ôóíêöèé ap(n). Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà
2.3, ñîâìåñòíûé ñ Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì è Æ. Êàññåíåì è âïåðâûå
îïóáëèêîâàííûé â [40].

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå 2.4 òåõíèêà áåñêîíå÷íûõ ñïåöèàëüíûõ
âåòâåé, âïåðâûå ïðèìåíåííàÿ â ðàçäåëå 2.3, óñëîæíÿåòñÿ è ìîäèôè-
öèðóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåé õàðàêòåðèçàöèè âñåõ íåïåðè-
îäè÷åñêèõ ðàâíîìåðíî ðåêóððåíòíûõ ñëîâ, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæ-
íîñòü êîòîðûõ ðàñòåò ëèíåéíî.

Íàçîâåì ñëîâî u êàíîíè÷åñêè p-ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ âñåõ k > 0
è i ∈ {1, . . . , pk−1} åãî àðèôìåòè÷åñêèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ui

pk

ïåðèîäè÷íû. Êàíîíè÷åñêè p-ðåãóëÿðíûå ñëîâà òàêæå ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ñõåì Òåïëèöà, ïîäîáíûõ îïèñàííûì âûøå
ñõåìàì Pa,p.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 2.4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.4.1. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü íåïåðèîäè÷åñêîãî ðàâ-
íîìåðíî ðåêóððåíòíîãî ñëîâà ðàñòåò ëèíåéíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ýòî ñëîâî ïðèíàäëåæèò îðáèòå íåêîòîðîãî êàíîíè÷å-

ñêè p-ðåãóëÿðíîãî ñëîâà w, ãäå ÷èñëî p ïðîñòî, è wp
a

pa = wp
b

pb
äëÿ

íåêîòîðûõ a 6= b.

Â 2007-ì ã. àâòîð ðàáîòû ïîëó÷èë çà ýòîò ðåçóëüòàò Òðåòüþ
ïðåìèþ Ýéëåðà â íîìèíàöèè �Ìîëîäûå èññëåäîâàòåëè�.

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ðàçäåëàõ, 2.5 è 2.6, ñ ïîìîùüþ ñõåì Òåï-
ëèöà ñòðîÿòñÿ ñåìåéñòâà ïðèìåðîâ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, àðèôìåòè-
÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ ðàñòåò êàê ns äëÿ êàêîé-ëèáî ñòåïåíè
s ≥ 1. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 2.5.1.Äëÿ âñÿêîãî áåñêîíå÷íîãî ñëîâà u íàä êîíå÷íûì
àëôàâèòîì Σ, êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç pu(n), è äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî p ≥ 3 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-
íîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì Σ, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî
ðàñòåò êàê Θ(npu(dlogp ne)).

Òåîðåìà 2.6.1. Ïóñòü Q = {q1, . . . , qk} � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, k ≤ 2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî d > 1
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñëîâî w = w(Q, d) íàä d-áóêâåííûì àëôà-
âèòîì, äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè aw(n) = pQ,d(n) êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

pQ,d(n)

nα(Q,d)+1
→ C ïðè n→∞,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à α(Q, d) � åäèí-
ñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

d− 1

d
=

k∏
i=1

(1− q−xi ).

Â îáåèõ òåîðåìàõ ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñõåì Òåïëèöà, íî åñëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.5.1 ïðèìåíÿþòñÿ
÷èñòî êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå óæå ñòàâøàÿ êëàññè÷å-
ñêîé òåõíèêà áèñïåöèàëüíûõ ñëîâ, òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2.6.1, ñîâìåñòíîãî ðåçóëüòàòà ñ Æ. Êàññåíåì è Ô. Â. Ïåòðîâûì,
äëÿ îöåíêè àñèìïòîòèêè àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè èñïîëüçóþò-
ñÿ, êðîìå êîìáèíàòîðíûõ, àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû. Äâå èñïîëüçóå-
ìûå äëÿ ýòîé îöåíêè ëåììû ïðèíàäëåæàò ñîàâòîðàì àâòîðà è ïî-
ýòîìó ïðèâîäÿòñÿ â òåêñòå äèññåðòàöèè áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Èç âûøåîïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ó ñëîâ
Øòóðìà � ñëîâ ñ íàèìåíüøåé êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòüþ, ðàâíîé
n + 1, � àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ëèíåé-
íî. Âåðõíÿÿ îöåíêà è â ðÿäå ñëó÷àåâ òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ êîìáè-
íàòîðíîé ñëîæíîñòè ñëîâ Øòóðìà ïðèâîäÿòñÿ â ðàçäåëå 2.7. Ðå-
çóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Æ. Êàññåíåì [45].
Îñíîâíîé èñïîëüçóåìûé â ðàçäåëå ìåòîä âïåðâûå ïðèìåíåí Áåð-
ñòåëåì è Ïîêêüîëîé [13], íàøåäøèìè ñ ïîìîùüþ íåãî ñîâîêóïíîå
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êîëè÷åñòâî âñåõ ïîäñëîâ ñëîâ Øòóðìà çàäàííîé äëèíû. Ìåòîä îñ-
íîâàí íà òîì, ÷òî êàæäîìó ñëîâó, çàäàííîìó äâóìÿ ïàðàìåòðàìè,
� íàïðèìåð, âñÿêîìó àðèôìåòè÷åñêîìó ïîäñëîâó ñëîâà Øòóðìà
� ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó â äâóìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàâíû ýòèì äâóì ïàðàìåòðàì, ïðè÷åì
ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ òî÷êè èç íåêîòîðîé ñâÿçíîé
îáëàñòè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìó è òîìó æå ñëîâó. Òàêèì îá-
ðàçîì, âåðõíÿÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîäñëîâ
ñëîâà Øòóðìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ÷èñëî òàêèõ ñâÿçíûõ îá-
ëàñòåé. Â äàííîì ñëó÷àå, êàê è â çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé Áåðñòåëåì
è Ïîêêüîëîé, îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ ãðàíÿìè íåêîòîðîãî ïëîñêîãî ãðà-
ôà, è èõ êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå Ýéëåðà.

Äàëåå, îäíàêî, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áîëåå òðóäîåìêîé, ÷åì ðàñ-
ñìîòðåííàÿ Áåðñòåëåì è Ïîêêüîëîé: åñëè â èõ ñëó÷àå êîëè÷åñòâî
íóæíûõ ñëîâ áûëî ðàâíî êîëè÷åñòâó ãðàíåé è íàõîæäåíèå êîëè÷å-
ñòâà ãðàíåé îçíà÷àëî ðåøåíèå çàäà÷è, òî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
êëàññèôèöèðîâàòü ãðàíè, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ñëî-
âó. Êàê îêàçàëîñü, âñÿ ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ ãðàíåé îáëàäàåò öåí-
òðàëüíîé ñèììåòðèåé, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçäåëèòü êîëè÷åñòâî
ãðàíåé íà äâà è ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó (åäèíóþ äëÿ
âñåõ ñëîâ Øòóðìà):

Ëåììà 2.7.8. Äëÿ âñåõ n è äëÿ âñÿêîãî ñëîâà Øòóðìà w âåðíî
íåðàâåíñòâî

aw(n) ≤ (n− 1)n(n+ 1)

6
+
n−1∑
p=1

(n− p)ϕ(p) + 2,

ãäå ϕ(p) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, òî åñòü êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ p è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âûøåïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà ðàñ-
òåò êàê (1/6 + 1/π2)n3 + O(n2), òî åñòü ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ðàñòåò
êàê Θ(n3). Òî÷íûå çíà÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè çàâèñÿò
îò òîãî, êàêîå ñëîâî Øòóðìà ðàññìàòðèâàåòñÿ, à òî÷íåå, îò íà-
êëîíà ýòîãî ñëîâà. Ïóòåì ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
ðàçíûå ãðàíè ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå ñëîâó, óäàåòñÿ íàé-
òè òî÷íûå çíà÷åíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ñëîâ Øòóðìà ñ
íàêëîíàìè, áëèçêèìè ê 1/2, à òî÷íåå, ñ íàêëîíàìè èç èíòåðâàëà
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[1/3; 2/3]. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîò èíòåðâàë ïîïàäàåò íàêëîí ñëîâà Ôè-
áîíà÷÷è � ñàìîãî èçâåñòíîãî èç âñåõ ñëîâ Øòóðìà, íåïîäâèæíîé
òî÷êè abaababa · · · ìîðôèçìà a 7→ ab, b 7→ a. Íàêëîí ñëîâà Ôèáî-
íà÷÷è ðàâåí α = (3−

√
5)/2 = 0, 381966 · · · , è ïîòîìó îíî ïîïàäàåò

â çîíó äåéñòâèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.7.15. Äëÿ âñÿêîãî èððàöèîíàëüíîãî α ∈ (0.375, 0.4)
âåðíû ðàâåíñòâà aα(1) = 2, aα(2) = 4, aα(3) = 8, aα(4) = 16,
aα(5) = 30, aα(6) = 52, aα(7) = 83, aα(8) = 128 è

aα(n+ 1) =

{
g(n)− 8, ïðè ÷åòíîì n,
g(n)− 9, ïðè íå÷åòíîì n

äëÿ n+ 1 ≥ 9, ãäå g(n) =
n(n+ 1)(n+ 2)

6
+

n∑
p=1

(n− p+ 1)ϕ(p) + 2.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íàêëîíîâ, íå âõîäÿùèõ â èíòåðâàë [1/3; 2/3],
íåèçâåñòíî, îãðàíè÷åíà ëè ðàçíîñòü ìåæäó èìåþùåéñÿ âåðõíåé îöåí-
êîé àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëîâà Øòóðìà
è ñàìîé àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò îñ-
íîâíîé ðåçóëüòàò ðàçäåëà 2.8, àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü âñÿêîãî
ñëîâà Øòóðìà òåì íå ìåíåå ðàñòåò êàê Θ(n3). Ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà, âïåðâûå îïóáëèêîâàííàÿ â [39].

Òåîðåìà 2.8.1. Äëÿ âñåõ n > 0 àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü
ñëîâà Øòóðìà ñ íàêëîíîì α < 1/2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

aα(2n− 2) ≥
n∑
p=1

pϕ(p)− 1

2

b2/αc∑
p=1

pϕ(p)− 1

2

b1/αc∑
p=1

pϕ(p),

ãäå ϕ(p) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ α > 1/2 èìååì aα(n) = a1−α(n), è ïîòîìó
äàííàÿ òåîðåìà ôàêòè÷åñêè äàåò âåðõíþþ îöåíêó àðèôìåòè÷åñêîé
ñëîæíîñòè ëþáîãî ñëîâà Øòóðìà. Ýòà îöåíêà óäîâëåòâîðÿåò íåðà-

âåíñòâó aα(n) ≥ n3

4π2
+ O(n2) − 9

π2α3
+ O

(
1

α2

)
, à çíà÷èò, ìåíüøå

âåðõíåé ïðèìåðíî â 10,58 ðàç. Â îòëè÷èå îò âåðõíåé îöåíêè îíà íå
ïðåòåíäóåò íà òî÷íîñòü, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíà äîñòàòî÷íî ãðóáûìè
ìåòîäàìè.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî àðèôìåòè÷åñêîå çàìûêàíèå âñÿêîãî ñëîâà
Øòóðìà ñ íàêëîíîì α ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âðàùàòåëüíûõ
ñëîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé øèðèíîé èíòåðâàëà. Òàêèì îáðàçîì, âñå
âûøåïðèâåäåííûå îöåíêè è ôîðìóëû äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé ñëîæ-
íîñòè ñëîâà Øòóðìà ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû è êàê îöåíêè
è ôîðìóëû äëÿ êîëè÷åñòâà âñåõ âðàùàòåëüíûõ ñëîâ ñ äàííîé øè-
ðèíîé èíòåðâàëà.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì íîâûõ îáúåêòîâ, âïåðâûå ââåäåí-
íûõ â ðàáîòå [46], � áåñêîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê. Áåñêîíå÷íàÿ ïå-
ðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ èëè
öåëûõ ÷èñåë, íà êîòîðûõ, êðîìå ñòàíäàðòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿä-
êà, îïðåäåëåí åùå îäèí, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (ïðîíóìåðîâàííàÿ íàòóðàëüíûìè èëè öåëûìè ÷èñëàìè) ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîé íàñ èíòåðåñóåò
ïîðÿäîê ìåæäó ýëåìåíòàìè, íî íå èõ çíà÷åíèÿ. Ñòðîãîå îïðåäå-
ëåíèå áåñêîíå÷íîé ïåðåñòàíîâêè ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.1. Âàæíî,
÷òî àíàëîãè÷íî ïîäñëîâó áåñêîíå÷íîãî ñëîâà, ìîæíî îïðåäåëèòü
ôàêòîð äëèíû n áåñêîíå÷íîé ïåðåñòàíîâêè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé êîíå÷íóþ ïåðåñòàíîâêó äëèíû n. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íûå
ïåðåñòàíîâêè çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó êëàññè-
÷åñêèìè êîíå÷íûìè ïåðåñòàíîâêàìè è áåñêîíå÷íûìè ñëîâàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà áåñêîíå÷íûõ ïåðå-
ñòàíîâîê, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, è äåìîíñòðè-
ðóåòñÿ, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî îïðåäåëåíèé è ñòðóêòóðû, ñâîé-
ñòâà áåñêîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíû-
ìè è ìåíåå ïðåäñêàçóåìûìè, ÷åì ñâîéñòâà áåñêîíå÷íûõ ñëîâ. Òàê,
â ðàçäåëå 2.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïåðèîäè÷åñêèõ
ñëîâ, íàñ÷èòûâàåòñÿ ñ÷åòíîå, à íå êîíå÷íîå, ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ
ïåðåñòàíîâîê ñ äàííûì ïåðèîäîì. Â ðàçäåëå 2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîã äëÿ ïåðåñòàíîâîê èçâåñòíîé òåîðåìû Ôàéíà � Óèëôà:

Òåîðåìà (Ôàéí, Óèëô). Åñëè ñëîâî äëèíû íå ìåíüøå p+q−
(p, q) ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäàìè p è q, òî îíî ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì
(p, q). Äëèíà p + q − (p, q) îïòèìàëüíà äëÿ âñåõ ñëîâ, êðîìå êàê
íàä îäíîáóêâåííûì àëôàâèòîì, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò áèíàðíûå
ñëîâà äëèíû p + q − (p, q) − 1, ïåðèîäè÷íûå ñ ïåðèîäàìè p è q, íî
íå (p, q).
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìà Ôàéíà � Óèëôà ìîæåò áûòü ïåðå-
íåñåíà íà ïåðåñòàíîâêè ëèøü ÷àñòè÷íî, à èìåííî â ñëó÷àÿõ, êîãäà
ïåðèîäû p è q âçàèìíî ïðîñòû.

Òåîðåìà 3.3.1. Åñëè ïåðåñòàíîâêà α äëèíû íå ìåíüøå p + q
ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäàìè p è q, ãäå (p, q) = 1, òî α ïåðèîäè÷íà ñ
ïåðèîäîì 1, òî åñòü ìîíîòîííà. Äëèíà p + q çäåñü íàèìåíüøàÿ,
ïîñêîëüêó âñåãäà ñóùåñòâóþò ïåðåñòàíîâêè äëèíû p + q − 1, ïå-
ðèîäè÷íûå ñ ïåðèîäàìè p è q, íî íå ìîíîòîííûå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðèîäîâ ïåðåñòàíîâîê òåîðåìà Ôàéíà �
Óèëôà íåâåðíà, ïîñêîëüêó ïðè (p, q) 6= 1 âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü
ïåðåñòàíîâêó, ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèîäàìè p, q, íî íå (p, q). Òåì íå
ìåíåå â êà÷åñòâå àíàëîãà òåîðåìû Ôàéíà � Óèëôà äëÿ ïåðåñòàíî-
âîê îáùåãî âèäà äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.3.5. Åñëè ïåðåñòàíîâêà α äëèíû n ÿâëÿåòñÿ p- è
q-ïåðèîäè÷åñêîé, òî âñÿêèé åå ôàêòîð äëèíû íå áîëåå n− p− q +
2(p, q) + 1 ÿâëÿåòñÿ (p, q)-ïåðèîäè÷åñêèì.

Â ðàçäåëå 3.4 àíàëîãè÷íî êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè ñëîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íûõ ïåðåñòàíîâîê è
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è äëÿ ñëîâ, êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ïå-
ðåñòàíîâêè îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïå-
ðåñòàíîâêà ñî âðåìåíåì ïåðèîäè÷íà. Òåì íå ìåíåå, â îòëè÷èå ñëó-
÷àÿ ñëîâ, êîìáèíàòîðíàÿ ñëîæíîñòü ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëåííîé
íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ìîæåò ðàñòè ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî. Åùå
îäíî îòëè÷èå îò ñëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëîæíîñòü âåäåò ñåáÿ ïî-
ðàçíîìó â ñëó÷àå ïåðåñòàíîâîê, áåñêîíå÷íûõ â îäíó èëè â îáå ñòî-
ðîíû: åñëè íåïåðèîäè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà îïðåäåëåíà íà ìíîæå-
ñòâå Z, òî åå ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñíèçó ôóíêöèåé n − C äëÿ
íåêîòîðîé êîíñòàíòû C.

Âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ ñâîéñòâà ïåðåñòàíî-
âîê îêàçûâàëèñü áîëåå ðàçíîîáðàçíû, ìåíåå î÷åâèäíû è íåñêîëü-
êî ìåíåå èçÿùíû, ÷åì ñâîéñòâà ñëîâ. ßðêèì èñêëþ÷åíèåì îêàçû-
âàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 3.5, ãäå íà áåñêîíå÷íûå ïåðåñòàíîâêè
ïåðåíîñèòñÿ ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîé øàáëîííîé ñëîæíîñòè. Èçâåñò-
íî [24], ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ øàáëîííàÿ ñëîæíîñòü íåïåðèîäè÷åñêî-
ãî áåñêîíå÷íîãî ñëîâà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì 2n. Èçâåñòíî
òàêæå, ÷òî ñëîæíîñòü ðàâíà 2n êàê ìèíèìóì äëÿ ñëîâ Øòóðìà,
ñëîâ Òåïëèöà, ïîðîæäåííûõ ïðîñòûìè ñõåìàìè, è íåêîòîðûõ íåðå-
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êóððåíòíûõ ñëîâ îñîáîãî âèäà [25]. Îäíàêî äî ñèõ ïîð íåèçâåñò-
íî, ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïðèìåðû ñëîâ ñî ñëîæíîñòüþ 2n. Â òî
æå âðåìÿ äëÿ íåïåðèîäè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê, êàê óäàëîñü óñòàíî-
âèòü â ðàáîòå [44], ñîâìåñòíîé ñ Ñ. Â. Àâãóñòèíîâè÷åì, Ò. Êàìàý
è Ï. Â. Ñàëèìîâûì, íàèìåíüøàÿ ìàêñèìàëüíàÿ øàáëîííàÿ ñëîæ-
íîñòü ðàâíà n, è, â îòëè÷èå îò ñëîâ, ïåðåñòàíîâêè ñ ìàêñèìàëüíîé
øàáëîííîé ñëîæíîñòüþ n óäàëîñü åñòåñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü.

Òåîðåìà 3.5.2. Ìàêñèìàëüíàÿ øàáëîííàÿ ñëîæíîñòü p∗α(n)
áåñêîíå÷íîé ïåðåñòàíîâêè α ðàâíà n äëÿ âñåõ n òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà α � ïåðåñòàíîâêà Øòóðìà.

ÏåðåñòàíîâêèØòóðìà, óïîìèíàåìûå â ýòîé ôîðìóëèðîâêå, ñòðî-
ÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëîâ Øòóðìà èëè íàïðÿìóþ ñ ïîìîùüþ âðàùåíèé
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ÷åðåç êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëîâà Øòóðìà.

Íàêîíåö, â ðàçäåëå 3.6 ïðîèçâåäåíà ïîïûòêà îáîáùèòü íà áåñ-
êîíå÷íûå ïåðåñòàíîâêè ïîíÿòèå àâòîìàòíîñòè áåñêîíå÷íûõ ñëîâ:
ñëîâî íàçûâàåòñÿ k-àâòîìàòíûì, åñëè åãî ñèìâîë íîìåð n ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî àâòîìàòà, íà âõîä êîòîðîãî
ïîñòóïàåò k-è÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n. Ñóùåñòâóåò òàêæå ïî ìåíü-
øåé ìåðå òðè äðóãèõ ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòíîãî ñëî-
âà [10]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ àâòîìàòíîãî
ñëîâà ïðè ïåðåíîñå íà ïåðåñòàíîâêè ïåðåñòàþò áûòü ýêâèâàëåíò-
íûìè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïóíêòà 3.6 ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ,
îïèñûâàþùèå ñòðîãóþ âëîæåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ. Ñà-
ìûì íåòðèâèàëüíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëåììà 3.6.8, óòâåðæäàþùàÿ,
÷òî âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà, ïîðîæäåííàÿ àâòîìàòíûì ñëîâîì, ìîæåò
áûòü ïîðîæäåíà êîíå÷íûì àâòîìàòîì.

Íàêîíåö, ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ñâîéñòâàì ìîíîèäà ôàêòîðíûõ
ÿçûêîâ è ðåøåíèþ óðàâíåíèé íàä ôàêòîðíûìè ÿçûêàìè. Íàïîì-
íèì, ÷òî ÿçûê X íàçûâàåòñÿ ôàêòîðíûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè Fac âçÿòèÿ ïîäñëîâ âñÿêîãî ýëåìåíòà: X =Fac(X).

Íàçîâåì ôàêòîðíûé ÿçûê X ðàçëîæèìûì, åñëè X = Y Z äëÿ
íåêîòîðûõ ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ Y è Z, íè îäèí èç êîòîðûõ íå ðàâåí
X; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÿçûê X íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì. Ðàç-
ëîæåíèå ôàêòîðíîãî ÿçûêà X â ïðîèçâåäåíèå ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ
X1, . . . , Xn, X = X1 · · ·Xn, íàçîâåì ìèíèìàëüíûì, åñëè âñå ÿçû-
êè Xi íå ðàâíû {λ}, ãäå λ ïóñòîå ñëîâî, è íè îäèí èç ÿçûêîâ Xi

íå ìîæåò áûòü áåç èçìåíåíèÿ ðåçóëüòàòà çàìåíåí íà ñâîå ñîáñòâåí-
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íîå ïîäìíîæåñòâî: X 6= X1 · · ·X ′i · · ·Xn, ãäå X
′
i ( Xi. Ìèíèìàëüíîå

ðàçëîæåíèå ôàêòîðíîãî ÿçûêà â ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ ÿçû-
êîâ íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ÿçûêà X.

Âàæíåéøèì ðåçóëüòàòîì ãëàâû 4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.1.3. Ó âñÿêîãî ôàêòîðíîãî ÿçûêà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ íåêîíñòðóêòèâíûìè ìåòî-
äàìè: â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî, êàê ïî ÿçûêó ïîñòðîèòü åãî êàíî-
íè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà íà ýòîò âîïðîñ
ïîëó÷åí îòâåò: â ðàçäåëå 4.5 äîêàçàíà òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé
ôàêòîðû êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âñÿêîãî ðåãóëÿðíîãî ôàêòîð-
íîãî ÿçûêà ðåãóëÿðíû è ìîãóò áûòü çàäàíû íåêîòîðûìè ïîäàâòî-
ìàòàìè àâòîìàòà, ïîðîæäàþùåãî èñõîäíûé ÿçûê.

Íåñìîòðÿ íà íåêîíñòðóêòèâíîñòü äîêàçàòåëüñòâà, òåîðåìà 4.1.3
ïðåäîñòàâëÿåò òåõíèêó, ïîçâîëÿþùóþ ñâîäèòü óðàâíåíèÿ íàä ôàê-
òîðíûìè ÿçûêàìè ê óðàâíåíèÿì íàä ñëîâàìè. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé îñíîâàí íà òîì, êàêèì ìîæåò áûòü êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
êîíêàòåíàöèè ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ, êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîòî-
ðûõ èçâåñòíî. Âîçìîæíûå âàðèàíòû îïèñàíû â ðàçäåëå 4.2. Â ðàç-
äåëå 4.4 îïèñàííàÿ òåõíèêà ïðèìåíåíà ê ðåøåíèþ íàä áèíàðíûìè
ôàêòîðíûìè ÿçûêàìè óðàâíåíèé Xn = Y n, XY = Y X (êîììóòè-
ðîâàíèå) è XZ = ZY (ñîïðÿæåíèå). Ïåðâîå èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ,
òîëüêî åñëè X = Y ; ðåøåíèÿ òðåòüåãî ñëèøêîì ðàçíîîáðàçíû, ÷òî-
áû ëåãêî çàïèñûâàòüñÿ; íàêîíåö, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êîììóòèðîâà-
íèÿ XY = Y X íàä áèíàðíûìè ôàêòîðíûìè ÿçûêàìè ïîëíîñòüþ
îïèñàíû è ïîïàäàþò â îäíó èç ïÿòè êàòåãîðèé. ×òîáû ïåðå÷èñëèòü
èõ, äëÿ êàæäîãî ôàêòîðíîãî ÿçûêà X ââåäåì ïîäàëôàâèòû

Π(X) = {x ∈ Σ|Xx ⊂ X} è ∆(X) = {x ∈ Σ|xX ⊂ X}.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, äâà áèíàðíûõ ôàêòîðíûõ ÿçûêà êîì-
ìóòèðóþò â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ïÿòè ñëó÷àåâ.
Ñëîâåñíîå êîììóòèðîâàíèå.XY = Y X, åñëèX = Zm è Y = Zn

äëÿ íåêîòîðîãî ôàêòîðíîãî ÿçûêà Z è íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n
è m.
Ïîãëîùåíèå. Ïóñòü ΣX � ïîäàëôàâèò âñåõ áóêâ, âõîäÿùèõ â
ôàêòîðíûé ÿçûê X. Åñëè Y ΣX ⊆ Y , ΣXY ⊆ Y , òî XY = Y X =
Y = Y Σ∗X = Σ∗XY : ÿçûê Y ïîãëîùàåò ÿçûê X.
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Â áèíàðíîì ñëó÷àå ïîãëîùåíèå çíà÷èò, ÷òî ëèáî X = {λ}, ëèáî
X ⊆ x∗ äëÿ íåêîòîðîé áóêâû x è Π(Y ) = ∆(Y ) = {x}, ëèáî Y =
{a, b}∗.
Íåîæèäàííîå êîììóòèðîâàíèå I. Ïóñòü Z � áèíàðíûé ôàê-
òîðíûé ÿçûê ñ ∆(Z) = {x} è Π(Z) = {y}, x 6= y. Òîãäà äëÿ âñåõ
r, p > 0 ÿçûê Zp êîììóòèðóåò ñî âñÿêèì ÿçûêîì X, äëÿ êîòîðîãî
âåðíû âëîæåíèÿ

Zr ⊆ X ⊆ Zrx∗ ∩ y∗Zr.
Ïðèìåð. Ïóñòü Fa =Fac({a, ab}∗) è Fb =Fac({b, ab}∗), ò.å. ÿçûê

Fa ñîäåðæèò âñå ñëîâà, íå ñîäåðæàùèå äâóõ ñòîÿùèõ ðÿäîì b, à
ÿçûê Fb � âñå ñëîâà, íå ñîäåðæàùèå äâóõ ñòîÿùèõ ðÿäîì a. Ðàñ-
ñìîòðèì Z = Fb · Fa. Òîãäà âñÿêèé ÿçûê X = Z + S, ãäå S ÿâëÿåò-
ñÿ ôàêòîðíûì ïîäìíîæåñòâîì ÿçûêà a∗b∗, êîììóòèðóåò ñî âñÿêîé
ñòåïåíüþ Zp ÿçûêà Z.
Íåîæèäàííîå êîììóòèðîâàíèå II. Ðàññìîòðèì ñèìâîë x àëôà-
âèòà {a, b} è áèíàðíûé ôàêòîðíûé ÿçûê Q, äëÿ êîòîðîãî Lx(Q) =
Rx(Q) = Q è ∆(Q),Π(Q) ðàâíû ∅ èëè {y}, y 6= x. Òîãäà äëÿ âñåõ
p ≥ 0 è r ≥ 1 ÿçûê (x∗Q)px∗ êîììóòèðóåò ñî âñÿêèì ÿçûêîì A,
óäîâëåòâîðÿþùèì âêëþ÷åíèÿì

(x∗Q)r + (Qx∗)r ⊆ A ⊆ (x∗Q)rx∗.

Ïðèìåð. ßçûêè A = a∗b∗+b∗a∗ è B = a∗ êîììóòèðóþò, ïîñêîëüêó
AB = BA = a∗b∗a∗. Çäåñü x = a è Q = b∗, òàê ÷òî â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè B êîììóòèðóåò ñî âñÿêèì ÿçûêîì, ÿâëÿþùèìñÿ îäíîâðåìåííî
íàäìíîæåñòâîì ÿçûêà a∗b∗ + b∗a∗ è ïîäìíîæåñòâîì ÿçûêà a∗b∗a∗.
Íåîæèäàííîå êîììóòèðîâàíèå III. Ðàññìîòðèì áèíàðíûé ôàê-
òîðíûé ÿçûê Z, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî ZZ

.
= Z Z, è ∆(Z) =

{x}. Ïóñòü B � ôàêòîðíûé ÿçûê, äëÿ êîòîðîãî Zn ⊆ B ⊆ Znx∗,
n > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ m > 0 ÿçûê B êîììóòèðóåò ñ ZmB.

Ñèììåòðè÷íî, äëÿ âñÿêîãî áèíàðíîãî ôàêòîðíîãî Z ñ ZZ
.
=

Z Z è Π(Z) = {x} è äëÿ âñÿêîãî áèíàðíîãî ôàêòîðíîãî ÿçûêà B ñ
Zn ⊆ B ⊆ x∗Zn, ÿçûê B êîììóòèðóåò ñ BZm, êàêîâû áû íè áûëè
n,m > 0.

Ïðèìåð.Ðàññìîòðèì ÿçûêè Z = a∗b∗ è B =Fac(a∗(bb)∗a∗b∗+
a∗b(bb)∗a∗b∗a∗). Çäåñü ∆(Z) = {a} è Z2 = a∗b∗a∗b∗ ⊂ B ⊂
a∗b∗a∗b∗a∗ = Z2a∗. Òàêèì îáðàçîì, B êîììóòèðóåò ñî âñåìè ìíî-
æåñòâàìè A âèäà A = ZmB: AB = BA = Zm+2B.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî âûøå ïåðå÷èñëåíû âñå
âîçìîæíûå ñëó÷àè êîììóòèðîâàíèÿ áèíàðíûõ ôàêòîðíûõ ÿçûêîâ.

Òåîðåìà 4.4.9. Äâà áèíàðíûõ ôàêòîðíûõ ÿçûêà êîììóòèðó-
þò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âîçíèêàåò îäíà èç âûøåîïèñàííûõ
ñèòóàöèé: ëèáî ñëîâåñíîå êîììóòèðîâàíèå, ëèáî ïîãëîùåíèå, ëèáî
íåîæèäàííîå êîììóòèðîâàíèå I, II èëè III.
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