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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ДИССЕРТАЦИИ

Тематика диссертации. Диссертация посвящена исследованию
тьюринговых степеней автоустойчивости абелевых p-групп. Эта задача
является одной из многих других, изучаемых в теории конструктивных
моделей, которая, в свою очередь, берет начало с работ А.И. Мальцева
[15], [16] и М. Рабина [37] середины прошлого века и с тех пор
активно развивается, благодаря трудам множества математиков со
всего мира. Этому разделу математической логики, а также тесно
связанной с ним теории вычислимости, посвящено очень большое
количество литературы. Так подробную информацию по основам
теории вычислимости можно найти в [20], по основам классической
теории моделей – в [12]. В качестве особенно важных и современных
источников стоит выделить [6], [30] и [41].

Объектом исследования в диссертации являются
конструктивизируемые аддитивные абелевы p-группы и тьюринговы
степени их автоустойчивости. Известно, что аддитивная абелева
группа представляется в виде прямой суммы редуцированной и полной
подгрупп. Любая полная аддитивная абелева p-группа является
прямой суммой конечного или бесконечного числа квазициклических
групп (или групп типа p∞). Что касается редуцированных абелевых
p-групп, то еще в 1933-м году Ульмом был получен известный
результат о том, что редуцированные p-группы одинакового
типа τ , все соответствующие факторы которых изоморфны, сами
являются изоморфными. Этот результат говорит о том, что любая
редуцированная p-группа с точностью до изоморфизма определяется
своими факторами. Эти и многие другие известные результаты теории
групп можно найти в [13] или [21]. В частности, более подробную
информацию по абелевым p-группам можно найти в [32]. Позднее для
некоторых видов редуцированных p-групп были предложены иные,
более удобные, подходы к доказательству теоремы Ульма. Например,
в [39] вводятся понятия p-базисных деревьев, которые ассоциируются с
абелевыми p-группами и делают интуитивное понимание их структуры
куда более доступным.

Модель называется вычислимой, если ее носитель является
вычислимым подмножеством натуральных чисел, а операции
и предикаты – равномерно вычислимыми функциями на этом
подмножестве. Если модель имеет вычислимую изоморфную копию,
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то ее называют конструктивизируемой и говорят, что она имеет
конструктивизацию. Модель называется сильно конструктивизируемой,
если она имеет вычислимую изоморфную копию, для которой
существует алгоритм, позволяющий по любой формуле исчисления
предикатов и любому набору элементов определить, выполнена ли
формула на этом наборе. В таком случае также говорят, что модель
имеет сильную конструктивизацию. Понятие конструктивной алгебры
впервые было предложено А.И. Мальцевым в [15]. Понятие же сильно
конструктивной модели впервые было введено Ю.Л. Ершовым в [11].

Вопрос о конструктивизируемости и сильной
конструктивизируемости заданной модели является одним из самых
важных и интересных в теории конструктивных моделей. Так
Ю.Л. Ершов в [10] доказал теорему о ядре, с помощью которой
можно переносить конструктивизации алгебры на ее замыкания,
Н.Г. Хисамиев в [22] получил результат о том, что любая счетная
модель ω1-категоричной теории сильно конструктивизируема, а С.С.
Гончаровым в [1] и М.Г. Перетятькиным в [19] независимо найдены
критерии сильной конструктивизируемости однородных моделей.
Что касается классических классов алгебраических структур, то
этому вопросу также посвящена целая серия работ. Например, А.И.
Мальцевым в [16] были описаны конструктивизируемые абелевы
группы без кручения ранга 1. Также М. Рабином в [37] была доказана
сильная конструктивизируемость счетного алгебраически замкнутого
поля, А.С. Морозовым в [17] получено, что счетные насыщенные
булевы алгебры сильно конструктивизируемы, а Дж. Мидом в [36]
установлено, что любая счетная простая булева алгебра сильно
конструктивизируема.

В.П. Добрица в [8] и А.Т. Нуртазин в [18] также доказали, что
конструктивизируемые абелевы группы обладают конструктивизацией
с рекурсивно перечислимым базисом.

Изучению различных алгоритмических свойств групп посвящена
серия работ Н.Г. Хисамиева, главные результаты которых собраны
в его докторской диссертации. Так в [23] показано, что прямая
сумма циклических и квазициклических p-групп обладает сильной
X-конструктивизацией тогда и только тогда, когда ее характеристика
X-конструктивна (здесь X – некоторый оракул). В этой же
работе, а также в [9] (в соавторстве с В.П. Добрицей и А.Т.
Нуртазиным) представлены достаточные условия на ульмовы факторы
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редуцированной абелевой p-группы для ее конструктивизируемости и
сильной конструктивизируемости. Также в [9] доказано, что ульмов
тип конструктивной p-группы является конструктивным ординалом.
В [24] представлен критерий конструктивизируемости прямых сумм
циклических абелевых p-групп, а в [25] и в [26] – аналогичные критерии
для прямых сумм циклических и квазициклических абелевых p-
групп. Также им доказано, что из конструктивизируемости абелевой
группы не следует конструктивизируемость ее редуцированной или
полной части. В [28] был впервые сформулирован известнейший
критерий конструктивизируемости для редуцированных абелевых
p-групп, обладающих элементами бесконечной высоты. Доказательство
обобщения этого критерия на нередуцированные p-группы, а
также аналогичный критерий сильной конструктивизируемости,
можно найти в докторской диссертации Н.Г. Хисамиева. Там же
доказан ряд полезных следствий из этих критериев. Также можно
выделить критерии существования сильной конструктивизации для
p-групп, основанные на определяющих соотношениях и системе
порождающих элементов. Найти их можно также в [25]. Там же в
качестве примера их применения доказано, что если полная часть
сильно конструктивизируемой p-группы имеет конечный ранг, то ее
редуцированная часть сильно конструктивизируема.

Что касается конструктивизируемости абелевых групп без кручения,
то первым к этому вопросу подошел А.И. Мальцев. В [16] им
предложена характеризация групп без кручения ранга 1. А.Г. Курош
в [33] и А.И. Мальцев в [14] показали соответствие между классом
неизоморфных групп без кручения конечного ранга и некоторым
классом матриц с p-адическими числами, а В.П. Добрица в своей
работе [7] установил, что группа без кручения конечного ранга
обладает конструктивизацией в том и только в том случае, когда
соответствующая ей матрица может быть эффективно задана. Далее,
Н.Г. Хисамиев в [27] предложил критерий конструктивизируемости
абелевых групп бех кручения в терминах образующих и определяющих
соотношений, а А.Т. Нуртазин в [18] доказал, что класс всех групп без
кручения не является вычислимым.

Говорят, что конструктивизируемая модель автоустойчива, если
любые ее две вычислимые копии вычислимо изоморфны. Также
автоустойчивые модели называют вычислимо категоричными. Понятие
автоустойчивости впервые было введено А.И. Мальцевым в [15].
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Им же в [16] впервые была построена неавтоустойчивая модель. В
настоящее время получены критерии автоустойчивости для целого ряда
известных классов структур. Так в [4] можно найти доказательство
того, что булева алгебра автоустойчива тогда и только тогда, когда
она имеет конечное число атомов. Работа [38] содержит в себе
следующий результат: линейный порядок вычислимо представим в
том и только в том случае, когда в нем имеется конечное число
непосредственных следований. Следствиями результатов работы [2]
являются признаки неавтоустойчивости некоторых видов векторных
пространств и полей: бесконечномерные векторные пространства и
алгебраически замкнутые поля бесконечного ранга трансцендентности
неавтоустойчивы. В [18] доказывается, что абелева группа без кручения
автоустойчива тогда и только тогда, когда ее ранг конечен. Отдельно
необходимо упомянуть важнейший результат из [5] о том, что если
произвольная конструктивизируемая модель ветвится, то класс ее
конструктивизаций эффективно бесконечен. Следствием теоремы о
ветвящихся моделях является критерий автоустойчивости для абелевых
p-групп: абелева p-группа G автоустойчива тогда и только тогда, когда
G ∼= (C(p∞))k ⊕G1 ⊕

(
Z(pl)

)∞, где k, l ∈ N и группа G1 конечна, либо
G ∼= G1 ⊕ G2, где группа G1 – полная, а группа G2 – конечная. Также
этот критерий был независимо доказан в [40]. В работе [3] можно найти
еще один признак бесконечной алгоритмической размерности модели.

Если d – некоторая тьюрингова степень, то говорят, что
конструктивная модель M – d-автоустойчива, если между ее
любыми двумя вычислимыми копиями существует d-рекурсивный
изоморфизм. Впервые это понятие было введено в работе [29]. Вопрос
об автоустойчивости моделей относительно нерекурсивных степеней
зачастую оказывается значительно сложнее, чем вопрос о классической
автоустойчивости. Тем не менее, существует ряд частичных результатов
по этой теме. Например, в [35] описаны ∆0

2-категоричные линейные
порядки и булевы алгебры. Также известно, что для любого n ≥ 1
существуют ∆0

n+1-автоустойчивые структуры, которые не являются
∆0

n-автоустойчивыми. Примером могут служить деревья конечной
высоты из работы [34]. Также в [31] содержится результат о том,
что редуцированная абелева p-группа типа τ < ω является 0(2τ−1)-
автоустойчивой. При этом существует редуцированная абелева p-
группа типа τ , которая не является 0(2τ−2)-автоустойчивой.

Несмотря на то, что вопрос о степенях автоустойчивости
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редуцированных абелевых p-групп решен для любого конечного типа,
оказалось, что при добавлении к редуцированной группе полного
прямого слагаемого решение этой проблемы усложняется на порядки.
Это является причиной того, что она остается частично открытой.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации
являются новыми.

Основные результаты диссертации.

1. Получена верхняя оценка относительно скачков рекурсивной
степени для тьюринговых степеней автоустойчивости
нередуцированных абелевых p-групп с максимальной
редуцированной подгруппой конечного типа τ (опубликовано
в [44]).

2. Доказана точность этой оценки для различных видов
нередуцированных абелевых p-групп с максимальной
редуцированной подгруппой типа 1, 2 и 3 (опубликовано
в [42], [43]).

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит
теоретический характер. Результаты могут найти применение в
дальнейших исследованиях в теории конструктивных моделей.

Апробация работы. По результатам диссертации были сделаны:
доклад на «Международной студенческой конференции 2007»
(Новосибирск, Россия), доклад на конференции «Мальцевские
чтения 2009» (Новосибирск, Россия), доклад на конференции
«Вычислимость и модели-2009» (Усть-Каменогорск, Казахстан).
Кроме того, результаты докладывались на совместных семинарах ИМ
СО РАН и НГУ «Конструктивные модели» и «Алгебра и логика», а
также на логическом семинаре Университета Нотр-Дам (Нотр-Дам,
США).

Публикации. Основные результаты изложены в работах [42]– [44],
опубликованных в журналах, входящих в перечень ВАК ведущих
рецензируемых научных журналов и изданий. Публикация [45] является
переводом на английский язык работы [42].

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из
введения, четырёх глав и списка литературы (45 наименований).
Теоремы и леммы пронумерованы независимо, сквозным образом.
Объём диссертации — 105 страниц.

7



ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ ДИССЕРТАЦИИ

Введение диссертации содержит подробный обзор исследований,
связанных с результатами диссертации, а также обоснование
актуальности проводимых исследований.

Первая глава диссертации включает в себя определения и сведения
из теории групп и конструктивных моделей, необходимые для
дальнейшего изложения.

Вторая глава диссертации полностью посвящена получению верхней
оценки для тьюринговых степеней автоустойчивости нередуцированных
абелевых p-групп конечного типа τ . Главным ее результатом является
следующее:

Теорема 1. Абелева p-группа типа τ < ω, имеющая полную
подгруппу, является 0(2τ)-автоустойчивой.

Эта теорема обобщает известный факт для редуцированных
абелевых p-групп из [31]. Результаты главы опубликованы в [44].

Третья глава содержит серию примеров, подтверждающих точность
оценки, представленной во второй главе, для различных видов
нередуцированных абелевых p-групп с редуцированной частью типа 1.
Она содержит следующие теоремы:

Теорема 2. Абелева p-группа G вида

G =
∞⊕

i=0

Z(pi)
ω ⊕ (C(p∞))ω

обладает двумя конструктивизациями µ и ν, не 0′-
автоэквивалентными между собой.

Теорема 3. Существует абелева p-группа G вида

G =
∞⊕

i=0

Z(pi)
si ⊕ (Z(p∞))ω, где ∀i si ≤ ω,

обладающая двумя конструктивизациями µ и ν, не 0′-
автоэквивалентными между собой.

Теорема 4. Абелева p-группа G вида

G =
∞⊕

i=0

Z(pi)
ω ⊕ (C(p∞))q, где 1 ≤ q ≤ ω,

8



обладает двумя конструктивизациями µ и ν, не 0′-
автоэквивалентными между собой.

Теорема 5. Существует абелева p-группа G вида

G =
∞⊕

i=0

Z(pi)
si ⊕ (C(p∞))q, где 1 ≤ q ≤ ω и ∀i si ≤ ω,

обладающая двумя конструктивизациями µ и ν, не 0′-
автоэквивалентными между собой.

Основные результаты главы опубликованы в [42] и [45].
Четвертая глава содержит примеры, подтверждающие точность

оценки, представленной во второй главе, для различных видов
нередуцированных абелевых p-групп с редуцированной частью типа 2
и 3. Она содержит следующие теоремы:

Теорема 6. Пусть абелева p-группа G представляется в виде
G = Gr ⊕ (C(p∞)), где Gr – редуцированная p-группа типа
2 по ульмовской классификации с ульмовскими факторами Ḡ0 и
Ḡ1, изоморфными группе

⊕∞
i=0 Z(pi)ω. Тогда G не является 0′′′-

автоустойчивой.
Теорема 7. Пусть абелева p-группа G представляется в виде

G = Gr ⊕ (C(p∞))ω, где Gr – редуцированная p-группа типа
2 по ульмовской классификации с ульмовскими факторами Ḡ0 и
Ḡ1, изоморфными группе

⊕∞
i=0 Z(pi)ω. Тогда G не является 0′′′-

автоустойчивой.
Теорема 8. Пусть абелева p-группа G представляется в виде

G = Gr ⊕ (C(p∞))ω, где Gr – редуцированная p-группа типа 3
по ульмовской классификации с ульмовскими факторами Ḡ0, Ḡ1 и
Ḡ2, изоморфными группе

⊕∞
i=0 Z(pi)ω. Тогда G не является 0(5)-

автоустойчивой.
Основные результаты главы опубликованы в [43].
В заключение автор выражает огромную благодарность и

глубокую признательность своему научному руководителю Сергею
Савостьяновичу Гончарову, за постановку интересной задачи,
всестороннюю поддержку и терпение в течение всей работы.
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