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Общая характеристика работы

Актуальность темы.

Настоящая работа находится на стыке дискретной математики,
универсальной алгебры и теории решеток. В ней с использовани-
ем комбинаторных и алгебраических методов, а также частично
методов теории моделей изучаются классические комбинаторные
объекты, такие как формальные языки и частично упорядоченные
множества. Целью исследований, результаты которых изложены
здесь, было изучение алгебраических и комбинаторных свойств, во-
первых, двумерных слов над конечными алфавитами и, во-вторых,
частично упорядоченных множеств, а также изучение сложности
строения некоторых связанных с ними производных конструкций.
Вопросы, изучаемые в настоящей диссертации, естественным обра-
зом возникли при изучении формальных языков и частично упо-
рядоченных множеств, соответственно.

Задача построения двумерных слов небольшой комбинаторной
сложности, а также получение точных формул для этой сложности
являются актуальными проблемами теории формальных языков.
Существуют определенные границы, за которыми всякое двумер-
ное слово становится периодическим. Изучение слов, лежащих на
этой границе и в непосредственной близости от нее, может иметь
самые неожиданные следствия и приложения в таких областях, как
теория кодирования, кристаллография, теория фракталов и др.

Рассмотрим бесконечное одномерное слово υ = υ(1)υ(2)υ(3) . . .
над конечным алфавитом Σ. Подсловом слова υ называется слово
вида υ(i)υ(i + 1) . . . υ(i + n − 1) для некоторых i, n ∈ N. Комби-
наторная сложность p(n) слова υ, введенная Эренфойхтом, Ли и
Розенбергом [9] в 1975 году, равна числу подслов слова υ длины n.
Известно, что одномерное слово непериодично тогда и только то-
гда, когда его комбинаторная сложность p(n) имеет рост не меньше
n + 1, n ∈ N. Слова с комбинаторной сложностью p(n) = n + 1, то
есть непериодичные слова с минимальной комбинаторной сложно-
стью, называются словами Штурма [23, глава 3].
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Бесконечным двумерным словом w называется функция N ×
N → Σ:

. . .
w(2, 1) w(2, 2) w(2, 3) . . .
w(1, 1) w(1, 2) w(1, 3) . . .

Для двумерных бесконечных слов комбинаторная сложность
p(k, l) определяется как количество прямоугольных подслов длины
k и высоты l. Следующая гипотеза о связи комбинаторной слож-
ности и периодичности известна как гипотеза Нива:

Гипотеза Нива [27] Если функция комбинаторной сложности
pw(k, l) двумерного слова w удовлетворяет условию pw(k, l) 6 kl
для некоторой пары целых чисел (k, l), то w имеет по крайней
мере один вектор периодичности.

К настоящему времени были доказаны некоторые более слабые
формы этой гипотезы, см. [10], [17]. Рассматривались также дву-
мерные аналоги слов Штурма со сложностью, равной kl + 1, см.
[5].

Комбинаторная сложность имеет много модификаций. Упомя-
нем такие как d-сложность, введенная Иваньи [16] в 1987 году, па-
линдромная сложность, введенная Аллушем, Бааком, Кассенем и
Дамаником [1] в 2002 году, модифицированная сложность Нака-
симы и других [26], веденная в 2003 году, шаблонная сложность,
введенная Рестиво и Салеми [28] в 2002 году.

Арифметическая сложность, введенная Августиновичем, Фрид
и Фон-Дер-Флаассом [4] в 2003 году, является модификацией
комбинаторной сложности. Арифметической подпоследовательно-
стью слова υ называется последовательность υ(k)υ(k+d) . . . υ(k+
nd) . . . с началом в точке k и шагом d. Всякое подслово арифметиче-
ской подпоследовательности слова υ называется арифметическим
подсловом слова υ. Множество всех арифметических подслов слова
υ называется его арифметическим замыканием. Арифметической
сложностью слова υ называется функция f(n), равная числу всех
его различных арифметических подслов длины n.

Арифметическая сложность для непериодического слова может
расти как экспоненциально [12], так и линейно. При этом известна
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характеризация равномерно рекуррентных слов с линейной ариф-
метической сложностью [13]. Кроме того, известны примеры слов,
арифметическая сложность которых растет быстрее, чем любой по-
лином, но медленее, чем cn для некоторого c > 1 [15], а также как
θ(nα), где α — корень некоторого трансцендентного уравнения [7].

Максимальная шаблонная сложность, введенная Камаэ и Зам-
бони [21] в 2002 году, является еще одной модификацией комбина-
торной сложности. Как и для обычной комбинаторной сложности
одним из направлений изучения сложностей является установление
связи между периодичностью слова и значением функции сложно-
сти. Наименьшая максимальная шаблонная сложность непереоди-
ческого слова равна 2k [21, Теорема 1]. Для двумерных слов Камаэ,
Рао и Сюэ [18] было доказано, что двумерное слово периодично по
двум неколлинеарным направлениям тогда и только тогда, когда
оно сильно 2-рекуррентно и его максимальная шаблонная слож-
ность не превосходит 2k − 1 для некоторого k. В работе Камаэ и
Сюэ [19] был предложен один пример такого двумерного слова, но
полное описание всех слов с максимальной шаблонной сложностью,
равной 2k, еще не найдено ни для двумерного, ни для одномерного
случаев.

Рассмотрим некоторый выделенный символ � /∈ Σ и одномерное
слово ν ∈ (Σ ∪ �)ω. Пусть T 0(ν) = ν и пусть T i+1(ν) получается
из T i(ν) последовательной заменой всех вхождений символа � на
символы из слова ν. Предельная последовательность

Tω(ν) = lim
i→∞

T i(ν)

называется одномерным словом Тёплица [6]. Комбинаторная слож-
ность и периодичность таких слов ранее уже исследовались, напри-
мер, в работах [6] и [22]. Их арифметическая сложность исследова-
лась в [3] и [4]; кроме того, оказывается, что слова Тёплица особого
вида — это единственные равномерно рекуррентные слова с линей-
ной арифметической сложностью [13].

Под позицией будем понимать пару неотрицательных целых чи-
сел и подразумевать координаты некоторого символа двумерного
слова. Пусть натуральные числа m, l > 2. Позиция (i, j) ∈ N2 на-
зывается s-ключевой, если s — максимальное натуральное число
такое, что ms и ls делят i и j соответственно. Позиция называется
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ключевой, если она является s-ключевой для некоторого s > 0.
Построим двумерное бесконечное слово α(m,l). Сначала запол-

ним нулями все неключевые позиции. Затем все s-ключевые по-
зиции для нечетного s заполняются единицами, а все s-ключевые
позиции для четного s заполняются нулями.

. . .
0 � 0 � 0 � 0 � . . .
0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 � 0 � 0 � 0 � . . .
0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 � 0 � 0 � 0 � . . .
0 0 0 0 0 0 0 0 . . .

→

. . .
0 1 0 1 0 1 0 1 . . .
0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 1 0 1 0 1 . . .
0 0 0 0 0 0 0 0 . . .

Предельное двумерное слово α(m,l) называется элементарным сло-
вом Тёплица.

В данной работе впервые рассматривается арифметическая
сложность двумерных слов. Описаны слова арифметического за-
мыкания класса элементарных слов Тёплица. Для некоторых из
этих слов посчитана арифметическая сложность. Построена бес-
конечная двухпараметрическая серия двумерных слов, имеющих
максимальную шаблонную сложность 2k.

Другим объектом исследования являются частично упорядо-
ченные множества и связанные с ними производные решетки. Ча-
стично упорядоченные множества являются классическим объек-
том изучения в различных областях дискретной математики, уни-
версальной алгебры, теории решеток, а также служат вспомога-
тельным инструментом исследований и во многих других областях
математики (например, в математической логике, теории моделей,
теоретическом программировании и других). В настоящей рабо-
те изучаются решетки выпуклых подмножеств, а также решетки
идеалов частично упорядоченных множеств. Результаты, получен-
ные в настоящей работе, продолжают исследования ряда авторов и
касаются двух типов производных решеток, связанных с частично
упорядоченными множествами, — решеток выпуклых подмножеств
и решеток идеалов.
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Решетки выпуклых подмножеств частично упорядоченных мно-
жеств служат выразительным примером выпуклых геометрий, см.
монографию Горбунова [30] и обзорные работы Семеновой [35, 31].
Эти решетки интенсивно изучались рядом авторов, см. работы
[32, 36, 37, 38, 39, 40, 41]. В частности, в работе Биркгофа и Беннет
[32] была получена характеризация класса решеток, изоморфных
таким решеткам, откуда следует полудистрибутивность вверх ре-
шеток выпуклых подмножеств. В работе Семеновой и Замойской-
Дженио [40] были описаны решетки, изоморфные решеткам вы-
пуклых подмножеств частично упорядоченных множеств, являю-
щихся лесами. В работе Семеновой и Верунга [36] было показа-
но, что класс решеток, вложимых в решетки выпуклых подмно-
жеств частично упорядоченных множеств, является конечно ба-
зируемым многообразием, а также был найден конкретный базис
тождеств этого многообразия. Далее, в работах Семеновой, Верун-
га и Замойской-Дженио [37, 38, 39, 41] было получено описание
классов решеток (конечных решеток), вложимых в решетки вы-
пуклых подмножеств для различных конкретных классов частично
упорядоченных множеств (в частности, для класса частично упо-
рядоченных множеств конечной длины в [37]). Очень часто оказы-
валось, что эти классы решеток являются многообразиями, а для
конечных решеток — псевдомногообразиями.

В настоящей работе описаны решетки, изоморфные решеткам
выпуклых подмножеств частично упорядоченных множеств конеч-
ной длины. Кроме того, дана характеризация на языке предикатов
первого порядка класса конечных решеток, изоморфных решеткам
выпуклых подмножеств n-арных деревьев для любого целого n > 0.

Отметим, что решетки (конечные решетки), вложимые в решет-
ки выпуклых подмножеств деревьев, были описаны в работе Семе-
новой и Замойской-Дженио [39], где было установлено, что класс
таких решеток образует конечно базируемое многообразие (псев-
домногообразие, соответственно). Отметим также, что класс реше-
ток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств унарных лесов
(другими словами, раздельных объединений линейно упорядочен-
ных множеств) был описан в работе Семеновой и Верунга [38], где
было показано, что этот класс решеток образует конечно базируе-
мое локально конечное многообразие. В связи с этими результата-
ми естественно возникает вопрос, нельзя ли вложить решетку вы-
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пуклых подмножеств произвольного дерева в решетку выпуклых
подмножеств n-арного дерева для некоторого n > 0. Один из ре-
зультатов настоящей работы показывает, что ответ на этот вопрос
в общем случае отрицателен. А именно, мы показзываем, что клас-
сы решеток, вложимых в решетки выпуклых подмножеств n-арных
деревьев и изоморфных таким решеткам, различны для различных
n > 0.

Решетки идеалов также являются примером решеток замыка-
ний. Понятие идеала в решетках является классическим и к на-
стоящему времени хорошо изучено. Хорошо известно, например,
что решетка идеалов любой решетки удовлетворяет тем же тожде-
ствам, что и исходная решетка, см. [44, лемма 8]. Некоторые поня-
тия идеала в частично упорядоченном множестве, обобщающие по-
нятие идеала в решетке, были введены в работах Халаша и других
[45, 47]. Мы вводим общее понятие идеала в частично упорядочен-
ном множестве, связанное с его пополнением, и описываем неко-
торые свойства таких идеалов; подробнее см. ниже. Например, мы
показываем, что любой идеал в дистрибутивном частично упоря-
доченном множестве является пересечением простых идеалов, его
содержащих, что является обобщением классического результата
для дистрибутивных решеток.

В работах Корниша [42, 43] были описаны дистрибутивные ре-
шетки с наименьшим элементом, в которых каждый простой иде-
ал содержит не более n минимальных простых идеалов для про-
извольного фиксированного n > 0. Такие решетки были названы
Корнишем n-нормальными. Мы обобщаем это описание на случай
частично упорядоченных множеств, которые являются нижними
полурешетками с наименьшим элементом.

Цель работы.

Целью работы является изучение алгебраических и комбинатор-
ных свойств, во-первых, двумерных слов над конечными алфави-
тами и, во-вторых, частично упорядоченных множеств, а также
изучение сложности строения некоторых связанных с ними произ-
водных конструкций.
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Основные результаты.

1. Найдена арифметическая сложность подкласса двумерных эле-
ментарных слов Тёплица.
2. Расширена серия примеров двумерных слов с минимально воз-
можным значением максимальной шаблонной сложности среди
сильно 2-рекуррентных слов.
3. Дано описание решеток, изоморфных решеткам выпуклых под-
множеств частично упорядоченных множеств конечной длины.
4. Дана характеризация на языке предикатов первого порядка
класса конечных решеток, изоморфных решеткам выпуклых под-
множеств n-арных лесов для любого n > 0.

Основные методы.

В диссертации использованы комбинаторные методы дискретного
анализа, методы универсальной алгебры и теории решеток, а так-
же, частично, методы теории моделей.

Научная новизна.

Все результаты, представленные в диссертации, являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность.

Работа носит теоретический характер. Методы и результаты, пред-
ставленные в диссертации, могут иметь приложения в теории дву-
мерных слов, в теории формальных языков, а так же могут быть
использованы при дальнейших исследованиях на стыке дискретной
математики и универсальной алгебры. Кроме того, результаты на-
стоящей диссертации могут быть использованы при написании мо-
нографий, а также при чтении специальных курсов для студентов
и аспиратнов, специализирующихся в указанных областях матема-
тики.

Апробация результатов работы.

Результаты работы докладывались на следующих международных
конференциях: Международной научной студенческой конферен-
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ции в Новосибирске в 2008, 2009, 2011 годах, XVII Международ-
ной школе-семинаре “Синтез и сложность управляющих систем”
им. академика О. Б. Лупанова в Новосибирске в 2008 году, IV Меж-
дународной конференции “Математика, ее приложения и матема-
тическое образование” на оз. Байкал в 2011 году, Международной
конференции “Мальцевские чтения” в Новосибирске в 2011 году.
Результаты докладывались на семинарах “Теория кодирования”,
“Дискретный анализ” и “Теория моделей” Института математики
им. С. Л. Соболева СО РАН и Новосибирского государственно-
го университета, а так же на семинаре “Алгебраические системы”
Уральского федерального университета. Результаты диссертации
были отмечены дипломом Международной научной студенческой
конференции (2009 год). Работа выполнена при поддержке гранта
Президента РФ “Молодые доктора наук” МД-2587.2010.1.

Публикации.

Основные результаты диссертации получены автором самостоя-
тельно и опубликованы в журналах, входящих в перечень ВАК
ведущих рецензируемых научных журналов и изданий, где долж-
ны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций
на соискание ученой степени кандидата наук [49]-[51]. Результа-
ты работы [52] получены автором совместно с М. В. Семеновой, не
входят в список основных результатов настоящей диссертации и
включены в неё для полноты изложения. Работы [53]-[57] являют-
ся тезисами докладов автора на различных конференциях.

Структура и объем диссертации.

Диссертация состоит из введения, двух глав и списка литературы,
который содержит 57 наименований. Объем диссертации составля-
ет 88 страниц, включая 2 рисунка.

Содержание диссертации

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации,
приводится краткий обзор полученных результатов. Коротко из-
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лагается содержание диссертационной работы. Приводится крат-
кий обзор результатов об арифметической, максимальной оконной
сложностях, решетках выпуклых подмножест частично упорядо-
ченных множеств и идеалах в частично упорядоченных множе-
ствах. Основные понятия и определения даются в начале каждой
главы диссертации.
Первая глава диссертации посвящена арифметической сложно-
сти и максимальной шаблонной сложности двумерных элементар-
ных слов Тёплица.

Неподвижной точкой двумерного морфизма ϕ называется дву-
мерное бесконечное слово w, удовлетворяющее равенству ϕ(w) =
w. В диссертации исследуются неподвижные точки α(m,l) морфиз-
ма

ϕ(m,l) : 0 −→
0 . . . 0 1
. . .
0 . . . 0 0

, 1 −→
0 . . . 0 0
. . .
0 . . . 0 0

,

где m, l > 2 и m — ширина, а l — высота образа символа. Слова
α(m,l) также являются элементарными словами Тёплица.

Арифметической подпоследовательностью двумерного беско-
нечного слова w называется слово w(x, y)w(x + r, y + d) . . . w(x +
nr, y+nd) . . . с началом в позиции (x, y) и шагом (r, d). Арифмети-
ческой сложностью двумерного бесконечного слова w называется
функция fw(n), равная числу различных подслов длины n всех его
арифметических подпоследовательностей.

Первый основной результат этой диссертации сформулирован в
следующей теореме.

Теорема 1.1.19 Пусть m — простое число. Тогда арифметиче-
ская сложность двумерного элементарного слова Тёплица α(m,m)

растет линейно.

Для доказательства этой теоремы предварительно доказывают-
ся десять вспомогательных лемм (леммы 1.1.6, 1.1.8, 1.1.9-1.1.15,
1.1.17).

Операция инверсии заменяет в слове u символы 1 на 0 и 0 на 1.
Полученное слово обозначается через u. Прореживание vШu од-
номерного слова v = v1v2 . . . vn одномерным конечным словом u
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получается путем включния слова u между каждыми двумя сосед-
ними символами слова v, то есть vШu = v1uv2u . . . uvn.

Введем функцию Dn(u) = uШ0n−1, где n ∈ N\{0}.
Следующая теорема дает полное описание слов арифметическо-

го замыкания двумерного элеметарного слова Тёплица α(m,l) для
произвольных значений m и l.

Теорема 1.1.21 Пусть m, l > 2. Слово u принадлежит арифме-
тическому замыканию двумерного элементарного слова Тёплица
α(m,l) тогда и только тогда, когда u или u являются подсловами
одного из следующих cлов:

(i) Di
ml(0

n) для некоторых i, n ∈ N;

(ii) Di
m(v), где v — подслово слова, полученного способом (i);

(iii) Di
l(v), где v — подслово слова, полученного способом (i);

(iv) Di
p(v), где v — подслово слова, полученного способом (i), (ii)

или (iii), p — делитель чисел нок(m, l), m или l соответ-
ственно.

В этой главе также рассматривается максимальная шаблонная
сложность двумерных элементарных слов Тёплица.

Конечное множество τ ⊂ Z2 мощности k, содержащее пару
(0, 0), называется k-шаблоном. Функция τ → Σ называется τ -
словом. Некоторое τ -слово b называется τ -подсловом двумерного
слова w, если существует такая пара (x, y), что w[(x, y) + τ ] = b.
Пусть Fw(τ) обозначает множество всех τ -подслов слова w. Мак-
симальной шаблонной сложностью слова w называется функция
p∗w(k), определенная следующим образом:

p∗w(k) = max{#Fw(τ) | k ∈ N, τ − k-шаблон}.

Двумерное слово называется сильно периодическим, если оно
периодично по двум неколлинеарным направлениям (откуда сле-
дует периодичность по любому направлению). Известно, что слово
сильно периодично тогда и только тогда, когда его максимальная
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шаблонная сложность строго меньше 2k для некоторого k ∈ N, и
слово является строго 2-рекуррентным, см. [18]. Таким образом,
2k — это минимум максимальной шаблонной сложности для стро-
го 2-рекуррентных слов, не являющихся сильно периодическими.
До сих пор был известен только один пример таких слов, см. [19].

Второй основной результат этой диссертации, сформулированн-
ный в следующей теореме, предлагает серию таких слов.

Теорема 1.2.5 Для произвольных m, l > 2 максимальная шаб-
лонная сложность двумерного элементарного слова Тёплица α(m,l)

равна 2k для всех k > 1.

Для доказательства теоремы 1.2.5 были доказаны две вспомо-
гательные леммы (леммы 1.2.6 и 1.2.7).

Во второй главе исследуются решетки выпуклых подмно-
жеств частично упорядоченных множеств, обладающих определен-
ными свойствами, а также рассматривается общее понятие идеала
в частично упорядоченных множествах.

Пусть 〈P,E〉 — частично упорядоченное множество. Подмноже-
ство X ⊆ P называется выпуклым, если x E z E y влечет z ∈ X
для любых x, y ∈ X и любого z ∈ P . Для X ⊆ P пусть Co(X) обо-
значает выпуклую оболочку множества X, то есть наименьшее вы-
пуклое подмножество в P , содержащее X. Множество Co(P ) всех
выпуклых подмножеств в P , упорядоченное по включению, обра-
зует полную решетку, в которой∧

i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Ai;
∨
i∈I

Ai = Co
(⋃
i∈I

Ai

)
для произвольных Ai ∈ Co(P ), i ∈ I.

Для произвольного класса K частично упорядоченных мно-
жеств пусть Co(K) обозначает класс решеток, изоморфных решет-
кам выпуклых подмножеств частично упорядоченных множеств,
принадлежащих классу K, а SCo(K) — класс решеток, вложимых в
решетки из Co(K). Далее, пусть P обозначает класс всех частично
упорядоченных множеств. Кроме того, для произвольного класса
K ⊆ P и произвольного n < ω пусть Kn обозначает класс частично
упорядоченных множеств из K, длина которых не превосходит n.
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В работе Биркгофа и Беннет [32] была получена характери-
зация класса решеток, изоморфных решеткам выпуклых подмно-
жеств частично упорядоченных множеств. Позже в работе Семе-
новой и Верунга [36] было показано, что класс решеток, вложимых
в решетки выпуклых подмножеств частично упорядоченных мно-
жеств, является конечно базируемым многообразием, а также был
найден конкретный базис тождеств этого многообразия. Далее, в
работах [37, 38, 39] было получено описание классов решеток (ко-
нечных решеток), вложимых в решетки выпуклых подмножеств
для различных конкретных классов частично упорядоченных мно-
жеств (в частности, для класса частично упорядоченных множеств
конечной длины в [37]). Третий основной результат этой диссерта-
ции дает описание решеток, изоморфных решеткам выпуклых под-
множеств частично упорядоченных множеств конечной ограничен-
ной длины.

Теорема 2.1.4 Пусть 0 < n < ω. Решетка L принадлежит классу
Co(Pn) тогда и только тогда, когда она является полной, точеч-
ной, непрерывной вверх, а также удовлетворяет условию Альт-
вега и тождествам (Hn), (S).

Таким образом, для любого n < ω класс решеток Co(Pn) (класс
конечных решеток из Co(Pn)) аксиоматизируем на языке первого
порядка в классе полных непрерывных вверх решеток (в классе
конечных решеток, соответственно), см. следствие 2.1.5.

Частично упорядоченное множество 〈P,E〉 называется лесом,
если нижний конус {p ∈ P | p E a} линейно упорядочен относи-
тельно E для любого a ∈ P . Связный лес называется деревом. Для
n > 0 конечное дерево 〈P,E〉 называется n-арным, если каждый
элемент a ∈ P имеет не более n верхних покрытий относительно
порядка E. Лес называется n-арным, если он является раздель-
ным объединением конечных n-арных деревьев. Пусть F обозна-
чает класс частично упорядоченных множеств, являющихся леса-
ми, а T — класс частично упорядоченных множеств, являющихся
деревьями. Для любого целого n > 0 пусть Fn обозначает класс
частично упорядоченных множеств, являющихся n-арными леса-
ми, а T n — класс частично упорядоченных множеств, являющихся
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конечными n-арными деревьями.
В работе Семеновой и Замойской-Дженио [40] были описаны

решетки, изоморфные решеткам выпуклых подмножеств частич-
но упорядоченных множеств, являющихся лесами. Четвертый ос-
новной результат этой диссертации дает характеризацию на языке
предикатов первого порядка класса конечных решеток, изоморф-
ных решеткам выпуклых подмножеств n-арных лесов для любого
целого n > 0.

Теорема 2.1.12 Для любого целого n > 0 и для любой конечной
решетки L равносильны следующие условия.

(i) L ∈ Co(Fn);

(ii) L является точечной решеткой и L |= (S), (U), (B), (T3),
(T4), (D), (G), (Qn), (Rn).

Отсюда получаем, что класс конечных решеток из Co(Fn) ко-
нечно аксиоматизируем в классе всех конечных решеток, см. след-
ствие 2.1.13. Более того, из теоремы 2.1.12 получаем такое

Следствие 2.1.10 Для любого n > 1 имеют место следующие
включения:

(i) SCo(Fn+1) = SCo(T n+1) ⊂ SCo(Fn+2) = SCo(T n+2);

(ii) Co(Fn) ⊂ Co(Fn+1).

Во втором разделе этой главы рассматривается общее понятие
идеала в частично упорядоченных множествах. Пусть 〈P,≤〉 — ча-
стично упорядоченное множество и пусть алгебраический оператор
замыкания ϕ определяет пополнение 〈P,≤〉. Подмножество I ⊆ P
называется ϕ-идеалом P , если I = {p ∈ P | L(p) ∈ I ′} для некото-
рого идеала I ′ решетки замкнутых подмножеств Cl(P,ϕ).

Через Id(P,ϕ) мы обозначаем множество всех ϕ-идеалов в P .
Нетрудно видеть, что Id(P,ϕ) образует полную решетку по вклю-
чению. Кроме того, Cl(P,ϕ) ∼= Id(P,ϕ), поэтому последняя решетка

15



является также алгебраической. Частично упорядоченное множе-
ство 〈P,≤〉 называется ϕ-дистрибутивным, если решетка Id(P,ϕ)
дистрибутивна.

Теорема 2.2.8 Пусть 〈P,≤〉 — частично упорядоченное множе-
ство и ϕ определяет пополнение 〈P,≤〉, такое что 〈P,≤〉 явля-
ется ϕ-дистрибутивным. Если I ∈ Id(P,ϕ) и D ⊆ P является
направленным вниз множеством, таким что I∩D = ∅, то суще-
ствует простой идеал Q ∈ Id(P,ϕ), такой что I ⊆ Q и Q∩D = ∅.

В частности, отсюда следует, что любой идеал в идеально дис-
трибутивном частично упорядоченном множестве есть пересечение
простых идеалов (см. следствие 2.2.10), что обобщает классический
результат для решеток и устанавливает ошибочность утверждения
из [48, замечание 3.13(1)].

Из леммы Цорна легко следует, что в частично упорядоченном
множестве с наименьшим элементом любой простой идеал содер-
жит минимальный простой идеал. Пусть n > 0 и пусть ϕ опреде-
ляет пополнение частично упорядоченного множества 〈P,≤〉 с наи-
меньшим элементом. Тогда 〈P,≤〉 называется n-нормальным от-
носительно ϕ, если любой простой идеал из Id(P,ϕ) содержит не
более n минимальных простых идеалов. В качестве приложения
следствия 2.2.10, мы даем характеризацию n-нормальных нижних
полурешеток с наименьшим элементом.

Теорема 2.2.19 Пусть 〈P,≤〉 — частично упорядоченное множе-
ство с наименьшим элементом и пусть ϕ определяет пополнение
для 〈P,≤〉, такое что 〈P,≤〉 является ϕ-дистрибутивным. Рас-
смотрим следующие условия для фиксированного n > 0:

(i) 〈P,≤〉 является n-нормальным относительно ϕ;

(ii) Q0 ∨ . . . ∨ Qn = P для любых различных минимальных про-
стых идеалов Q0, . . . , Qn ∈ Id(P,ϕ);

(iii) O(Q) является (n + 1)-простым ϕ-идеалом для любого про-
стого идеала Q ∈ Id(P,ϕ);
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(iv) x⊥0 ∨ . . . ∨ x⊥n = P для любых x0, . . . , xn ∈ P , таких что
L(xi, xj) = L(P ) для всех i < j 6 n.

Тогда условия (i) и (ii) эквивалентны. Более того, условие (iii) вле-
чет любое из условий (i)-(iv). Если 〈P,≤〉 — нижняя полурешетка
с наименьшим элементом, то все четыре условия (i)-(iv) эквива-
лентны.

Теорема 2.2.19 обобщает аналогичный результат для дистрибу-
тивных решеток с наименьшим элементом, см. Корниш [43, теорема
3.4].

Частично упорядоченное множество 〈P,≤〉 с наименьшим эле-
ментом называется кусочно n-нормальным относительно ϕ, если
〈L(p),≤〉 с индуцированным порядком ≤ является n-нормальным
относительно ϕ для любого p ∈ P . Следующая теорема утвержда-
ет, что кусочная нормальность совпадает с нормальностью, и была
доказана для дистрибутивных решеток Корнишем [43, теорема 3.6].

Теорема 2.2.21 Пусть 〈P,≤〉 является нижней полурешеткой с
наименьшим элементом и ϕ определяет пополнение 〈P,≤〉, та-
кое что 〈P,≤〉 является ϕ-дистрибутивным. Следующие условия
эквивалентны для любого фиксированного n > 0:

(i) для любого p ∈ P частично упорядоченное множе-
ство 〈L(p),≤〉 с индуцированным порядком ≤ является n-
нормальным относительно ϕ;

(ii) 〈P,≤〉 является n-нормальным относительно ϕ;

(iii) для любого I ∈ Id(P,ϕ) частично упорядоченное множе-
ство 〈I,≤〉 с индуцированным порядком ≤ является n-
нормальным относительно ϕ.
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