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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ: ãðóïïû, ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ãðóïïîâûõ
êîíñòðóêöèé (ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì, HNN�ðàñøèðå-
íèÿ, ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ è äð.), ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîä-
íûõ ãðóïï è ñâîáîäíûõ ìîäóëåé, ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êîìïàêò-
íûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé; ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæå-
íèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Ïåðâîíà÷àëüíî ãðóïïû ïîÿâèëèñü êàê ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, âíà-
÷àëå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, à ïîòîì è áåñêîíå÷íûõ. Çàòåì ñòàëè èçó÷àòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ è äðóãèõ ìíîæåñòâ. Èçó÷åíèå ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ëèíåéíûõ ãðóïï. Ïîçäíåå ñòàëè
èçó÷àòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â
ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëèñü è àêòèâíî èçó÷àþòñÿ êëàññû ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ è àâòîìàòíûõ ãðóïï, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóï-
ïû ïðåîáðàçîâàíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
ñëîâ íàä íåêîòîðûì àëôàâèòîì [15, 18, 20, 24, 42, 54].

Èçó÷åíèå ãðóïïû êîñ è ãðóïïû ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ îòíî-
ñèòñÿ ê âàæíîìó íàïðàâëåíèþ â ïîäãðóïïîâîì îïèñàíèè ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû. Äëÿ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû òðàäèöèîííî âûçûâàþò èíòåðåñ âîïðîñû âû÷èñëåíèÿ øèðèíû
âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï è äëèíû ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òåõ èëè èíûõ
ïîäìíîæåñòâ.

Íàïîìíèì, ÷òî âåðáàëüíîé ïîäãðóïïîé V (G) ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà òåîðåòèêî�ãðóïïîâûõ ñëîâ V íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæ-
äåííàÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ñëîâ èç V íà ãðóïïå G, ò. å.

V (G) = 〈v(g1, g2, . . . , gn(v)) | v ∈ V, g ∈ G〉

(ñì. [15, c. 143]). Øèðèíîé wid(G, V ) âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) îò-
íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñëîâ V íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå m ∈ N ∪ {+∞}
òàêîå, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ïîäãðóïïû V (G) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ ≤ m çíà÷åíèé ñëîâ èç V ±1.
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Òåðìèí �øèðèíà� ââåäåí Þ. È. Ìåðçëÿêîâûì (1967) â ðàáîòå [23]
(ñì. òàêæå [24, � 12]), õîòÿ øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï èññëåäîâà-
ëàñü è â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ. Òàê Øîäà (1936) èçó÷àë êîììóòàòîðíóþ
øèðèíó ãðóïïû SLn(F ) äëÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F. Øèðè-
íà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï èññëåäîâàëàñü òàêæå â ðàáîòàõ Ã. Õèãìàíà,
Á. Íåéìàí è Õ. Íåéìàí (1949), Èòî (1951), Ô. Õîëëà (1959 ) è ìíîãèõ
äðóãèõ àâòîðîâ.

Íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò î øèðèíå âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ïðèíàä-
ëåæèò Þ. È. Ìåðçëÿêîâó [23]: âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà àëãåáðà-
è÷åñêîé ãðóïïû G ≤ GLn(Ω), ãäå Ω � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå
áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì, èìååò
êîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñëîâà v. Â äðóãèõ ðàáîòàõ âû-
áèðàëèñü êîíêðåòíûå ãðóïïû G, ñëîâà v è äàâàëèñü îöåíêè øèðèíû
wid(G, v).

Ðÿä ðàáîò ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ øèðèíû êîììóòàíòà íåêîòîðûõ
êëàññè÷åñêèõ ãðóïï îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà v = x−1y−1xy. Íàïðè-
ìåð, Òîìïñîí [71] äîêàçàë, ÷òî åñëè F � ïîëå, òî wid(GLn(F ), v) = 1,
wid(SLn(F ), v) ≤ 2 ïðè ëþáîì n ≥ 2. Ãîó [53] äîêàçàë, ÷òî øèðèíà
wid(Sp2n(F ), v) êîììóòàíòà ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò 2
ïðè ëþáîì n ≥ 1.

Èòî [58] äîêàçàë, ÷òî ïðè n ≥ 5 âñÿêèé ýëåìåíò èç êîììóòàíòà ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì. Îðå [67] îáîáùèë ýòîò
ðåçóëüòàò íà ãðóïïó ïîäñòàíîâîê ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà âû÷èñëåíèå øèðèíû ñèììåòðè÷åñêîé è çíà-
êîïåðåìåííîé ãðóïïû, à òàêæå ëèíåéíîé ãðóïïû íàä êîíå÷íûì ïîëåì
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ êðèïòîãðàôèè (ñì. [5]).

Ìîæíî ïîêàçàòü [73, ëåììà 1], ÷òî øèðèíà wid(G, V ), âîîáùå ãîâîðÿ,
çàâèñèò îò ìíîæåñòâà V , à íå òîëüêî îò ïîäãðóïïû V (G). Ïîýòîìó,
ãîâîðÿ î íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïïàõ, ìû áóäåì
èìåòü â âèäó øèðèíó îòíîñèòåëüíî èõ åñòåñòâåííîãî çàäàíèÿ, íàïðèìåð,
äëÿ êîììóòàíòà � îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà [x, y] = x−1y−1xy, à äëÿ
s�é ñòåïåíè � îòíîñèòåëüíî ñëîâà xs.

Ìíîãèå àâòîðû èçó÷àëè ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ìåíÿåòñÿ øèðèíà
âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ïðè ðàçëè÷íûõ ãðóïïîâûõ êîíñòðóêöèÿõ, ò. å. åñ-
ëè A è B � ãðóïïû, G � ãðóïïà, ïîëó÷åííàÿ èç A è B ïðè ïîìîùè íåêî-
òîðîé ãðóïïîâîé êîíñòðóêöèè (ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèíåíèåì,
HNN�ðàñøèðåíèå, ðàñøèðåíèå, ñïëåòåíèå è ò. ä.), òî êàê âûðàæàåòñÿ
øèðèíà wid(G, V ) ÷åðåç wid(A, V ) è wid(B, V )?

Â ýòîì íàïðàâëåíèè Ðåìòóëëà [68, 69] äîêàçàë, ÷òî 1) â íåòðèâè-
àëüíîì ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè A ∗B øèðèíà âñÿêîé ñîáñòâåííîé âåð-

4



áàëüíîé ïîäãðóïïû v(A ∗ B) îòíîñèòåëüíî ñëîâà v áåñêîíå÷íà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà |A|≥3 è |B|≥2; 2) êîììóòàíò ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû ñòóïåíè ðàçðåøèìîñòè ≤ 3 èìååò êîíå÷íóþ
øèðèíó. Âîïðîñ Ì. È. Êàðãàïîëîâà, ñïðàâåäëèâ ëè ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû, îñòàeòñÿ îò-
êðûòûì (ñì. [17, âîïðîñ 4.34]), õîòÿ äîêàçàíî [28], ÷òî øèðèíà âñÿêîé
âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû ïîëèöèêëè÷åñêîé ãðóïïû êîíå÷íà.

Â ðàáîòàõ Õ. Ñ. Àëàìáåðãåíîâà è Â. À. Ðîìàíüêîâà [1], à òàêæå
Àêõàâàí-Ìàëàåðè è Ðåìòóëëû [35] íàéäåíà øèðèíà êîììóòàíòà ñâî-
áîäíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû. Å. Ã. Ñìèðíîâà [31] èññëåäîâàëà øèðè-
íó âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï îòíîñèòåëüíî ñëîâ xm, m ∈ N, â ñâîáîäíîé
äâóñòóïåííî íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå Nn,2 ðàíãà n. Îíà äîêàçàëà, ÷òî
wid(Nn,2, x

2k) = 2[n/2] + 1 ïðè n ≥ 2, k ≥ 1 è wid(Nn,2, x
2k+1) = 1

ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n è k.
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V � êîíå÷íîå, ñîáñòâåííîå (ò. å. âåðáàëü-

íàÿ ïîäãðóïïà V (F2) íåòðèâèàëüíà è îòëè÷íà îò âñåé ãðóïïû F2) ìíî-
æåñòâî ñëîâ.

Øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäè-
íåíèåì èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Ð. È. Ãðèãîð÷óêà [7], È. Â. Äîáðûíè-
íîé [11], Â. À. Ôàéçèåâà [50]. Íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò
Â. À. Ôàéçèåâó: åñëè G = A ∗U B è ÷èñëî äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ A
ïî U íå ìåíüøå 3, à |B : U | ≥ 2, òî øèðèíà wid(G, V ) áåñêîíå÷íà. (Â
ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ
ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.)

Äðóãîé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ øèðèíû âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ïðåäëî-
æèë Ð. È. Ãðèãîð÷óê [7]. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó âòîðîé ãðóïïîé îãðà-
íè÷åííûõ êîãîìîëîãèé H

(2)
b,2 (G) ãðóïïû G è øèðèíîé êîììóòàòîðíûõ

âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, îí ïîëó÷èë ÷àñòè÷íûé îòâåò íà âîïðîñ
èç ïðåïðèíòà [79], à òî÷íåå, äîêàçàë, ÷òî åñëè ãðóïïà G = A∗U B óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà, à V � êîììóòàòîðíîå ìíîæå-
ñòâî ñëîâ, òî øèðèíà wid(G, V ) áåñêîíå÷íà. Êðîìå òîãî, Ð. È. Ãðèãîð÷óê
èçó÷àë øèðèíó âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï HNN�ðàñøèðåíèé îòíîñèòåëüíî
êîììóòàòîðíîãî ìíîæåñòâà ñëîâ.

Îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ øèðèíû âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿ-
òèå øèðèíû ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ïîðîæ-
äàþùèõ. Åñëè G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì A, òî
âñÿêèé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå

g = aε1
1 aε2

2 . . . aεk

k , aj ∈ A, εj = ±1. (1)

ßñíî, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå åäèíñòâåííîå. Äëèíîé (èëè A�äëèíîé)

5



lA(g) ýëåìåíòà g îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àé-
øåãî ïðåäñòàâëåíèÿ (1). Øèðèíîé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
ïîðîæäàþùèõ A íàçûâàåòñÿ

wid(G, A) = supg∈GlA(g),

ò. å. íàèáîëüøàÿ äëèíà ýëåìåíòà g, åñëè òàêîé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò è
wid(G, A) = ∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ãðóïïó F ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ X = {x1, x2, . . .}, òî äëèíà ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà èç F îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà X íàõîäèòñÿ äîâîëüíî ëåãêî.
Ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ äëèíû îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ìíîæåñòâ ïîðîæäà-
þùèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Òàê Ð. È. Ãðèãîð÷óê è
Ï. Ô. Êóð÷àíîâ [8] ïîñòðîèëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü äëèíó
lY (g) ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g ∈ F îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà

Y = {f−1xm
i f | m ∈ Z, f ∈ F, i = 1, 2, . . .}.

À. Þ. Îëüøàíñêèé [66] óñòàíîâèë ñâÿçü ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ äëè-
íû â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà ñëîâ â íåêîòîðîé ãðóïïå.
Ïóñòü Fn � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñòåïåíè n ñ ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ ïî-
ðîæäàþùèõ x1, x2, . . . , xn è R = {r1, r2, . . . , rm} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ñëîâ èç Fn. Ââåäåì ìíîæåñòâî

Z = {f−1rk
i f | k ∈ Z, f ∈ Fn, i = 1, 2, . . . ,m}.

Î÷åâèäíî, ãðóïïà 〈Z〉 ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà
R â ãðóïïå Fn. Åñëè ýëåìåíò g èç Fn íå ëåæèò â ãðóïïå 〈Z〉, òî ïîëîæèì
lZ(g) = ∞. À. Þ. Îëüøàíñêèé äîêàçàë, ÷òî àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ Z�
äëèíû â ãðóïïå Fn ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðóïïå
ãð(x1, x2, . . . , xn||r1, r2, . . . , rm) ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàâåíñòâà.

Ñèìâîëîì cl(g) áóäåì îáîçíà÷àòü êîììóòàòîðíóþ äëèíó íååäèíè÷-
íîãî ýëåìåíòà g èç êîììóòàíòà G′ ãðóïïû G, ò. å. cl(g) = lK(g), ãäå K
� ìíîæåñòâî êîììóòàòîðîâ â ãðóïïå G.

Âîïðîñ î âû÷èñëåíèè êîììóòàòîðíîé äëèíû â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå
G ñôîðìóëèðîâàë Ì. Ãðîìîâ [55, p. 145]. Â ÷àñòíîñòè, îí ñïðàøèâàë:
êàê ñâÿçàíà cl(g) è cl(gm) äëÿ íàòóðàëüíîãî m è g ∈ G′.

Ïî�âèäèìîìó, ïåðâûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé äëèíû
â ñâîáîäíîé ãðóïïå áûë ïîñòðîåí Ãîëäñòåéíîì è Òåðíåðîì [52]. Çàòåì
Êàëëåð [46] äàë äðóãîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé äëèíû,
êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íå òîëüêî äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï, íî è
äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé. Êðîìå òîãî, îí óñòàíîâèë, ÷òî åñëè a è
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b � ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå ñâîáîäíîé ãðóïïû F2, òî äëÿ âñÿêîãî íà-
òóðàëüíîãî m ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî cl([a, b]m) = [m/2] + 1. Åùå îäèí
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé äëèíû ìîæíî èçâëå÷ü èç ðàáîòû
À. Þ. Îëüøàíñêîãî [26]. Âñå ýòè àëãîðèòìû, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè,
èñïîëüçóþò ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ: ãðàôû â ðàáîòå [52], äèàãðàì-
ìû íà îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ â ðàáîòàõ [46] è [26].

Èç äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ îòìåòèì ñëåäóþùèå. Øþòöåíáåðæå óñòàíî-
âèë, ÷òî åñëè z 6= e è m > 1, òî cl(zm) > 1. Îòâå÷àÿ íà âîïðîñ Ýäìóíäñà
è Ðîçåíáåðãåðà, â ðàáîòå [45] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè m > 3 äëÿ âñÿêî-
ãî íååäèíè÷íîãî z ∈ F ′ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî cl(zm) > 2. Â ýòîé
æå ðàáîòå îïèñàíû âñå ýëåìåíòû, èìåþùèå êîììóòàòîðíóþ äëèíó 2, à
â ðàáîòå À. Âäîâèíîé [72] ïîñòðîåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü
ñëîâà çàäàííîé êîììóòàòîðíîé äëèíû. Äóíêàí è Õîóå [47] óñòàíîâèëè
íåðàâåíñòâî cl(zm) ≥ (m + 1)/2. Ê ñîæàëåíèþ, ýòà îöåíêà íå çàâèñèò îò
êîììóòàòîðíîé äëèíû ñàìîãî ýëåìåíòà z.

Íåêîòîðûå àâòîðû èçó÷àëè âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå êîñ.
Ãðóïïà êîñ Bn áûëà ââåäåíà Ý. Àðòèíîì â 1925 ã. Ãðóïïà Bn çàäàåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ σ1, σ2, ..., σn−1 è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, i = 1, 2, ..., n− 2,

σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2.

Ãðóïïà Bn øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè óçëîâ, òàê êàê ïðîáëåìà êëàñ-
ñèôèêàöèè óçëîâ ñâîäèòñÿ (ïî òåîðåìå À. À. Ìàðêîâà) ê ðÿäó àëãåáðà-
è÷åñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ãðóïïàìè Bn, n = 1, 2, . . ..

Ã. Ñ. Ìàêàíèíà ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùèé âîïðîñ: �Ïîñòðîèòü êî-
ñó, ïðèíàäëåæàùóþ êîììóòàíòó ãðóïïû êîñ è íå ÿâëÿþùóþñÿ êîììó-
òàòîðîì� (ñì. [17, âîïðîñ 6.22]). Þ. Ñ. Ñåìåíîâ [30] óêàçàë â B3 ýëå-
ìåíò, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êîììóòàòîðîâ è íå ñâîäÿùèéñÿ ê îä-
íîìó êîììóòàòîðó. Í. Í. Ðåïèí [27] ïîêàçàë, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñëîâà
[x, y] êîììóòàíòû ãðóïï B3 è B4 èìåþò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó, à çàòåì
Â. Ã. Äóðíåâ è Â. Ê. Øàëàøîâ [13] óñòàíîâèëè, ÷òî è ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ
âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ýòèõ ãðóïï, îïðåäåëåííàÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
ñëîâ, èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó. Èõ äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì,
÷òî ãðóïïû B3 è B4 äîïóñêàþò ãîìîìîðôèçì íà ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
Z2∗Z3, à âñÿêàÿ ñîáñòâåííàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ A∗B, |A| ≥ 2, |B| ≥ 3, îïðåäåëåííàÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñëîâ,
èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó. Ïðè n ≥ 5 ãîìîìîðôèçìà ãðóïïû Bn íà
òàêîå ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå íå ñóùåñòâóåò [12], ïîýòîìó íåîáõîäèìû
ñóùåñòâåííî èíûå ñîîáðàæåíèÿ.
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Ãðóïïà êîñ Bn âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn). Êàê
óñòàíîâèë Ý. Àðòèí [40, òåîðåìà 1.9], àâòîìîðôèçì β èçAut(Fn) ïðèíàä-
ëåæèò ãðóïïå êîñ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) β(xi) = a−1
i xπ(i)ai, 1 ≤ i ≤ n,

2) β(x1x2 . . . xn) = x1x2 . . . xn,

ãäå π � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà èç Sn, à ai ∈ Fn.
Àâòîìîðôèçìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 1), íàçûâàþòñÿ ñîïðÿ-

ãàþùèìè àâòîìîðôèçìàìè. Ãðóïïà ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Cn. Ñîïðÿãàþùèé àâòîìîðôèçì, äåéñòâóþùèé òîæ-
äåñòâåííî ïî ìîäóëþ êîììóòàíòà F ′

n, íàçûâàåòñÿ ñîïðÿãàþùèì áàçèñ
àâòîìîðôèçìîì. Ìàêêóë [63] äîêàçàë, ÷òî ãðóïïà ñîïðÿãàþùèõ áàçèñ
àâòîìîðôèçìîâ Cbn ïîðîæäàåòñÿ àâòîìîðôèçìàìè εij , 1 ≤ i 6= j ≤ n.

εij :
{

xi 7−→ x−1
j xixj ïðè i 6= j,

xl 7−→ xl ïðè l 6= i,

è íàøåë ñèñòåìó îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ãðóïïû Cbn. Òàê êàê ãðóï-
ïà Cn ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ãðóïïû êîñ Bn, òî åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
ìíîãèå ñâîéñòâà ãðóïïû êîñ ïåðåíîñÿòñÿ è íà ãðóïïó Cn.

Âîïðîñ î ëèíåéíîñòè (ò. å. î òî÷íîé ïðåäñòàâèìîñòè êîíå÷íîìåðíû-
ìè ìàòðèöàìè íàä ïîëåì) ãðóïï êîñ ñôîðìóëèðîâàë Áóðàó â 1936 ã.
Ëèíåéíîñòü ãðóïïû B3 äîêàçàë Â. Ìàãíóñ (ñì. [40, òåîðåìà 3.15]). Âî-
ïðîñ î ëèíåéíîñòè ãðóïï Bn ïðè n ≥ 4 ïî÷òè 65 ëåò îñòàâàëñÿ îòêðû-
òûì. Äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàëà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áó-
ðàó ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Â 1991 ã. Ìóäè îïðîâåðã ýòó ãèïîòåçó, ïîñòðîèâ
íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò, ëåæàùèé â ÿäðå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû
Bn ïðè n ≥ 9. Ïîçäíåå Ëîíã è Ïàòîí ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áó-
ðàó íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì óæå ïðè n ≥ 6, à Áèãåëîó ñíèçèë ýòó ãðàíèöó
äî 5. Âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó ãðóïïû B4 äî ñèõ ïîð
îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ëîóðåíñ [61] ïîñòðîèëà íîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ Bn, à â ðà-
áîòàõ Êðàìåðà [60] è Áèãåëîó [38] ïîêàçàíî, ÷òî îäíî èç ýòèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû êîñ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-
ìè. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî ñàìà ãðóïïà Aut(Fn) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ïðè n ≥ 3 (ñì. [51]).

Ãðóïïà êîñ Bn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Cn. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî ñôîðìóëèðîâàòü âîïðîñ (ñì. [17, âîïðîñ 15.9]) î ëèíåéíîñòè ãðóïïû
Cn ïðè n ≥ 3 (ãðóïïà C2 ' Z ∗ Z2, à ïîòîìó ëèíåéíà).
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Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15, ñ. 25]), ÷òî âñÿêàÿ ìàòðèöà èç
îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(F ) íàä ïîëåì F ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïðè÷åì
èç ñàìîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî âûòåêàåò îöåíêà ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ
òðàíñâåêöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ òàêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ýòî ÷èñëî çàâèñèò
òîëüêî îò n è íå çàâèñèò îò ñàìîé ìàòðèöû.

Ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåíî âû÷èñëåíèþ øèðèíû ëèíåéíûõ ãðóïï îòíî-
ñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ïîðîæäàþùèõ. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå
èç íèõ. Êàðòåð è Êåëëåð [43] äîêàçàëè, ÷òî øèðèíà ãðóïïû SLn(Ó), ãäå
Ó � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ, îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé, êîíå÷íà. Â ðàáîòå Ñ. È. Àäÿíà
è Ìåííèêå [34] äàíî áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà Ó � êîëüöî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Z. Ê. Õ. Çàêèðüÿíîâ
[14] óñòàíîâèë êîíå÷íîñòü øèðèíû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû Sp2n(Ó),
n ≥ 3, îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö. Àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï Øåâàëëå íàä òåì æå êîëüöîì Ó ïîëó-
÷èë Î. Í. Òàâãåíü [32]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âàí äåð Êàëëåí [59] äîêàçàë,
÷òî åñëè F � ïîëå áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ñâîèì
ïðîñòûì ïîäïîëåì, òî ãðóïïà SLn(F [x]) ïðè n ≥ 2 èìååò áåñêîíå÷íóþ
øèðèíó îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ òðàíñâåêöèé.

Òàê êàê ãðóïïà ìàòðèö GLn(R) íàä êîëüöîì R èçîìîðôíà ãðóï-
ïå àâòîìîðôèçìîâ GLn(M) ñâîáîäíîãî n�ìåðíîãî ìîäóëÿ M = Rn,
òî åñòåñòâåííî èçó÷àòü ðàçëîæåíèÿ àâòîìîðôèçìîâ èç GLn(M) â ïðî-
èçâåäåíèå ïðîñòûõ àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðûå â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà R èñ÷åðïûâàþòñÿ òðàíñâåêöèÿìè è äèëàòàöèÿìè. Òåîðåìà Äüå-
äîííå óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè V � n�ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì F , òî âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå σ ∈ GLn(V ), íå ÿâëÿþùååñÿ áîëüøîé
äèëàòàöèåé, ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n−1 òðàíñâåêöèé è îä-
íîãî ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ; åñëè æå σ ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé äèëàòàöèåé,
òî îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ≤ n òðàíñâåêöèé è îäíîãî ïðî-
ñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ðàáîòå [76] áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû
Äüåäîííå äëÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ GLn(M) ñâîáîäíîãî n�ìåðíîãî
ìîäóëÿ M = Rn íàä íåêîòîðûì êîëüöîì R. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòà-
íîâëåíî, ÷òî øèðèíà ãðóïïû SLn(Z) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà êîììó-
òàòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò 10 ïðè âñåõ n ≥ 3. (Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n = 2
ýòà øèðèíà áåñêîíå÷íà). Òåì ñàìûì óëó÷øåíà îöåíêà Ì. Íüþìåíà [65]:
øèðèíà ãðóïïû SLn(Z) íå ïðåâîñõîäèò c ln(n) + 40, ãäå c = 2 ln(3/2).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G, ñîäåðæàùåé ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà k, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îïèñàíèè ýëåìåíòîâ èç G ïðåäñòà-
âèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà k. Â ÷àñòíîñòè, åñëè l
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� íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî âîçíèêàåò âîïðîñ îá îïèñàíèè ýëå-
ìåíòîâ èç G èìåþùèõ äëèíó ≤ l îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà k.

Ðÿä ðàáîò ïîñâÿùåí îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ â çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïå
An. Òàê Ìîðàí [64] äîêàçàë, ÷òî â An ïðè n > 2 íå âñÿêèé ýëåìåíò
ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ èíâîëþöèé èç An, õîòÿ âñÿêèé
ýëåìåíò ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 (ñì.
[36]). Â ðàáîòå [41] äîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò èç An ïðè n ≥ 15
ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 5.

Èñõîäÿ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ Áðåííåð è Ýâàíñ [41] ñôîðìóëèðîâàëè
ïðîáëåìó îïèñàíèÿ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà k, k ≥ 4. Â ÷àñòíîñòè, îíè ñôîðìóëè-
ðîâàëè ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

Ãèïîòåçà 1. Ïðè ëþáûõ öåëûõ k ≥ 4 è m ≥ 1 âñÿêèé ýëåìåíò
ãðóïïû Akm ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû ñîñòîèò èç m öèêëîâ
äëèíû k.

Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü k � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñðàâíèìîå ñ 1
ïî ìîäóëþ 4. Òîãäà íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï
412(3k−5)/2 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà k â
ãðóïïå A3k−1.

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü k � ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k ≥ 7. Òîãäà
íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà, èìåþùàÿ öèêëè÷åñêèé òèï 3122k−2 íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà k â ãðóïïå A4k−1.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ãèïîòåçû áûëà äîêàçàíà ïðè k = 4, m ≥ 1
è k ≥ 5, m = 1. Â ïîëíîì îáúåìå ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé ãèïîòåçû
óñòàíîâëåíà â ðàáîòå äèññåðòàíòà [74] Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîé ãèïîòåçû
áûëà óñòàíîâëåíà ïðè k = 5 â ðàáîòå [41]. Òàì æå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî
ïðè k = 7 ñïðàâåäëèâîñòü òðåòüåé ãèïîòåçû áûëà ïðîâåðåíà Ëèñòîì,
êîòîðûé èñïîëüçîâàë òàáëèöó õàðàêòåðîâ è êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû êîìïàêòíûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé õî-
ðîøî èçâåñòíû [22] è äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçó÷åíû. Â òî æå âðåìÿ [16,
§ 5.1] äëÿ n ≥ 4 êàæäàÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ ãðóïïà ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàíà êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî îðèåí-
òèðóåìîãî n-ìíîãîîáðàçèÿ. Ñëó÷àé òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿåò-
ñÿ íàèáîëåå ñëîæíûì, ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàë Ñòîëëèíãñ, íå ñóùåñòâó-
åò àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ïî êîíå÷íîìó ãåíåòè÷åñêîìó êîäó ãðóï-
ïû îïðåäåëèòü: ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ãðóïïà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé
íåêîòîðîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ãðóïï òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðåäñòàâ-
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ëÿåò èíòåðåñ êàê äëÿ òðåõìåðíîé òîïîëîãèè (ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åãî âàæíåéøèõ èíâàðèàíòîâ), òàê è
äëÿ òåîðèè ãðóïï, ïîñêîëüêó çíàÿ, ÷òî ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ãðóïïîé òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èíôîð-
ìàöèþ î åå ñòðîåíèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè G � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ãðîìîâó è òîãäà â G ðàçðåøèìû ïðîáëåìà
ðàâåíñòâà, ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè è íåêîòîðûå äðóãèå ïðîáëåìû.

Êàâèêèîëè, Õåãåíáàðò è Ðåïîâø [44] ââåëè êëàññ ãðóïï Gn(m, k),
n ∈ N, m, k ∈ Z:

Gn(m, k) = ãð(x1, x2, . . . , xn || xixi+m = xi+k, i = 1, . . . , n),

ãäå âñå èíäåêñû áåðóòñÿ ïî ìîäóëþ n è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà {1, 2, . . . , n}.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññ ãðóïï Gn(m, k) ñîäåðæèò ìíîãèå èçâåñòíûå è
àêòèâíî èçó÷àâøèåñÿ ðàíåå ãðóïïû. Ïðè m = 1, k = 2 èìååì Gn(1, 2) ∼=
F (2, n) � ãðóïïû Ôèáîíà÷÷è, ââåäåííûå Êîíâååì. Êàê ïîêàçàëè Õåë-
ëèíã, Êèì è Ìåííèêå [57], åñëè n ≥ 4 ÷åòíî, òî F (2, n) ÿâëÿþòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Áîëåå òîãî, ïðè
n ≥ 8 ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, êàê çàìåòèë Ìàêëàõëàí [62], åñëè n íå÷åòíî, òî F (2, n) íå ìîæåò
áûòü ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òðåõìåðíîãî îðáè-
ôîëäà (â ÷àñòíîñòè, ìíîãîîáðàçèÿ) êîíå÷íîãî îáúåìà. Ïðè m = 2, k = 1
èìååì Gn(2, 1) ∼= S(n) � ãðóïïû Ñèðàäñêè, èçó÷àâøèåñÿ â [70], ãäå áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [44] ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèé âîïðîñ: ÿâ-
ëÿþòñÿ ëè ãðóïïû Gn(m, k) ôóíäàìåíòàëüíûìè ãðóïïàìè òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé?

Ñëåäóÿ À. È. Ìàëüöåâó [21], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóï-
ïû G ôèíèòíî îòäåëèìà îò ýëåìåíòà g ∈ G \ H, åñëè ñóùåñòâóåò
ãîìîìîðôèçì ϕ ãðóïïû G â íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ ãðóïïó, ïðè êîòîðîì
ϕ(g) 6∈ ϕ(H). Ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ îòäåëèìà îò âñåõ íå âõîäÿùèõ â íåå
ýëåìåíòîâ, íàçûâàþò ôèíèòíî îòäåëèìîé. Ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî ãîìî-
ìîðôíûõ îòîáðàæåíèé íà êîíå÷íûå ãðóïïû ãîìîìîðôèçìû â ãðóïïû
êàêîãî-ëèáî äðóãîãî êëàññà K, ïðèäåì ê îïðåäåëåíèþ îòäåëèìîñòè â
êëàññå K. Ïðîáëåìà ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè ïîäãðóïï òåñíî ñâÿçàíà ñ
ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ â ïîäãðóïïó [21].

Èç ðåçóëüòàòà Ì. Õîëëà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî îòäåëèìîé. Ä. È. Ìîë-
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äàâàíñêèé ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùèé
Âîïðîñ ([17, âîïðîñ 15.60]). Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íàÿ p′�èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû îòäåëèìà â êëàññå
êîíå÷íûõ p�ãðóïï?

Â ïîëüçó ýòîé ãèïîòåçû ãîâîðèò ðåçóëüòàò Å. Ä. Ëîãèíîâîé [19, � 3] î
òîì, ÷òî âî âñÿêîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå ëþáàÿ
p′�èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà îòäåëèìà â êëàññå êîíå÷íûõ p�ãðóïï.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âåðáàëü-
íûõ ïîäãðóïï â íåêîòîðûõ êëàññàõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëåíèå øè-
ðèíû âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï è âû÷èñëåíèå äëèíû ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëü-
íî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ ïîðîæäàþùèõ; èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé
ãðóïï êîñ (ãðóïïû Àðòèíà, ãðóïïû ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ, ãðóï-
ïû êîñ ìíîãîîáðàçèé); ðåøåíèå ðÿäà èçâåñòíûõ ïðîáëåì òåîðèè ãðóïï,
ñôîðìóëèðîâàííûõ òàêèìè ìàòåìàòèêàìè, êàê Ï. äå ëÿ Àðï, Áðåííåð,
Ì. Ãðîìîâ, Êàâèêèîëè, Ä. È. Ìîëäàâàíñêèé, Ðîçåíáåðãåð è äð.; èññëå-
äîâàíèå ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; íà-
õîæäåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ òîæäåñòâ; ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîìáèíà-
òîðíîé òåîðèè ãðóïï, òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï, ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè,
ìåòîäû êëàññè÷åñêîé àëãåáðû, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è
òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïðåäëàãàåìàÿ ðà-
áîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ãðóïï,
à òàêæå ïî îáðàòíûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ìíîãèå äîêà-
çàííûå â äèññåðòàöèè òåîðåìû ìîãóò áûòü âêëþ÷åíû â ñïåöêóðñû äëÿ
ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà âñåñîþç-
íûõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: â Ñâåðäëîâñêå (1989), â Êðàñíî-
ÿðñêå (1993, 2002), â Îìñêå (1995), â Ñàíêò�Ïåòåðáóðãå (1997), â Íî-
âîñèáèðñêå (2000, 2004), â Òóëå (2001, 2003), â Åêàòåðèíáóðãå (2001),
â Ãàåòå (Èòàëèÿ, 2003), â Âàðøàâå (2003), â Ìîñêâå (2003, 2004). Îíè
îáñóæäàëèñü íà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñåìèíàðàõ: �Ýâàðèñò Ãàëóà�, �Òåî-
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ðèÿ ãðóïï�, �Àëãåáðà è ëîãèêà�, �Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè� (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ è ÍÃÓ), íà ñåìèíàðå ïî àëãåáðå â Êðàñíîÿðñêîì
óíèâåðñèòåòå, íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè ãðóïï â ÌÃÓ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â
ðàáîòàõ [73]�[95].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ; øåñòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 26 ïàðàãðàôîâ, ñîäåðæèò 6 ðèñóíêîâ, 6
òàáëèö è èçëîæåíà íà 206 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 160
íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:
� äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï

êîíå÷íîé øèðèíû, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ HNN�ðàñøèðåíèåì ñî ñâÿçàííû-
ìè ïîäãðóïïàìè îòëè÷íûìè îò áàçîâîé ãðóïïû, â ÷àñòíîñòè, êîãäà îíà
ïîðîæäàåòñÿ áîëåå ÷åì äâóìÿ ýëåìåíòàìè è îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ñîîò-
íîøåíèåì;

� äîêàçàíî, ÷òî âî âñÿêîé íåàáåëåâîé ñâîáîäíîé ãðóïïå ñóùåñòâó-
åò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ p�
îòäåëèìîé íè äëÿ êàêîãî ïðîñòîãî p (îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ
15.60 Ä. È. Ìîëäàâàíñêîãî èç �Êîóðîâñêîé òåòðàäè�);

� äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâåò êîíòèíóóì íåèçîìîðôíûõ äâóïîðîæäåí-
íûõ ãðóïï, îáëàäàþùèõ ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ëèíåéíîãî ðîñòà è íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðóïïàìè ïîëèíîìèàëüíîãî ðî-
ñòà (îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 14.27 À. Âàéÿíà èç �Êîóðîâñêîé
òåòðàäè�, à òàêæå íà âîïðîñ Ï. äå ëÿ Àðïà);

� íàéäåíû óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê çàäàííîãî ïîðÿäêà è, êàê ñëåäñòâèå, ïîä-
òâåðæäåíû ïåðâûå äâå ãèïîòåçû Áðåííåðà�Ýâàíñà è îïðîâåðãíóòà òðå-
òüÿ;

� íàéäåííûå îöåíêè çíà÷åíèé ôóíêöèè äëèíû íà êîììóòàíòå ñâîáîä-
íîé ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà êîììóòàòîðîâ ÷àñòè÷íî îòâå÷àþò
íà âîïðîñ Ì. Ãðîìîâà è íà âîïðîñ Ýäìóíäñà è Ðîçåíáåðãåðà;

� äîêàçàíî, ÷òî Cbn � ãðóïïà ñîïðÿãàþùèõ áàçèñ àâòîìîðôèçìîâ
ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íåêîòîðûõ ãðóïï è ýòî ðàçëî-
æåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëîæåíèåì ãðóïïû êðàøåíûõ
êîñ; èç ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ âûâîäèòñÿ, ÷òî â ãðóïïàõ Cn è Cbn ïðè
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n ≥ 4 ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû íåðàç-
ðåøèìà;

� ïîñòðîåíû òî÷íûå ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï: ãðóï-
ïû êîñ Bn(S2) ñôåðû S2, ãðóïïû êëàññîâ îòîáðàæåíèé M(0, n) ñôåðû
ñ n âûêîëîòûìè òî÷êàìè, ãðóïïû êîñ B3(P 2) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
P 2, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(F2) ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàíãà 2; òàêæå
ïîñòðîåíû ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Cn, ïðîäîëæàþùèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ Áóðàó è Ëîóðåíñ�Êðàìåðà ãðóïïû êîñ Bn;

Ê äðóãèì ðåçóëüòàòàì, èìåþùèì è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ îòíå-
ñåì ñëåäóþùèå:

� ïîñòðîåí ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèç-
âîëüíîìó ýëåìåíòó èç êîììóòàíòà ñâîáîäíîé ãðóïïû íàõîäèòü åãî êîì-
ìóòàòîðíóþ äëèíó;

� ââåäåíî ïîíÿòèå øèðèíû ïðîèçâîäíîé ïîäàëãåáðû. Âû÷èñëåíà øè-
ðèíà ïðîèçâîäíûõ ïîäàëãåáð íåêîòîðûõ àëãåáð;

� äëÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû A êîíå÷íîãî ðàíãà è åå ïîäãðóï-
ïû H íàéäåí êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ýëåìåíòà a ∈ A ïðîâåðèòü:
ñóùåñòâóåò ëè àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut(A) òàêîé, ÷òî aϕ ∈ H (îòâåò íà
âîïðîñ Â. Í. Áåçâåðõíåãî);

� äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà êîñ, à òàêæå ìíîãèå ãðóïïû Àðòèíà êîíå÷-
íîãî è áåñêîíå÷íîãî òèïîâ íå èìåþò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï
êîíå÷íîé øèðèíû;

� ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà
n ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåíûìè;

� óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó òîæäåñòâîì Àíèêîíîâà�Àìèðîâà è òîæ-
äåñòâîì Ïåñòîâà.

Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì.
Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ âåðáàëüíûå ïîäãðóïïû

HNN�ðàñøèðåíèé, ãðóïï ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, à òàê-
æå ñâîáîäíûõ ïðîèçâåäåíèé ñ îáúåäèíåíèåì.

Ïðè èçó÷åíèè øèðèíû âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V
� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ, òàê êàê äëÿ ëþáîé âåðáàëüíîé ïîäãðóï-
ïû V (G) ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ W , ÷òî
V (G) = W (G), à øèðèíà wid(G, W ) ðàâíà åäèíèöå. Êðîìå òîãî, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî V � ñîáñòâåííîå ìíîæåñòâî ñëîâ, ò. å. äëÿ ñâîáîäíîé
ãðóïïû F2 ñòåïåíè ñâîáîäû 2 âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (F2) îòëè÷íà îò
åäèíè÷íîé è ñàìîé ãðóïïû F2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì V íåñîá-
ñòâåííûì ìíîæåñòâîì ñëîâ. Øèðèíà âåðáàëüíîé ïîäãðóïïû îòíîñè-
òåëüíî íåñîáñòâåííîãî ìíîæåñòâà ñëîâ âñåãäà êîíå÷íà.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçëàãàåòñÿ îáùèé ìåòîä, âîñõîäÿùèé ê ðàáîòå
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Ðåìòóëëû [68], ïîçâîëÿþùèé óñòàíîâèòü, ÷òî â ãðóïïå G øèðèíà âåð-
áàëüíîé ïîäãðóïïû V (G) áåñêîíå÷íà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ñëîâ V .
Åãî ñóòü ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü f : G −→ R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëeííàÿ íà ãðóïïå G
è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Íàçî-
âåì f êâàçèãîìîìîðôíîé, åñëè ôóíêöèÿ f(xy)− f(x)− f(y) îãðàíè÷åíà
íà G×G.

Êâàçèãîìîìîðôèçì, êîòîðûé íà ëþáîé àáåëåâîé ïîäãðóïïå ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ ïñåâäîõàðàêòåðîì. Â. À. Ôàéçèåâ äàë ïîë-
íîå îïèñàíèå ïñåâäîõàðàêòåðîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû, ïîëóïðÿìûõ è ñâî-
áîäíûõ ïðîèçâåäåíèé, à òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ ãðóïï è ïîëóãðóïï
(ñì. [33] è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòóðó).

Ôóíêöèþ f : G −→ R áóäåì íàçûâàòü V �ñëîéíî îãðàíè÷åííîé íà G,
åñëè äëÿ âñÿêîãî n = 1, 2, . . . íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c(n) ∈ R , ÷òî
|f(g)| ≤ c(n) äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
n çíà÷åíèé ñëîâ èç V ±1 íà G.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå óñòàíîâëåíà
Ëåììà 1.7. Ïóñòü G � ãðóïïà. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà ñëîâ V , îïðå-

äåëÿþùåãî âåðáàëüíóþ ïîäãðóïïó V (G), íàéäåòñÿ V �ñëîéíî îãðàíè÷åí-
íàÿ ôóíêöèÿ f , íå îãðàíè÷åííàÿ íà V (G), òî wid(G, V ) = ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû äîñòàòî÷íî ïðîñòîå. Òåì íå ìåíåå ýòà
ëåììà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà áåñêîíå÷íîñòè øèðèíû âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ
ãðóïï.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü â HNN�ðàñøèðåíèè

G∗ = ãð(G, t || t−1At = B, ϕ)

ñâÿçàííûå ïîäãðóïïû A, B îòëè÷íû îò áàçîâîé ãðóïïû G. Òîãäà âñÿ-
êàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (G∗), îïðåäåëåííàÿ êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì
ìíîæåñòâîì ñëîâ V , èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî V .

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ñâÿçàííûõ ïîäãðóïï A èëè B ñîâïàäàåò ñ áàçîé
G, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòà òåîðåìà ïåðåñòàåò
áûòü ñïðàâåäëèâîé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ øèðèíà âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïï
ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ä. È. Ìîëäà-
âàíñêîãî [25] (ñì., òàêæå [18, ãë. 5]) ïîçâîëÿþùèé ïðåäñòàâèòü ãðóïïû
ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì â âèäå HNN-ðàñøèðåíèÿ äîêàçàíà

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-
øåíèåì, èìåþùàÿ ïî ìåíüøåé ìåðå òðè ïîðîæäàþùèõ. Òîãäà âñÿêàÿ
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âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà V (G), îïðåäåëåííàÿ êîíå÷íûì ñîáñòâåííûì ìíî-
æåñòâîì ñëîâ V èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó îòíîñèòåëüíî V .

Ïîñòðîåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàñïðîñòðàíèòü ýòó òåîðåìó
íà ãðóïïû ñ äâóìÿ ïîðîæäàþùèìè è îäíèì ñîîòíîøåíèåì óæå íåëüçÿ.

Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [79]�[80].
Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è

èçó÷àåòñÿ êîììóòàòîðíàÿ äëèíà, ðàçðåøèìîñòü íåêîòîðûõ óðàâíåíèé,
à òàêæå ñâîéñòâî p�îòäåëèìîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîäãðóïï.

Â � 1 ïîñòðîåí àëãåáðàè÷åñêèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé
äëèíû cl(z) ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà z ∈ F ′, ãäå F � ñâîáîäíàÿ íåàáåëåâà
ãðóïïà. Ðåàëèçóåòñÿ ýòîò àëãîðèòì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíòó z ìû
ñîïîñòàâèì ïîäñòàíîâêó σ èç ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn, ãäå n = |z| � äëè-
íà ýëåìåíòà z. Çàòåì îïðåäåëèì äåéñòâèå íåêîòîðîé ãðóïïû íà ìíîæå-
ñòâå ïîäñòàíîâîê èç Sn è â îðáèòå ýëåìåíòà σ íàéäåì ïîäñòàíîâêó, èìåþ-
ùóþ íàèáîëüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Åñëè ýòî ÷èñëî îáîçíà÷èòü
÷åðåç v, òî èñêîìàÿ êîììóòàòîðíàÿ äëèíà ðàâíà cl(z) = (1−v)/2+ |z|/4.

Â � 2 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ Ì. Ãðîìîâà: êàê ñâÿçàíû cl(z) è cl(zm), ãäå
z ∈ F ′, m ∈ N? Êðîìå òîãî, èññëåäóþòñÿ âîïðîñû, ñôîðìóëèðîâàííûå
â ðàáîòå [49]. Çàìå÷àåòñÿ, ÷òî âìåñòî ñâîáîäíîé ãðóïïû F ïðîèçâîëü-
íîãî ðàíãà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâóïîðîæäåííóþ ñâîáîäíóþ ãðóïïó
F2. Ïîëó÷åíà íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè êîììóòàòîðíîé äëèíû cl(zm),
à òî÷íåå, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî z ∈ F ′

2, âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî m
è âñÿêîãî ýíäîìîðôèçìà ϕ ∈ EndF2, òàêîãî, ÷òî ñëîâî zϕ öèêëè÷åñêè
ïðèâåäåíî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ms(zϕ) + 6
12

≤ cl(zm) ≤ [(2−m)/2] + mcl(z),

ãäå s(z) � íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ïî ýëåìåíòó
z. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî íåðàâåíñòâî äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó ïî
ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé Äóíêàíà�Õîóå.

Â � 3 äëÿ àëãåáðû íàä êîëüöîì ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå øèðèíû ïðî-
èçâîäíîé ïîäàëãåáðû, äâîéñòâåííîå ïîíÿòèþ øèðèíû êîììóòàíòà ãðóï-
ïû. Êðîìå òîãî, äëÿ êîììóòàòèâíî�àññîöèàòèâíîãî êîëüöà K ñ åäèíè-
öåé ñòðîèòñÿ íåêîòîðàÿ K�àëãåáðà P (àëãåáðà ïàð) è èññëåäóþòñÿ åå
ñâîéñòâà. Ýòà àëãåáðà îáëàäàåò äåëèòåëÿìè íóëÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøè-
ìîé è íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè ñòåïåíåé. Òåì íå ìåíåå,
îíà ÿâëÿåòñÿ Ëè äîïóñòèìîé, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé àëãåáðà Ëè PL ÿâ-
ëÿåòñÿ 3�õ ñòóïåííî ðàçðåøèìîé. Íàéäåíà øèðèíà ïðîèçâîäíîé ïîäàë-
ãåáðû àëãåáðû P , à òàêæå øèðèíà ïðîèçâîäíîé ïîäàëãåáðû àëãåáðû Ëè
PL. Ïîìèìî òîãî, ÷òî àëãåáðà P êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî èíòåðåñíîé è ñàìà
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ïî ñåáå, îíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûâîäå îöåíêè äëÿ cl(zm).
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, â � 4 óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñâîáîäíîé

ãðóïïå F2k ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè a1, b1, . . . , ak, bk, k ∈ N, äëÿ
âñÿêîãî íàòóðàëüíîãîm ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî cl(([a1, b1] . . . [ak, bk])m) =
[(2 −m)/2] + mk. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò äðóãèìè ìåòîäàìè áûë
ðàíåå ïîëó÷åí Áàâàðäîì [37].

Â ðàáîòå [49] ñôîðìóëèðèâàí ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêèå çíà÷åíèÿ ìî-
æåò ïðèíèìàòü ôóíêöèÿ cl(zm), z ∈ F ′, ïðè ôèêñèðîâàííîì íàòóðàëü-
íîì m? Ïðè m = 2 äàåòñÿ îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Â äèññåðòàöèè ïîñòðî-
åíà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ dk ∈ F ′

2, k = 1, 2, . . ., ÷òî íè
îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ñòåïåíüþ è cl(d2

k) = k + 1. Êðîìå
òîãî, â ýòîé æå ðàáîòå (ñì. [49, âîïðîñ 3]) àâòîðû ñïðàøèâàþò: �Åñëè
[v, w][x, y] = z2 â F , òî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ãðóïïå G = 〈v, w, x, y, z〉?�
Àâòîðàì èçâåñòíî, ÷òî ðàíã G íå ïðåâîñõîäèò 3. Â äèññåðòàöèè ïîêàçà-
íî, ÷òî åå ðàíã íå ïðåâîñõîäèò 2.

Ãàãëèîí è Ñïåëëìàí çàïèñàëè â �Êîóðîâñêóþ òåòðàäü� ñëåäóþùèé
âîïðîñ (ñì. [17, âîïðîñ 11.20]): �Ïóñòü [a, b] = [c, d] â ñâîáîäíîé ãðóïïå,
ãäå a, b, [a, b] � áàçèñíûå êîììóòàòîðû. Åñëè c è d � ïðîèçâîëüíûå
(ñîáñòâåííûå) êîììóòàòîðû, òî âåðíû ëè ðàâåíñòâà a = c è b = d?�
Ïîñòðîåí ïðèìåð, äàþùèé îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà Ì. Õîëëà î ôèíèòíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
ïîäãðóïï ñâîáîäíîé ãðóïïû ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâîé, åñëè êëàññ
êîíå÷íûõ ãðóïï çàìåíèòü êëàññîì êîíå÷íûõ p�ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì â áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå G = 〈a〉 ïîäãðóïïó H =
〈aq〉, ãäå q � ïðîñòîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò p. Î÷åâèäíî, a 6∈ H, íî ïðè
ëþáîì ãîìîìîðôèçìå ãðóïïû G íà p�ãðóïïó îáðàç ýëåìåíòà a ïîïàäàåò
â îáðàç ïîäãðóïïû H, ò. å. ïîäãðóïïà H íå ÿâëÿåòñÿ p�îòäåëèìîé.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå H íå ÿâëÿëàñü p′�èçîëèðîâàííîé â G. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ p′�èçîëèðîâàííîé (ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî), åñëè äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, îòëè÷íîãî îò p,
è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g ∈ G èç âêëþ÷åíèÿ gq ∈ H ñëåäóåò, ÷òî
è g ∈ H. Åñëè æå â â ðàçîáðàííîì âûøå ïðèìåðå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
p′�èçîëèðîâàííûå ïîäãðóïïû, òî êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ p�îòäåëèìîé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïÿòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2.4. Âî âñÿêîé ñâîáîäíîé íåàáåëåâîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò

êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà, êîòîðàÿ íå îòäåëèìà
â êëàññå íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï.

Òàê êàê âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ p�ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé [15, ñ.
162], à âñÿêàÿ èçîëèðîâàííàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ è p′�èçîëèðîâàííîé
äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p, òî íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ
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îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ Ä. È. Ìîëäàâàíñêîãî.
Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [75, 83, 93]
Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îáîáùå-

íèÿ ãðóïïû êîñ: ãðóïïû Àðòèíà, ãðóïïû ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ,
ãðóïïû êîñ ìíîãîîáðàçèé.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ãðóïïû êîñ è íàïîìèíàþò-
ñÿ íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà. Â ðàáîòå [73] óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà êîñ
Bn, n ≥ 3, íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé øèðè-
íû. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ Þ. Ñ. Ñåìåíîâà,
Í. Í. Ðåïèíà, Â. Ê. Øàëàøîâà, Â. Ã. Äóðíåâà è çàâåðøàåò èññëåäîâà-
íèÿ, íà÷àòûå â ñâÿçè ñ âîïðîñîì Ã. Ñ. Ìàêàíèíà. Îäíèì èç îáîáùåíèé
ãðóïïû êîñ ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû Àðòèíà. Â ðàáîòå [78] óñòàíîâëåíî, ÷òî
ìíîãèå ãðóïïû Àðòèíà, òàêæå íå èìåþò ñîáñòâåííûõ âåðáàëüíûõ ïîä-
ãðóïï êîíå÷íîé øèðèíû.

Ðàíåå ýòî áûëî èçâåñòíî òîëüêî äëÿ êîììóòàíòà ãðóïïû I2(p) ïðè
íå÷åòíîì p îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà [9]. Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî (2002)
Â. Í. Áåçâåðõíèé è È. Â. Äîáðûíèíà [3] ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Àðòèíà.

Â � 2 äàåòñÿ îïèñàíèå ãðóïïû êîñ, êàê ïîäãðóïïû ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû è ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ãðóïïû ñîïðÿãàþùèõ
àâòîìîðôèçìîâ Cn, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ãðóïïû êîñ.

Â � 3 èññëåäóåòñÿ ñòðîåíèå ãðóïïû ñîïðÿãàþùèõ àâòîìîðôèçìîâ Cn.
Èçâåñòíî, ÷òî îíà ñîäåðæèò ãðóïïó ñîïðÿãàþùèõ áàçèñ àâòîìîðôèçìîâ
Cbn, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé èíäåêñà n! è Cn = Cbnh
Sn (ñì. [29]). Ïîýòîìó âñå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ãðóïïû Cbn. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì òðåòüåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3.4. Ãðóïïà ñîïðÿãàþùèõ áàçèñ àâòîìîðôèçìîâ Cbn, n ≥
2, ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Cbn = Dn−1 h (Dn−2 h (. . . h (D2 h D1)) . . .),

ãäå ïîäãðóïïà Di, i = 1, 2, . . . , n − 1, ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè εi+1,1,
εi+1,2, . . . , εi+1,i, ε1,i+1, ε2,i+1, . . . , εi,i+1. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû εi+1,1,
εi+1,2, . . . , εi+1,i ïîðîæäàþò ñâîáîäíóþ ãðóïïó ðàíãà i, à ýëåìåíòû
ε1,i+1, ε2,i+1, . . . , εi,i+1 ïîðîæäàþò ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó ðàíãà i.
Ýòî ðàçëîæåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëîæåíèåì ãðóï-
ïû êðàøåíûõ êîñ Pn, ò. å. èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ Ui+1 ≤ Di,
i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïîñòðîåííîå ðàçëîæåíèå íå åäèíñòâåííî. Â � 5 áóäåò ïîñòðîåíî äðó-
ãîå ðàçëîæåíèå ãðóïïû Cbn. Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ðàçëîæåíèÿ, óñòà-
íîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãðóïï Cn è Cbn. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî
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Ïðåäëîæåíèå 3.5. Âñÿêàÿ âåðáàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû ñîïðÿãà-
þùèõ áàçèñ àâòîìîðôèçìîâ Cbn, n ≥ 2, îïðåäåëåííàÿ êîíå÷íûì ñîá-
ñòâåííûì ìíîæåñòâîì ñëîâ V , èìååò áåñêîíå÷íóþ øèðèíó.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Â ãðóïïàõ Cn è Cbn ïðè n ≥ 4 íåðàçðåøèìà
ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû.

Â � 6 ñòðîÿòñÿ ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Cn. Ïîñòðîåíî ïðî-
äîëæåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Áóðàó íà ãðóïïó Cn, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî
òî÷íîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Ëîóðåíñ�Êðàìåðà ãðóïïû B3 ïðîäîë-
æàåòñÿ íà ãðóïïó C3, à ïðè n ≥ 4 ïîñòðîåíî ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåò-
ðû ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïîñòðîåííîå ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðè
n ≥ 5.

Ãðóïïó êîñ Bn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé êîí-
ñòóêöèè ãðóïïû êîñ Bn(M) íà n íèòÿõ ìíîãîîáðàçèÿ M .

Â � 7 äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà êîñ Bn(S2) ñôåðû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïðè
âñåõ n ≥ 2. Ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé M(0, n) ñôåðû ñ n âûêîëîòûìè
òî÷êàìè ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ãðóïïû Bn(S2). Óñòàíîâëåíî,
÷òî ãðóïïà M(0, n) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé äëÿ âñÿêîãî n ≥ 2. Äëÿ ãðóïï
êîñ Bn(P 2) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìû óñòàíîâèì ëèíåéíîñòü ïðè n = 3
(ïðè n = 1, 2 îíà êîíå÷íà). Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíîñòü ãðóïï Bn(S2) è
M(0, n) íåçàâèñèìî áûëà óñòàíîâëåíà Áèãåëîó è Áóäíåé [39].

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fn) íå ëè-
íåéíà ïðè n ≥ 3. Â ðàáîòå [48] óñòàíîâëåíî, ÷òî ãðóïïà Aut(F2) ëèíåéíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíà ãðóïïà êîñ B4. Èñïîëüçóÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå Ëîóðåíñ�Êðàìåðà, â � 8 áóäåò ïîñòðîåíî â ÿâíîì âèäå òî÷íîå
ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Aut(F2).

Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [73, 78, 86, 92,
94, 95].

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê è ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ è äëÿ íèõ äàþòñÿ îòâåòû íà âîïðîñû
Áðåííåðà�Ýâàíñà è íà âîïðîñ Â. Í. Áåçâåðõíåãî.

Â ðàáîòå [74] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k ≥ 4, m ≥
1 âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà èç çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû Akm ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçëàãàåòñÿ
íà m íåçàâèñèìûõ öèêëîâ äëèíû k. Ýòà òåîðåìà ïîäòâåðæäàåò ïåðâóþ
ãèïîòåçó Áðåííåðà�Ýâàíñà. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé
ýëåìåíò èç Akm, k ≥ 4, m ≥ 1, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà k. Äàëåå, åñòåñòâåííî èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòàíîâîê èç
An â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîäñòàíîâîê ïîðÿäêà k, ãäå n íå äåëèòñÿ
íà k.
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Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k ≥ 4 ñòðîèòñÿ ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Qk òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ Qk â ãðóïïå
An íàéäóòñÿ ïîäñòàíîâêè, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ïîäñòàíîâîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ â ðàçëîæåíèè íà íåçàâèñèìûå öèêëû
ñîäåðæèò òîëüêî öèêëû äëèíû k è 1. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè
k = 4 ìíîæåñòâî Q4 áåñêîíå÷íî. Êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòà-
íîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîé ãèïîòåçû äëÿ âñåõ óêàçàííûõ çíà÷åíèé
k.

Äîêàçàíî, ÷òî òðåòüÿ ãèïîòåçà íåâåðíà óæå ïðè k = 11, íî òåì íå
ìåíåå, åñëè k � ïðîñòîå è ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ 3, òî òðåòüÿ ãèïîòåçà
ñïðàâåäëèâà.

Â íîÿáðå 1997 ã. íà Ìàëüöåâñêèõ ÷òåíèÿõ Â. Í. Áåçâåðõíèé ñôîðìó-
ëèðîâàë ñëåäóþùèé

Âîïðîñ. Ïóñòü G = Zn � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà
n, n ∈ N, H � åå ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà, à w ∈ G \H. Ñóùåñòâóåò ëè
àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut G òàêîé, ÷òî ϕ(w) ∈ H?

Â � 2 äàåòñÿ îòâåò íà âîïðîñ Â. Í. Áåçâåðõíåãî. ×òîáû ñôîðìóëèðî-
âàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò, íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [4, � 86]), ÷òî åñëè R
� êîììóòàòèâíîå åâêëèäîâî êîëüöî ñ åäèíèöåé, M � ñâîáîäíûé ëåâûé
R�ìîäóëü ðàíãà n, n ∈ N, à H � åãî íåòðèâèàëüíûé ïîäìîäóëü, òî H
ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì R�ìîäóëåì ðàíãà k, 1 ≤ k ≤ n, è ñóùåñòâóåò òàêîé
áàçèñ u1, u2, . . . , un â M è òàêîé áàçèñ v1, v2, . . . , vk â H, ÷òî

vi = miui, mi+1 ≡ 0(mod mi)

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ mi èç R. Òàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ ñîãëàñî-
âàííûìè. Îáîçíà÷èì m(H) = m1. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå m(H) îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò èç R è, â ýòîì
ñìûñëå, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîäìîäóëÿ H.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì � 2 ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå åâêëèäîâî êîëüöî ñ åäè-

íèöåé, M � ñâîáîäíûé ëåâûé R�ìîäóëü ðàíãà n, n ∈ N, H � åãî íåòðè-
âèàëüíûé ïîäìîäóëü, u1, u2, . . . , un è v1, v2, . . . , vk � ñîãëàñîâàííûå áà-
çèñû â M è H ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòà w = λ1u1 +λ2u2 + . . .+
λnun ∈ M , λi ∈ R, íàéäåòñÿ òàêîé àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut M , ÷òî
ϕ(w) ∈ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
í.î.ä.(λ1, λ2, . . . , λn) äåëèòñÿ íà m(H).

Òàê êàê ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà Zn ðàíãà n ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì
ëåâûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë Z, òî èç ýòîé òåîðåìû ïîëó-
÷àåòñÿ òðåáóåìûé êðèòåðèé.

Ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [74, 81, 85].
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Â ïÿòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ãðóïïû Êàâèêèîëè�Õåãåíáàðòà�Ðåïîâøà,
à òàêæå ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîé èñ÷åðïûâàåìîñòè ãðóïï è åãî ñâÿçü ñ
ôóíêöèåé ðîñòà â ãðóïïå.

Â �� 1�2 óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå ôàêòû î ñòðîåíèè ãðóïï
Gn(m, k). Ïîëó÷åíû ïðèçíàêè öèêëè÷íîñòè ýòèõ ãðóïï, ðàçëîæèìîñòè
èõ â ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå, à òàêæå ïîïàðíîé èçîìîðôíîñòè. Äîêà-
çûâàåòñÿ ïðèçíàê àñôåðè÷íîñòè ãðóïï ýòîãî êëàññà.

Â § 3 äàåòñÿ ÷àñòè÷íûé îòâåò íà âîïðîñ èç [44], à èìåííî, ïîêàçà-
íî, ÷òî äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîäêëàññ ãðóïï Gn(m, k) ñ íå÷åòíûì ÷èñ-
ëîì ïîðîæäàþùèõ n íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê ôóíäàìåíòàëüíûå
ãðóïïû ãèïåðáîëè÷åñêèõ òðåõìåðíûõ îðáèôîëäîâ (â ÷àñòíîñòè, ìíîãî-
îáðàçèé) êîíå÷íîãî îáúåìà. Óñòàíîâëåíà

Òåîðåìà 5.4. (ñîâìåñòíî ñ À. Þ. Âåñíèíûì). Ïóñòü n � íå÷åò-
íî, k − m � ÷åòíî è í.î.ä.(m − 2k, n) = 1. Òîãäà ãðóïïà Gn(m, k) íå
ìîæåò áûòü ãðóïïîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî 3-îðáèôîëäà (â ÷àñòíîñòè, 3-
ìíîãîîáðàçèÿ) êîíå÷íîãî îáúåìà.

Â § 4 ïðèâåäåíû ïîðÿäêè ãðóïï Gn(m, k) è èõ àáåëèçàòîðû äëÿ ìà-
ëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåðíûõ âû-
÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû GAP.

Â òåîðèè äâóìåðíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé õîðîøî èçâåñòíî ïî-
íÿòèå �ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ�. Â § 5 àíàëîãè÷íîå ïî-
íÿòèå ââîäèòñÿ äëÿ ãðóïï.

Ïóñòü ãðóïïà G = 〈A〉, ãäå A = {a±1
1 , . . . , a±1

m } � êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ïîðîæäàþùèõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Lk,
k = 1, 2, . . . , èç G íàçîâåì ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàþùåé, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Lk ⊂ Lk+1 äëÿ âñåõ k ≥ 1,
2) G =

⋃
k≥1

Lk,

3) lim
k→∞

|∂Lk|
|Lk| = 0, ãäå ∂Lk ={g ∈ G \Lk| ñóùåñòâóåò a ∈ A òàêîé, ÷òî

ga ∈ Lk} � ãðàíèöà ìíîæåñòâà Lk.
Ãðóïïó, îáëàäàþùóþ ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ, íàçîâåì ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàåìîé. Êëàññ ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàå-
ìûõ ãðóïï îáîçíà÷èì ñèìâîëîì RG. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Lk}∞k=1

êðîìå òîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
4) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c ≥ 0 è d ≥ 1 òàêèå, ÷òî |Lk| ≤ ckd äëÿ

âñåõ k ≥ 1,
òî áóäåì íàçûâàòü åå ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

21



ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà. Êëàññ ãðóïï îáëàäàþùèõ ðåãóëÿðíî èñ÷åðïû-
âàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà îáîçíà÷èì ñèì-
âîëîì RPG. Â ÷àñòíîñòè, êëàññ ãðóïï, îáëàäàþùèõ ðåãóëÿðíî èñ÷åð-
ïûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëèíåéíîãî ðîñòà îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
RLG.

Êëàññ ãðóïï ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà îáîçíà÷àåòñÿ PG. Åñëè ôóíê-
öèÿ ðîñòà ãðóïïû G íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè,
òî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà. Êëàññ ãðóïï ñóá-
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà îáîçíà÷àåòñÿ SG. Åñëè ôóíêöèÿ ðîñòà ãðóïïû
G íå ýêâèâàëåíòíà íèêàêîé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè è íå ýêâèâàëåíòíà
íèêàêîé ñòåïåííîé ôóíêöèè, òî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïðîìåæóòî÷íî-
ãî ðîñòà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïÿòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 5.5. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå: SG ⊆ RLG, ò. å. âî âñÿêîé

ãðóïïå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâà-
þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíîãî ðîñòà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ îòðèöàòåëüíûé îò-
âåò íà âîïðîñ 14.27 èç �Êîóðîâñêîé òåòðàäè� [17]. Â íàøèõ îáîçíà÷å-
íèÿõ ýòîò âîïðîñ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: �Ñïðà-
âåäëèâî ëè âêëþ÷åíèå RPG⊆PG?� Êðîìå òîãî, Ï. äå ëÿ Àðï [56] ñïðà-
øèâàë: �Ñïðàâåäëèâî ëè âêëþ÷åíèå RLG⊆PG?� Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
Ð. È. Ãðèãîð÷óêà [6], ïîñòðîèâøåãî ïðèìåðû ãðóïï ïðîìåæóòî÷íîãî ðî-
ñòà, óñòàíîâëåíî òàêîå

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì íåèçîìîðôíûõ äâóïîðîæäåí-
íûõ ãðóïï, îáëàäàþùèõ ðåãóëÿðíî èñ÷åðïûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ëèíåéíîãî ðîñòà è íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðóïïàìè ïîëèíîìèàëüíîãî
ðîñòà.

Ýòî ñëåäñòâèå äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 14.27 è íà âîïðîñ
Ï. äå ëÿ Àðïà.

Ðåçóëüòàòû ïÿòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [89, 84, 91]. Ðå-
çóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ãðóïï Êàâèêèîëè�Õåãåíáàðòà�Ðåïîâøà ïîëó÷å-
íû ñîâìåñòíî ñ À. Þ. Âåñíèíûì.

Â øåñòîé ãëàâå àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè.

Â � 1 äàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Óêàçûâàþòñÿ
çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùèå óðàâíåíèÿ ê áîëåå ïðî-
ñòîìó âèäó. Â ñëó÷àå óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ
õîðîøî èçâåñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà êëàññèôèöèðîâàíû â ðàáîòå Ò. Ä. Äæóðà-
åâà è ß. Ïîï¼ëåêà [10].

Ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è
çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âàæíóþ ðîëü èãðàþò äèôôåðåíöèàëü-
íûå òîæäåñòâà (ñì. [2, 77, 87]). Â ÷àñòíîñòè, îíè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷.

Â � 2 óñòàíàâëèâàåòñÿ íåêîòîðîå äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî, ÿâ-
ëÿþùååñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî òîæäåñòâà Àíèêîíîâà�Àìèðîâà è èç
íåãî âûâîäèòñÿ òîæäåñòâî Ïåñòîâà, êîòîðîå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â çà-
äà÷àõ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè.

Â � 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå è, èñïîëü-
çóÿ �ìåòîä ëèøíèõ óðàâíåíèé�, ðàçðàáîòàííûé Þ. Å. Àíèêîíîâûì, ðå-
øàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïîìèìî ðåøå-
íèÿ äâóõ ìàòðèö, âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû øåñòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [77, 82, 87, 88, 90].
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