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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðÿäà çà-

äà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ êàê ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé ñòîðîíû.

Äëÿ çàäà÷, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ àïðèîðíûìè îöåíêàìè òî÷-
íîñòè.

Äëÿ çàäà÷, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ òî÷íûõ àëãîðèòìîâ
èõ ðåøåíèÿ, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè òà-
êèõ àëãîðèòìîâ.

Öåëü ðàáîòû. Âûäåëåíèå êëàññîâ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ìàêñè-
ìóì, äîïóñêàþùèõ ïîñòðîåíèå íîâûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áî-
ëåå ýôôåêòèâíûìè íà äàííûõ êëàññàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ óæå èçâåñòíûìè
àëãîðèòìàìè.

Ïîñòðîåíèå è àíàëèç ïðèáëèæåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ ãà-
ðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè äëÿ íåñêîëüêèõ ìîäèôèêàöèé çàäà÷è
êîììèâîÿæåðà.

Ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå òî÷íîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðå-
øåíèÿ ìîäèôèêàöèè çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ äëÿ ñëó÷àåâ
ðàçëè÷íûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû äèñêðåò-
íîãî àíàëèçà è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, ìåòîäû âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà
ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ, ýëåìåíòû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ åâêëèäîâîé
çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ìàêñèìóì, óëó÷øàþùèé îöåíêè òî÷íîñòè àëãî-
ðèòìà À. È. Ñåðäþêîâà íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå èñõîäíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðåíà NP -òðóäíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à îòûñêàíèÿ â ïîë-
íîì íåîðèåíòèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå äâóõ (ðåáåðíî) íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà. Ïîñòðîåí
íîâûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Îáîñ-
íîâàíû ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè è îöåíêè òðóäîåìêîñòè äàííîãî
àëãîðèòìà.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îòûñêàíèÿ äâóõ ðåáåð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî
âåñà â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå, â êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íà ðåáðàõ ãðàôà
çàäàíà îäíà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è êîãäà âåñîâûõ ôóíêöèé äâå, ïðåäëîæåíû
äâà íîâûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïðîâåäåí
àíàëèç òî÷íîñòè àëãîðèòìîâ.
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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà ñâÿçíîãî îñòîâíîãî ïîäãðàôà ñ çàäàííûìè
ñòåïåíÿìè âåðøèí ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ðåáåðíîãî âåñà â ïîëíîì
âçâåøåííîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåí
ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì. Ïðîâåäåí åãî àíàëèç è îáîñ-
íîâàíû ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé çàäà÷è
â îáùåì ñëó÷àå, à òàêæå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìåòðè÷åñêîé è åâêëèäîâîé
çàäà÷.

Äîêàçàíà NP -òðóäíîñòü çàäà÷è îòûñêàíèÿ d-îäíîðîäíîãî ñâÿçíîãî îñ-
òîâíîãî ïîäãðàôà ýêñòðåìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà â ïîëíîì íåîðèåíòèðî-
âàííîì n−âåðøèííîì ãðàôå. Ïðåäñòàâëåí ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì îòûñêàíèÿ òàêîãî ïîäãðàôà, èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé âåñ.
Ïðîâåäåí âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñî ñëó-
÷àéíûìè âõîäíûìè äàííûìè (âåñàìè ðåáåð) êàê â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåñîâ ðåáåð, òàê è â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèé ìèíîðèðóþùåãî
òèïà. Äëÿ ìèíèìèçàöèîííîé âåðñèè çàäà÷è íà ñëó÷àéíûõ âõîäàõ ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì ìàæîðèðóþùåãî òèïà ê óñëîâèþ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè
ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå
íà âåëè÷èíó ðàçáðîñà çíà÷åíèé âåñîâ ðåáåð ãðàôà.

Èññëåäîâàëàñü çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè âçâåøåííîé ñóììû çàäàííîãî êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ èç íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà Rk. Ïðèâå-
äåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû òî÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ
â ñëó÷àå, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå Rk çàäàíà êîíå÷íàÿ ïîëèýäðàëüíàÿ íîðìà,
à òàêæå íîðìà l2. Òåì ñàìûì, îáîñíîâàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è äëÿ äàííûõ íîðì.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èìåþò ïðåèìóùåñòâåí-
íî òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ìî-
ãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, à
òàêæå ïðè ÷òåíèè ëåêöèîííûõ êóðñîâ ïî äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èñ-
ñëåäîâàíèþ îïåðàöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-
ëèñü íà Ðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïå-
ðàöèé� (Íîâîñèáèðñê, 2002, 2004), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ñòóäåí÷å-
ñêîé êîíôåðåíöèè (Íîâîñèáèðñê, 2000), íà Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöè-
ÿõ ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé OR2002 (Êëàãåíôóðò, 2002), OR2003 (Ãåé-
äåëüáåðã, 2003), OR2004 (Òèëáóðã, 2004), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè
�Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ� (Îìñê, 2003, 2006),
íà ñåìèíàðå ïðîô. Áðóêåðà óíèâåðñèòåòà ã. Îñíàáðþê (Îñíàáðþê, 2004),
íà ñåìèíàðå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ
Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñòåêëîâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2005), íà ñåìèíà-
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ðå Îáúåäèíåííîãî Èíñòèòóòà Ïðîáëåì Èíôîðìàòèêè (Ìèíñê, 2007), íà
íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 98 ñòðàíè-

öàõ, ñîäåðæèò ââåäåíèå, òðè ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòî-
ðà ïî òåìå äèññåðòàöèè, áëàãîäàðíîñòè è ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùèé
63 íàèìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ ðàññìàò-
ðèâàåìûì çàäà÷àì, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è
êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ïîèñêà ãàìèëüòîíîâûõ öèê-
ëîâ ýêñòðåìàëüíîãî âåñà.

Äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ìàêñèìóì ïðåäëàãàåòñÿ íî-
âûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A1 ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îáîñíîâà-
íà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü àëãîðèòìà íà ïîäêëàññå èñõîäíîé çàäà÷è,
âûäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äàííûé àëãîðèòì èìååò ëó÷øèå îöåíêè
òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì À. È. Ñåðäþêîâà.

Òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îòûñêàíèÿ â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì
âçâåøåííîì ãðàôå äâóõ (ðåáåðíî) íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèê-
ëîâ ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà (2-PSP). Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ çàäà-
÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Ïîñòðîåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A2

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîëó÷åíû îöåíêè òðóäîåìêîñòè àëãîðèò-
ìà è ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îòûñêàíèÿ äâóõ ðåáåð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî
âåñà â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå, â êîòîðîì âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íà ðåáðàõ ãðàôà
çàäàíà îäíà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è êîãäà âåñîâûõ ôóíêöèé äâå, ïðåäëîæåíû
äâà ïðèáëèæåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìà (A3 è A4 ñîîòâåòñòâåííî).
Äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ ïîëó÷åíû ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè.

Â ðàçäåëå 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ åâêëèäîâà çàäà÷à êîììèâîÿæåðà íà
ìàêñèìóì.

Â ïóíêòå 1.1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Ïóñòü çàäàí íàáîð òî÷åê X = (x1, x2, . . . , xn) ⊂Rk . Îïðåäåëèì âåñ W

ãàìèëüòîíîâà öèêëà, ïîðîæäåííîãî ïåðåñòàíîâêîé σ ∈ Sn è îáîçíà÷àåìîãî
êàê

5



W (σ) =
n−1∑

i=1

ρ(xσi , xσi+1) + ρ(xσn , xσ1),

ãäå ρ(∗, ∗) � ìåòðèêà Rk .
Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü W (σ) ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì σ èç Sn.

Â ïóíêòàõ 1.1.2 è 1.1.3 îïèñûâàåòñÿ èçâåñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àñèìï-
òîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì À. È. Ñåðäþêîâà, âûÿâëÿþòñÿ âîçìîæíîñòè
ïî åãî ìîäèôèêàöèè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ îöåíîê òî÷íîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ íîâûé àëãîðèòì c âðåìåííîé ñëîæíî-
ñòüþ O(n3).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êîììèâîÿæåðà íà ìàêñèìóì óäàëîñü èñïîëüçî-
âàòü ñëåäóþùåå ñïåöèàëüíîå ñâîéñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü äà-
íû äâà îòðåçêà (ðåáðà) Ij = (xj , yj), Il = (xl, yl) â Rk è α ≤ π/2 � óãîë
ìåæäó íèìè. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

max
{

w(xj , xl) + w(yj , yl), w(xj , yl) + w(yj , xl)
}

≥ max
{

w(Ij), w(Il), cos
α

2

(
w(Ij) + w(Il)

)}
,

ãäå w�ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðåøàþùèì â îáîñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè êàê àëãîðèòìà

À. È. Ñåðäþêîâà, òàê è íîâîãî àëãîðèòìà A1 ÿâèëñÿ ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ
ñðåäè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà îòðåçêîâ â Rkïàðû �ïî÷òè-ïàðàëëåëü-
íûõ� îòðåçêîâ:

Ëåììà 1 Ïóñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rkñ ôèêñèðîâàííîé ðàç-
ìåðíîñòüþ k çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç t ïðÿìîëèíåéíûõ îò-
ðåçêîâ. Òîãäà íàèìåíüøèé óãîë ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè èç ýòîãî ìíî-
æåñòâà îãðàíè÷åí ñâåðõó êîíñòàíòîé α(k, t) òàêîé, ÷òî α(k, t) → 0 ïðè
t →∞. Ïðè ýòîì

sin2 α(k, t)
2

≤ γk

t2/(k−1)
,

ãäå êîíñòàíòà γk çàâèñèò ëèøü îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Rk .

Îäíèì èç îñíîâíûõ ýòàïîâ àëãîðèòìà À. È. Ñåðäþêîâà ÿâëÿåòñÿ ïðî-
öåäóðà ðàçáèåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M íà ìíîæåñòâî ëåãêèõ
è òÿæåëûõ ðåáåð. Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ñîåäèíåíèå ïàð ðåáåð èç ïàðîñî-
÷åíàíèÿ, äàííûé ïðîöåññ ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî íàä ïîäìíîæåñòâîì òÿæå-
ëûõ ðåáåð M . Ðàñïðîñòðàíåíèå äàííîãî ïðîöåññà íà âñå ðåáðà ïàðîñî÷å-
òàíèÿ M ñîïðîâîæäàåòñÿ óìåíüøåíèåì êîëè÷åñòâà �ñâîáîäíûõ� (åùå íå
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çàäåéñòâîâàííûõ) ðåáåð è ïî ëåììå 1 äàåò âñå ìåíüøèå è ìåíüøèå îöåíêè
ñóììàðíîãî âåñà ïîëó÷àåìûõ ñîåäèíÿþùèõ ðåáåð, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò
ê óõóäøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íàëîæå-
íèè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî ñëàáûõ îãðàíè÷åíèé íà èñõîäíûé ãðàô, äàí-
íûé ïðîöåññ äîïóñêàåò ýôôåêòèâíîå ïðîäîëæåíèå íà âñå ïàðîñî÷åòàíèå
M . Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëàåò íåíóæíûìè ïîñëåäóþùèå øàãè àëãîðèò-
ìà À. È. Ñåðäþêîâà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì â ïóíêòå 1.1.3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
îáîñíîâûâàþùàÿ êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè íîâîãî ïðåäëîæåííîãî àë-
ãîðèòìà:

Òåîðåìà 1 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

δk(X) =





o(n
3
2 ) k = 2;

o( n
4
3

log n ) k = 3;

o(n
3k−1
k2−1 ) k > 3,

(ãäå δk(X) � îòíîøåíèå äèàìåòðà ìíîæåñòâà X ê äëèíå íàèìåíüøå-
ãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ýòîãî ìíîæåòñâà) àëãî-
ðèòì A1 íàõîäèò àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îòûñêàíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî âçâåøåííîãî ãàìèëüòîíîâà îáõîäà çàäàííîãî ìíîæåñòâà
òî÷åê X, ñîñòîÿùåãî èç n òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk . Ïðè
áîëåå ñèëüíîì îãðàíè÷åíèè

δk(X) ≤





C2n
5
6 k = 2;

C3
n

5
6

log n k = 3;

Ckn
1
k + 4

k2−1 k > 3,

(ãäå Ck � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
Rk ) îáëàäàåò ëó÷øèìè îöåíêàìè òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì
À. È. Ñåðäþêîâà.

Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ â ïîëíîì íåîðèåí-
òèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå äâóõ (ðåáåðíî) íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëü-
òîíîâûõ öèêëîâ ýêñòðåìàëüíîãî âåñà.

Â ïóíêòå 1.2.1 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷. Äàí ïîëíûé n-
âåðøèííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V, E). Íà ðåáðàõ ãðàôà çàäà-
íû äâå ôóíêöèè: w1 : E → R+ è w2 : E → R+. Òðåáóåòñÿ íàéòè â ãðàôå G
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òàêèå äâà ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâà öèêëà H1 è H2, ÷òî-
áû äîñòèãàëà ìèíèìóìà(èëè ìàêñèìóìà) âåëè÷èíà W1(H1) + W2(H2), ãäå
Wi(H) =

∑
e∈H wi(e), i ∈ {1, 2}.

Â ïóíêòå 1.2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âåñîâûå ôóíêöèè ðå-
áåð w1 è w2 ñîâïàäàþò è òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó W1(H1) +
W2(H2).

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A2 ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò îáùàÿ èäåÿ, âïåðâûå ðåà-
ëèçîâàííàÿ À. È. Ñåðäþêîâûì ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà
äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ïîë-
íîì íåîðèåíòèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå ñ òåìè æå îöåíêàìè âðåìåí-
íîé ñëîæíîñòè è òî÷íîñòè. Àëãîðèòì Ñåðäþêîâà â èñõîäíîì ãðàôå íàõî-
äèò äâà ïîäãðàôà � 2-ôàêòîð è ïàðîñî÷åòàíèå, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ
íå ìåíåå ÷åì â 3/2 ðàçà áîëüøå âåñà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Çàòåì ðåáðà
ýòèõ ïîäãðàôîâ ïåðåðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó äâóìÿ ÷àñòè÷íûìè òóðàìè,
ïðîèçâîëüíî äîïîëíÿåìûìè äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ. Ìàêñèìàëüíûé èç
ïîñòðîåííûõ öèêëîâ (ïî âåñó âõîäÿùèõ â íåãî ðåáåð) äàåò ðåøåíèå ñ îöåí-
êîé òî÷íîñòè 3/4. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ýòîé ñõåìû ê
ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íå ïðèâîäèò ê óñïåõó, ïîñêîëüêó ïîñòðîåí-
íûå òàêèì îáðàçîì ÷àñòè÷íûå òóðû ìîãóò ñîäåðæàòü îäèíàêîâûå ðåáðà. Â
íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, â êîòîðîì â êà÷åñòâå èñõîä-
íîãî ïîäãðàôà, ïîäâåðãàþùåãîñÿ ðàçáèåíèþ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
ðåáðàì ÷àñòè÷íûõ òóðà, èñïîëüçóåòñÿ ëèáî êóáè÷åñêèé ïîäãðàô (ïðè ÷åò-
íîì n), ëèáî �ïî÷òè êóáè÷åñêèé� ïîäãðàô (ïðè íå÷åòíîì n) ìàêñèìàëüíîãî
âåñà. Áîëåå òîãî, íàéäåííûå ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè÷íûå òóðû â
äàëüíåéøåì óäàåòñÿ äîïîëíèòü äî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì ãàìèëü-
òîíîâûõ öèêëîâ, ÷òî äàëåêî íå âñåãäà âîçìîæíî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ
ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ.

Äëÿ ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2 Àëãîðèòì A2 çà âðåìÿ O(n3) íàõîäèò äîïóñòèìîå ðåøå-
íèå çàäà÷è îòûñêàíèÿ â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå
äâóõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ìàêñèìàëüíîãî
âåñà, âåñ êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 3/4 îò âåñà îïòèìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ.

Â ïóíêòå 1.2.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âåñîâûå ôóíêöèè ðåáåð
w1 è w2 ñîâïàäàþò. Áóäåì îáîçíà÷àòü äëÿ óäîáñòâà ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç
w. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè w âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà: w(i, j) ≤ w(i, k)+w(j, k) äëÿ ëþáûõ òðåõ âåðøèí i, j, k ∈ V,
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ò.å. èñõîäíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
âåëè÷èíó W1(H1) + W2(H2).

Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì A3, îñíî-
âàííûé íà ïîñòðîåíèè ïåðâîãî öèêëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Êîñòî÷êè-
Ñåðäþêîâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
íà ìèíèìóì. Âòîðîé öèêë ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåííîé ïåðåñòðîéêîé ïîðÿä-
êà ñëåäîâàíèÿ âåðøèí â ïåðâîì öèêëå, ïðè ýòîì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ âòî-
ðîãî öèêëà ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ ÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ÷èñëà n âåðøèí
â èñõîäíîì ãðàôå.

Äëÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3 Â ñëó÷àå îäíîé âåñîâîé ôóíêöèè àëãîðèòì A3 ñòðîèò ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îòûñêàíèÿ â ïîëíîì íåîðèåíòè-
ðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå äâóõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíî-
âûõ öèêëîâ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà çà âðåìÿ O(n3) ñ ãàðàíòèðî-
âàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè

∆ =
{

9/4, åñëè n íå÷åòíî,
9/4 + 3/n â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Â ïóíêòå 1.2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âåñîâûå ôóíêöèè w1 è
w2 ðàçëè÷íû. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó W1(H1)+
W2(H2).

Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì A4, îñíî-
âàííûé íà ïîñòðîåíèè îáîèõ öèêëîâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Êîñòî÷êè-
Ñåðäþêîâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà
íà ìèíèìóì. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì öèêëû èìåþò
îáùèå ðåáðà, ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ìîäèôèêàöèè îäíîãî èç öèêëîâ ñ
öåëüþ èçáàâëåíèÿ îò îáùèõ ðåáåð â íåì.

Äëÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4 Â ñëó÷àå äâóõ âåñîâûõ ôóíêöèé àëãîðèòì A4 íàõîäèò ïðè-
áëèæåííîå ðåøåíèå ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è îòûñêàíèÿ â ïîëíîì íåîðèåíòè-
ðîâàííîì âçâåøåííîì ãðàôå äâóõ ðåáåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíî-
âûõ öèêëîâ ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà çà âðåìÿ O(n3) ñ ãàðàíòèðî-
âàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè

∆ ≤
{

(12/5), åñëè n êðàòíî 5,
(12/5)

(
1 + 1/n

)
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäíî îáîáùåíèå çàäà÷è êîì-
ìèâîÿæåðà, à èìåííî çàäà÷à ïîèñêà ñâÿçíîãî îñòîâíîãî ïîäãðàôà ñ çàäàí-
íûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí ýêñòðåìàëüíîãî ðåáåðíîãî âåñà.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðåäëàãàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A5 ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî âåñà
èñêîìîãî ïîäãðàôà ñ ïðîèçâîëüíûìè çàäàííûìè ñòåïåíÿìè åãî âåðøèí.

Â ïóíêòå 2.1.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäàí ïîëíûé íåîðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô G(V, E) áåç ïåòåëü ñ n âåðøèíàìè. Íà ðåáðàõ ãðàôà
îïðåäåëåíà âåñîâàÿ ôóíêöèÿ w : E → R+, à äëÿ âåðøèí ãðàôà çàäàíû òà-
êèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà di (i = 1, . . . , n), 1 < di < n, ÷òî íàáîð (d1, . . . , dn)
ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêèì ðàçáèåíèåì èõ ñóììû

∑n
i=1 di. Â ãðàôå G(V, E)

òðåáóåòñÿ íàéòè ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì
âåñîì ðåáåð è çàäàííûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí di (i = 1, . . . , n), 1 < di < n.
Äàííàÿ çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ äàëåå êàê CSDP.

Â ïóíêòå 2.1.2 îïèñûâàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì A5 ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ CSDP . Àëãîðèòì îñíîâàí íà íàõîæäåíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðåëàê-
ñàöèè èñõîäíîé çàäà÷è (áåç óñëîâèÿ ñâÿçíîñòè ðåøåíèÿ) ñ ïðèìåíåíèåì
àëãîðèòìà Ãàáîâà. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðåòåð-
ïåâàþò ïðîöåäóðó �ñêëåéêè�, â õîäå êîòîðîé ñòåïåíè âåðøèí îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè, ãðàô ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ñâÿçíîñòè, à ïîòåðÿ âåñà, âû-
çâàííàÿ èçìåíåíèåì ñîñòàâà ðåáåð â õîäå âûïîëíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû,
ìèíèìàëüíà.

Ïóíêò 2.1.3 ïîñâÿùåí àíàëèçó ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà. Îñíîâíûì ðå-
çóëüòàòîì ýòîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 5 Àëãîðèòì A5 íàõîäèò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå CSDP çà
âðåìÿ O(mn2) ñ îöåíêîé òî÷íîñòè

∆ ≥ 1− 2
d(d + 1)

,

ãäå d = min{di|i = 1, . . . , n}, m =
∑n

i=1 di. Ïðè ðåøåíèè ìåòðè÷åñêîé
CSDP îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò

∆ ≥ 1− 1
d(d + 1)

.

Ïðè ðåøåíèè åâêëèäîâîé CSDP îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà ñîñòàâëÿ-
åò

∆ ≥ 1− 2−√2
d(d + 1)

.
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Â ðàçäåëå 2.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà d�ðåãóëÿðíîãî ñâÿçíîãî
îñòîâíîãî ïîäãðàôà ýêñòðåìàëüíîãî ðåáåðíîãî âåñà.

Â ïóíêòå 2.2.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäàí G(V, E) � ïîëíûé
íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü ñ n âåðøèíàìè. Îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
w : E → R+ è íàòóðàëüíîå ÷èñëî d, 1 < d < n. Òðåáóåòñÿ íàéòè â ãðàôå G
ñâÿçíûé îñòîâíûé d-îäíîðîäíûé ïîäãðàô G̃ ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî
âåñà.

Â ïóíêòå 2.2.2 îáîñíîâûâàåòñÿ NP�òðóäíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî d.

Â ïóíêòå 2.2.3 ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A6 ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Àëãîðèòì îñíîâàí íà äåêîìïîçèöèè
èñõîäíîé çàäà÷è è ïðèìåíåíèè èçâåñòíûõ ýâðèñòèê ê ðåøåíèþ ðÿäà ïîëó-
÷åííûõ çàäà÷ êîììèâîÿæåðà è íàçíà÷åíèÿ. Äàííûé àëãîðèòì èìååò âðå-
ìåííóþ ñëîæíîñòü O(n2 + nd ln n).

Â ïóíêòå 2.2.4 ïðîâåäåí îáùèé âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç ïîñòðîåííîãî
àëãîðèòìà A6. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êà÷åñòâà ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà èñ-
ïîëüçóåòñÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè (ε, δ), ïðåäëîæåííàÿ
Ý. Õ. Ãèìàäè, Í. È. Ãëåáîâûì è Â. À. Ïåðåïåëèöåé.

Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïîñðåäñòâîì
F ∗(S) îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ çàäà÷è S ∈
K. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ìèíèìóì è F ∗(S) > 0
äëÿ âñåõ S ∈ K.

Ïóñòü çàäàíû êëàññ çàäà÷ K è íåêîòîðîå ñåìåéñòâî P âåðîÿòíîñòíûõ
ìåð, îïðåäåëåííûõ íà K. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì A èìååò îöåíêè
(ε, δ) îòíîñèòåëüíî P, åñëè

P {FA(S) > (1 + ε)F ∗(S)} ≤ δ

äëÿ âñåõ P ∈ P.
Áóäåì äàëåå ãîâîðèòü î êëàññàõ Kn çàäà÷ ðàçìåðíîñòè n, ñåìåéñòâàõ

Pn, îöåíêàõ (εn, δn) è èõ ñâîéñòâàõ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà n.
Àëãîðèòì A íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì íà êëàññå çàäà÷ K,

åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (εn, δn), ÷òî äëÿ ëþáîãî n àë-
ãîðèòì A óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (εn, δn) íà ïîäìíîæåñòâå Kn ⊂ K è ïðè
ýòîì εn → 0, δn → 0 ïðè n →∞.

Ïàðàìåòðû εn è δn ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê îöåíêè îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè è âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ àëãîðèòìà ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íî-
ñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà ìàêñèìóì.

11



Â ïóíêòå 2.2.5 àíàëèç àëãîðèòìà A6 ïðîâîäèòñÿ äëÿ êëàññà Kmax(0, 1)
çàäà÷ îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî (îòíîñèòåëüíî ñóììàðíîãî âåñà ðåáåð) d-
ðåãóëÿðíîãî îñòîâíîãî ñâÿçíîãî ïîäãðàôà â ïîëíîì íåîðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ðàññòîÿíèé, ÿâëÿþùèìèñÿ íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, 1].

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2 Àëãîðèòì A6 ðåøåíèÿ çàäà÷ èç êëàññà Kmax(0, 1) çà âðåìÿ
O(n2 +nd lnn) íàõîäèò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñî ñëåäóþùèìè îöåíêàìè
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

ε̃n =
ln( n

d−1 )
( n

d−1 )
(1 +

q

n
)

è âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ

δ̃n =
(

d− 1
n

)χ(d)
2d

,

ãäå 0 < q < d− 1, χ(d) = 1
4 (d− 2)

(
d− 3− ρ(d− 1)

)
.

Èç ëåììû 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 6 Àëãîðèòì A6 äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç êëàññà Kmax(0, 1) ÿâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì ïðè d = o(n).

Â ïóíêòå 2.2.6 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îáîáùåí íà ñëó÷àé òàê íàçûâàå-
ìûõ ðàñïðåäåëåíèé ìèíîðèðóþùåãî òèïà.

Ðàññìîòðèì êëàññ K̃max(0, 1) ìàòðèö ðàññòîÿíèé, ýëåìåíòû êîòîðûõ
ðàñïðåäåëåíû íåçàâèñèìî íà îòðåçêå [0, 1] c ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)
òàêîé, ÷òî F (x) ≤ x ïðè 0 ≤ x ≤ 1. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå F (x) ñîâïàäàåò ñ
ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû f(ξ), ãäå ξ ∈ I[0, 1], f� ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ, ïðè ýòîì f(0) = 0, f(1) = 1, f(x) ≥ x ïðè 0 ≤ x ≤ 1.

Òåîðåìà 7 Àëãîðèòì A6 ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè òî÷íûì íà êëàññå K̃max(0, 1) ïðè d = o(n).

Â ïóíêòå 2.2.7 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ óïîìÿíóòûõ ðàíåå ðå-
çóëüòàòîâ:
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Óòâåðæäåíèå 1 Åñëè d = o(n), òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 0 ≤ an ≤ bn àë-
ãîðèòì A6 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì íà êëàññå çàäà÷ K̃max(an,
bn) ïðè òåõ æå îöåíêàõ òî÷íîñòè, âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ è âðå-
ìåííîé ñëîæíîñòè, ÷òî è äëÿ êëàññà K̃max(0, 1).

Àëãîðèòì A6 ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü â ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì A′ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì íà êëàññå K̃min(an, bn).

K̃min(an, bn) � êëàññ ìàòðèö ðàññòîÿíèé, ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàñïðåäå-
ëåíû íåçàâèñèìî íà îòðåçêå [an, bn] c ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) òàêîé,
÷òî F (x) ≥ x−an

bn−an
ïðè an ≤ x ≤ bn.

Îòëè÷èå àëãîðèòìà A′6 îò àëãîðèòìà A6 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà
øàãàõ 1 è 2 âûáîð î÷åðåäíîãî ðåáðà (ýëåìåíòà ìàòðèöû) îñóùåñòâëÿåòñÿ
èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèîííûõ ñîîáðàæåíèé. Ðåçóëüòàòîì âåðîÿòíîñòíîãî
àíàëèçà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2 Åñëè d = o(n), òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 0 < an ≤ bn àë-
ãîðèòì A′6 àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí íà êëàññå çàäà÷ K̃min(an, bn) ñ îöåíêîé
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

εn =
bn

an

ln( n
d−1 )

( n
d−1 )

(
1 +

q

n

)

è ñ òåìè æå îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ è âðåìåííîé ñëîæ-
íîñòè, ÷òî è äëÿ êëàññà K̃max(an, bn), ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè
íà ðàçáðîñ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè (îòíîøå-
íèå ãðàíèö bn è an):

bn

an
= o

(
( n

d−1 )
ln( n

d−1 )

)
.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ çàäà÷è ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü â âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå Rk ñ íîðìîé ‖.‖∗, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (Rk, ‖.‖∗),
çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ âåêòîðîâ V = {v1, v2, . . . , vn}. Îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ SV (x) =

∑n
i=1 vixi ïåðåìåííîé x = (x1, x2, . . . , xn) ∈

{−1, 1}n. Äëÿ çàäàííîãî ñåìåéñòâà âõîäíûõ âåêòîðîâ V òðåáóåòñÿ íàéòè
âåêòîð x ∈ {−1, 1}n, ìàêñèìèçèðóþùèé ôóíêöèþ ‖SV (x)‖∗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈a, b〉 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b èç Rk.
Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ïîëèýäð B = {x ∈ Rk | 〈λi, x〉 ≤ 1, 1 ≤ i ≤ m} ñ
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m ãðàíÿìè Fi, 1 ≤ i ≤ m, òàêèìè, ÷òî Fi ⊂ {x ∈ Rk | 〈λi, x〉 = 1}, ãäå
λi ∈ Rk.

Ïîëèýäðàëüíîé íîðìîé âåêòîðà x ∈ Rk íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

c(x) = max
{

0, 〈λ1, x〉, . . . , 〈λm, x〉
}

.

Â äàëüíåéøåì ïîä ïîëèýäðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè k áóäåì
ïîíèìàòü ïàðó (Rk, c).

Â ðàçäåëå 3.2 îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé
òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ â ïîëèýäðàëüíîì
ïðîñòðàíñòâå (Rk, c) ñ êîíå÷íîé íîðìîé.

Àëãîðèòì îñíîâàí íà ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ ïîëèýäðàëüíîé íîðìû, çàäà-
âàåìîé òîëüêî îäíèì âåêòîðîì λi. Äàëåå ñðåäè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé âû-
áèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå îòíîñèòåëüíî íîðìû c(x). Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
èìååò âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O(nkm), ãäå m � ÷èñëî ãðàíåé ïîëèýäðà.

Â ðàçäåëå 3.3 îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé
òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîâ â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Îðòîãîíàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ Rk íà-
çûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì 〈v, x〉 = 0. Îíà ÿâëÿåòñÿ
(k − 1)-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîñòîÿùèì èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëü-
íûõ âåêòîðó v. Ñåìåéñòâîì îáëàñòåé ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ (ÎÏÐ)
äëÿ äàííûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn íàçîâåì ñåìåéñòâî ìàêñè-
ìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rk, íå ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ñ îðòîãîíàëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn.
Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòè ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíóñàìè â ïðî-
ñòðàíñòâå Rk.

Íàáîð âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rk, ñîäåðæàùèé ðîâíî ïî îäíîìó âåêòî-
ðó èç êàæäîé îáëàñòè ñåìåéñòâà ÎÏÐ, íàçîâåì ñåìåéñòâîì ïðåäñòàâèòå-
ëåé ÎÏÐ äëÿ âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ñòðîèò äëÿ èñõîäíûõ âåêòîðîâ v1, v2, . . . , vn

ñåìåéñòâî W ïðåäñòàâèòåëåé ÎÏÐ. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà w ∈ W ñòðîèòñÿ
ðåøåíèå xw çàäà÷è òàêîå, ÷òî

xwi =
{

1, åñëè 〈w, vi〉 ≥ 0,
−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Èç íàáîðà ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå.
Â ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è èìååò âðå-

ìåííóþ ñëîæíîñòü O(k2nk).
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