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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ ïðîèç-
âîäñòâîì â ðàçíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàè-
áîëåå âàæíûõ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè ñèñòåìàìè. Ââèäó àê-
òóàëüíîñòè äàííîé ïðîáëåìû åå èçó÷åíèþ ïîñâÿùåíû òðóäû ìíîãèõ
èññëåäîâàòåëåé. Ñðåäè íèõ ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ë. Â. Êàíòîðîâè-
÷à, Â. Ë. Ìàêàðîâà, À. À. Ïåòðîâà, Ñ. À. Àøìàíîâà, Â. À. Âàñèëüåâà,
Í. Ï. Äåìåíòüåâà, Á. Ñ. Ìèòÿãèíà, È. Ã. Ïîñïåëîâà, Ô. Ðàìñåÿ, Ð. Ñîëîó,
Å. Ôåëïñà, Ã. Õîòåëèíãà, À. À. Øàíàíèíà è äðóãèõ.

Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè ïðàâèë íàêîïëåíèÿ, îïðåäå-
ëÿþùèõ äîëè ïîòðåáëåíèÿ è èíâåñòèöèé, ïîÿâèëèñü â 20-õ ãîäàõ ïðî-
øëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ [1] è [2]. Â ýòèõ ðàáîòàõ, à òàêæå â [3]-[5], ñ ïî-
ìîùüþ àïïàðàòà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èçó÷àþòñÿ ìîäåëè, îñíîâàí-
íûå íà âîãíóòûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèÿõ (â ÷àñòíîñòè, íåîêëàññè-
÷åñêèõ). Ïîäîáíûå ôóíêöèè âîçíèêàþò è ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêîíîìè-
÷åñêîé äèíàìèêè ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, à òàêæå áàëàíñîâûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð â [6]-[9]. Òðåáîâàíèå
âîãíóòîñòè äîâîëüíî åñòåñòâåííî, íî íå îòðàæàåò ðÿäà ñóùåñòâóþùèõ
â ýêîíîìèêå ðåàëèé. Ïîýòîìó âàæíî èññëåäîâàòü íîâûå êëàññû âîçìó-
ùåííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç ñõåì íàëîãîîáëîæåíèÿ íàèáî-
ëåå ñïîñîáñòâóåò ðîñòó ïðîèçâîäñòâà, íåîáõîäèìî ïîëó÷åíèå äëÿ êàæ-
äîé èç íèõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë íàêîïëåíèÿ. Èç ìàòåìàòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé ïðîáëåì èíâåñòèöèé â ïðîèçâîäñòâî è íàëîãîîáëîæåíèÿ
îòìåòèì ðàáîòû Ã. Ñ. Ïîñïåëîâà, Ñ. Ì. Àíöûçà, Å. Â. Áàëàöêîãî,
Â. Ä. Ìàðøàêà, Ñ. Ì. Ìîâøîâè÷à, Ý. Î. Ðàïîïîðòà, Ë. Å. Ñîêîëîâñêîãî
è äðóãèõ.

Ïðè èçó÷åíèè èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìû ãîñóäàðñòâî-èíâåñòîð(ãëàâà
ïðåäïðèÿòèÿ)-ïðîèçâîäñòâî íóæíî ñîãëàñîâûâàòü èíòåðåñû ãîñóäàð-
ñòâà è íàëîãîïëàòåëüùèêîâ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îäíîâðåìåí-
íî ðåøàòü äâå çàäà÷è: äëÿ èíâåñòîðà � ïðîáëåìó ïîòðåáëåíèå-
èíâåñòèðîâàíèå, à äëÿ ãîñóäàðñòâà � çàäà÷ó ðîñòà íàëîãîâûõ ïîñòóï-
ëåíèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èññëåäîâàíèå òðåõóðîâíåâîé
ñèñòåìû ãîñóäàðñòâî-èíâåñòîð-ïðîèçâîäñòâî ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïðîáëå-
ìû ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäîâ îò ïðîèçâîäñòâà ìåæäó ïîòðåáëåíèåì, èí-
âåñòèöèÿìè è ïîìåõàìè â âèäå íàëîãîâ, êîãäà äîõîäû ìîäåëèðóþòñÿ
ðàçëè÷íûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Àêòóàëüíîñòü òåìû äèñ-
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ñåðòàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå òåì, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ëåò
äàííàÿ òåìà àêòèâíî èññëåäóåòñÿ [5], [9]-[11].

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïàðàìåòðîâ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìû ãîñóäàðñòâî-èíâåñòîð-
ïðîèçâîäñòâî ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ íàëîãîîáëîæåíèÿ è ðàçíûõ âèäàõ
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ìàãèñòðàëüíîì
ïîâåäåíèè èíâåñòîðà è ðàöèîíàëüíîì ïîâåäåíèè ãîñóäàðñòâà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè
è îáîñíîâàíû ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè
äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. äîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ
èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìîé îò ñõåìû íàëîãîîáëîæåíèÿ;

2. íàéäåíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äîëè èíâåñòèöèé ïðè åäèíîì ïðî-
ïîðöèîíàëüíîì è ïðîãðåññèâíîì íàëîãàõ;

3. ïîëó÷åíû ïðàâèëà íàêîïëåíèÿ äëÿ àääèòèâíûõ è ìóëüòèïëèêà-
òèâíûõ âîçìóùåííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé;

4. íàéäåíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äîëè èíâåñòèöèé äëÿ ñëó÷àÿ àä-
äèòèâíîãî âîçìóùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, ò.å. äàæå â ñëó÷àå
âîçìóùåííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùåéñÿ íåîêëàññè÷å-
ñêîé (f ′′(k) ìîæåò ìåíÿòü çíàê), ò.å. êâàçèíåîêëàññè÷åñêîé, ïîëó÷åíà
àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðà óïðàâëåíèÿ, ÷òî è â íåâîçìóùåííîì ñëó÷àå;

5. íàéäåíû íîâûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè äëÿ ñèñòåìû ãîñóäàðñòâî-èíâåñòîð-ïðîèçâîäñòâî ïðè ïëîñêîé è
ïðîãðåññèâíîé øêàëàõ íàëîãîîáëîæåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèÿ è ìåòîäû òåîðèè èññëåäîâàíèÿ

îïåðàöèé, òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè,
à òàêæå íîâûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì ñ èåðàð-
õèåé â óïðàâëåíèè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàçðàáîòêè íàó÷íûõ îñíîâ
ôîðìèðîâàíèÿ áþäæåòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ãîñóäàðñòâà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè èçëîæåíû íà
îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è êà-
ôåäðû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ÍÃÓ, íà ñåìèíàðå ìàòåìàòèêî-
ýêîíîìè÷åñêîãî îòäåëà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ, à òàêæå íà
ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ: ÌÍÑÊ �Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðî-
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ãðåññ� (Íîâîñèáèðñê, 2001-2005 ãã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ YM
(Íîâîñèáèðñê, 2001, 2002, 2004 ãã., Êðàñíîÿðñê, 2003 ã., Êåìåðîâî, 2005
ã.); Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ DAOR (Íîâîñèáèðñê, 2002, 2004 ãã.);
Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå
ïðèëîæåíèÿ� (Îìñê, 2003, 2006 ãã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð
�Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ� (Èðêóòñê, 2005 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 19 ðàáîò, ñðåäè
êîòîðûõ 3 ïðåïðèíòà è 13 òåçèñîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ, ñîäåðæèò 150 ñòð. è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 107
íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îòìå÷åíà àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé òåìû, äàåòñÿ îá-
çîð è êðàòêèé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ â èññëåäîâà-
íèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè, ñòàâÿòñÿ öåëè è çàäà÷è èññëåäî-
âàíèÿ, èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì íàëî-
ãîîáëîæåíèÿ íà ïîñòðîåíèå ïðàâèë íàêîïëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì
ñõåìàì.

Ðàçäåë 1.1 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ áàçîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ãîñóäàðñòâî-èíâåñòîð-ïðîèçâîäñòâî, âêëþ-
÷àþùåé îáúåì L òðóäîâûõ ðåñóðñîâ, èíâåñòîðà è ãîñóäàðñòâî, îáëàãàþ-
ùåå íàëîãîì N(t) äîõîä Y (t) èíâåñòîðà. Ïóñòü ñòàâêà íàëîãîîáëîæåíèÿ
çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ρ(Y ), âèä êîòîðîé çàâèñèò îò ñõåìû íàëîãà. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçâèòèå ýêîíîìèêè ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì:

Y (t) = N(t) + C(t) + I(t),
N(t) = ρ(Y )Y (t), C(t) = (1− ρ(Y ))(1− s(t))Y (t),
I(t) = (1− ρ(Y ))s(t)Y (t), 0 ≤ s(t) ≤ 1, 0 ≤ ρ(Y ) ≤ 1,



 (1)

ãäå C(t) � îáúåì ïîòðåáëåíèÿ, I(t) � âåëè÷èíà èíâåñòèöèé, s(t) �
äîëÿ èíâåñòèöèé â äîõîäå.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ôèñêàëüíî ëîÿëüíîé, åñëè
ãîñóäàðñòâî íàïðàâëÿåò ÷àñòü íàëîãîâ íà èíâåñòèöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(t) îáúåì îñíîâíûõ ôîíäîâ. Â ïåðâîé ãëàâå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè Y = F (K, L), óäîâëåòâîðÿ-
þùèå òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè, îäíîðîäíîñòè (1-é ñòåïåíè), óñëîâèÿì
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∂F
∂K > 0, ∂F

∂L > 0, ∂2F
∂K2 < 0, ∂2F

∂L2 < 0, K, L > 0 è îãðàíè÷åíèÿì íà
âèä ôóíêöèè K(t):

K̇(t) = (1− ρ(Y ))s(t)F (K(t), L)− µK(t) + ρ(Y )F (K(t), L)λ, (2)

K(T )
L

≥ kT > 0, (3)

ãäå µ > 0 � òåìï àìîðòèçàöèè ôîíäîâ, 0 ≤ λ ≤ 1 � äîëÿ íàëî-
ãà, íàïðàâëÿåìàÿ íà èíâåñòèöèè, kT � íèæíÿÿ ãðàíèöà ôîíäîâîîðó-
æåííîñòè â ìîìåíò âðåìåíè T . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðóäîâûå ðåñóðñû
íåèçìåííû â òå÷åíèå âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè.

Ïåðåõîäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì, çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïîâåäåíèÿ èí-
âåñòîðà çàïèñûâàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ çàäàííûõ ρ(f), λ ∈ [0, 1]
ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

∫ T

0

(1− ρ(f))(1− s(t))f(k(t))e−δtdt (4)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

k̇(t) = (1− ρ(f))s(t)f(k(t))− µk(t) + ρ(f)f(k(t))λ, (5)

0 ≤ s(t) ≤ 1, (6)

k(0) = k0 > 0, k(T ) ≥ kT > 0, (7)

ãäå δ > 0 � êîíñòàíòà äèñêîíòèðîâàíèÿ, k(t) = K(t)
L � ôîíäî-

âîîðóæåííîñòü, f(k) = F (K
L , 1), ρ(f) � ñòàâêà íàëîãîîáëîæåíèÿ.

Ôóíêöèÿ f(k) ÿâëÿåòñÿ íåîêëàññè÷åñêîé, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
f ′ > 0, f ′′ < 0, f(0) = 0, lim

k→∞
f(k) = ∞, lim

k→0
f ′(k) = ∞, lim

k→∞
f ′(k) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ôîðìà íàëîãîîáëîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëü-
íîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ks ≤ ks

tax, ãäå ks � ôîíäîâîîðó-
æåííîñòü â ñèòóàöèè áåç íàëîãà ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè s, ÿâëÿþùàÿñÿ
ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) ïðè ρ(f) ≡ 0, ks

tax � ñòàöèî-
íàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðè òîì æå çíà÷åíèè s è ôèêñèðîâàííîé
ñõåìå íàëîãîîáëîæåíèÿ.

Â çàäà÷å (4)-(7) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ s(t), ìàêñèìèçèðóþùàÿ
ôóíêöèîíàë (4) ïîòðåáëåíèÿ èíâåñòîðà.
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Íàèëó÷øèì ñòàöèîíàðíûì çíà÷åíèåì ôîíäîâîîðóæåííîñòè äëÿ
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî k∗, ÷òî â òî÷êå
(k∗, f(k∗)) êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè f ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé µk è
ëåæèò âûøå âñåõ äðóãèõ êàñàòåëüíûõ ê ýòîìó ãðàôèêó, ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìîé µk.

Â ðàçäåëå 1.2 ïðèâåäåíà ñõåìà ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé âåëè÷èíû s∗

äëÿ ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùåé íàèëó÷øåìó ñòàöèî-
íàðíîìó çíà÷åíèþ ôîíäîâîîðóæåííîñòè k∗, â îòñóòñòâèè íàëîãà (ò.å.
ïðè ρ(f) = 0).

Â ðàçäåëàõ 1.3 è 1.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå åäèíîãî ïðîïîðöèî-
íàëüíîãî íàëîãà (ρ(f) = χ) íà ïîâåäåíèå èíâåñòîðà.

Ðåøàÿ çàäà÷ó (4)-(7) ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿ-
ãèíà, ïîëó÷àåì



s(t) = 1, åñëè q > 1,
s(t) = 0, åñëè q < 1, (8)
s(t) ∈ [0, 1], åñëè q = 1,

ãäå q = ψeδt, ψ(t) � ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ. Èññëåäîâàâ ôàçîâûå òðà-
åêòîðèè íà ïëîñêîñòè (k, q), ðàññìàòðèâàÿ ñïåöèàëüíûå íå îñîáûå òðà-
åêòîðèè, íàõîäèì âåëè÷èíû Ti � âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ i-îé òðàåêòîðèè.
Ïîëîæèì T0 = max{Ti}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò óñå÷åííóþ îáëàñòü
äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé, åñëè âñå òðàåêòîðèè äàííîé îáëàñòè íå èìå-
þò îñîáûõ ðåæèìîâ óïðàâëåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î
çàäà÷å ñ íåóñå÷åííîé îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé.

Òåîðåìà 1.1 (î ïîâåäåíèè èíâåñòîðà). Ïóñòü â ôèñêàëüíî ëî-
ÿëüíîé ñèñòåìå çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ (4)-(7) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëî-
âèÿìè f(k) ∈ C3, f ′′′ > 0 è ρ(f) = χ = const 6= 1, èìååò íåóñå÷åí-
íóþ îáëàñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé. Ïóñòü òàêæå ïðîìåæóòîê
ïëàíèðîâàíèÿ T äîñòàòî÷íî âåëèê (T > T0) è èìååò ìåñòî îãðàíè-
÷åíèå χλf(k∗) < µk∗ < (1 − χ + χλ)f(k∗). Òîãäà â çàäà÷å (4)-(7) ñó-
ùåñòâóåò îñîáîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå s(t) è ìîìåíòû âðåìåíè
T ∗, T ∗∗ (0 ≤ T ∗ ≤ T ∗∗ ≤ T ), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ: â íà÷àëå
ïåðèîäà (0 ≤ t ≤ T ∗) è â êîíöå (T ∗∗ ≤ t ≤ T ) çíà÷åíèå s(t) ðàâíî ëèáî
0, ëèáî 1. Âñå îñòàëüíîå âðåìÿ s(t) = s∗ = (µk∗−χλf(k∗))/(1−χ)f(k∗),
ãäå k∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f ′(k) = (δ + µ)/(1− χ + χλ).

Â ðàçäåëå 1.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïîâåäåíèÿ èíâåñòîðà ïðè ïðî-
ãðåññèâíîì íàëîãå, ïîëó÷åíî ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ äëÿ ýòîé ìîäåëè.
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Â ðàçäåëå 1.6 ïðåäëîæåíà ñõåìà ïðîãðåññèâíîãî íàëîãà ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ñòàâêè íàëîãîîáëîæåíèÿ ρ(Y ) = χ1Y (t) è ïîëó÷å-
íî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.7 äëÿ ïëîñêîé è ïðîãðåññèâíîé øêàë íàëîãîîáëîæåíèÿ
äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.2 (î âåðõíåì óðîâíå óïðàâëåíèÿ). Ïóñòü â ìîäåëè
(4)-(7) ôèñêàëüíî ëîÿëüíîé ñèñòåìû ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(k)
íåîêëàññè÷åñêàÿ, ôóíêöèÿ ρ(f) � îäíà èç ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëàõ
1.3, 1.5 ôóíêöèé. Òîãäà äëÿ ðàöèîíàëüíîñòè óêàçàííûõ ôîðì íàëîãî-
îáëîæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äîëÿ íàëîãà λ, íàïðàâëÿ-
åìàÿ íà äîòàöèè ïðîèçâîäñòâó, áûëà íå ìåíüøå, ÷åì äîëÿ äîõîäà s,
èäóùàÿ íà èíâåñòèöèè, ò.å. 0 ≤ s ≤ λ ≤ 1 íåçàâèñèìî îò ðàññìàòðè-
âàåìûõ òèïîâ ôóíêöèé ρ(f).

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå âèäû ïðîèçâîäñòâåííûõ
ôóíêöèé � âîçìóùåííûå.

Ðàçäåë 2.1 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
â êîòîðûõ ρ(f) = 0, ôóíêöèîíàë â (4) çàìåíÿåòñÿ íà

∫ T

0

(1− s(t))f̃(k(t))e−δtdt, (9)

à îãðàíè÷åíèå (5) � íà óñëîâèå

k̇(t) = s(t)f̃(k(t))− µk(t). (10)

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà âîçìóùåíèÿ: f̃(k) = f(k)+τ(k) (àääèòèâíîå)
è f̃(k) = f(k)(1 + τ(k)) (ìóëüòèïëèêàòèâíîå), ãäå f(k) � íåîêëàññè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, τ(k) ∈ C1.

Â ðàçäåëàõ 2.2�2.4 èññëåäóåòñÿ àääèòèâíàÿ ìîäåëü âîçìóùåíèÿ ïðî-
èçâîäñòâåííîé ôóíêöèè. Òàê êàê â ìíîãîýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (9), (10),
(6), (7) â êà÷åñòâå ìåðû óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàåòñÿ óðîâåíü ãàðàíòèðî-
âàíèÿ óñëîâèÿ k(T ) ≥ kT > 0, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé
ìåòîä íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû íàèëó÷øåé ñòàöèîíàðíîé
ôîíäîâîîðóæåííîñòè k∗.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ f̃(k) = f(k) + τ(k) íàçûâàåòñÿ àääè-
òèâíî ñëàáî âîçìóùåííîé, åñëè f(k) � íåîêëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è
âîçìóùåíèå τ(k) ìàëî, ò.å. ‖τ‖C1 ≤ ζ äëÿ 0 < ζ ¿ 1 è τ(0) = 0.
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Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà s(t), t ∈ [0, T ] � ýòî äîëÿ
åãî äîõîäà îò ïðîèçâîäñòâà, íàïðàâëåííàÿ íà ðàçâèòèå äàííîãî ïðîèç-
âîäñòâà.

Äëÿ àääèòèâíîé ìîäåëè âîçìóùåíèÿ ïîëó÷åíî ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ
è äîêàçàíà òåîðåìà î ìàãèñòðàëè.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-
âèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (9), (10), (6), (7), â êîòîðîé f̃(k)
� àääèòèâíî ñëàáî âîçìóùåííàÿ ôóíêöèÿ, τ(k) ∈ C1. Òîãäà îïòèìàëü-
íàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà èìååò âèä

s∗ =
µk∗add

f̃(k∗add)
,

ãäå k∗add � ìàêñèìàëüíîå ñðåäè íàèëó÷øèõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé
ôîíäîâîîðóæåííîñòè.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ (9), (10), (6),
(7) ôóíêöèÿ f̃(k) ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíî ñëàáî âîçìóùåííîé, ãäå
τ(k) ∈ C2, ‖τ(k)‖C2 < ζ, 0 < ζ ¿ 1. Ïóñòü â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å ñóùåñòâóþò äîïóñòèìûå òðàåêòîðèè è ïðîìåæóòîê ïëàíè-
ðîâàíèÿ T äîñòàòî÷íî âåëèê (T > T0). Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò k∗∗max â ìíîæåñòâå {k∗i , i ∈ I} ∩ (0, k̃min), ãäå
k∗i � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f ′(k) = δ + µ − τ ′(k), k̃min � ìèíèìàëüíîå
èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(k) = µk− τ(k), I � íåêîòîðîå èíäåêñíîå ìíî-
æåñòâî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ äîõîäà íà ïîòðåáëåíèå è èíâåñòèöèè.
2) Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå s(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä: â íà÷àëå ïå-
ðèîäà (0 ≤ t ≤ T ∗) è â êîíöå (T ∗∗ ≤ t ≤ T ) âûïîëíåíî s(t) ∈ {0, 1},
à âñå îñòàëüíîå âðåìÿ (T ∗ ≤ t ≤ T ∗∗) èìååò ìåñòî s(t) = s∗ =
= µk∗∗max

f(k∗∗max)+τ(k∗∗max) .

Â ðàçäåëå 2.5 èññëåäóåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü âîçìóùåíèÿ
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèÿ f̃(k) = f(k)(1+ τ(k)) íàçûâàåòñÿ ñëàáî
âîçìóùåííî âîãíóòîé, åñëè f(k) � íåîêëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è âîçìó-
ùåíèå τ(k) ìàëî, ò.å. ‖τ‖C1 ≤ ζ äëÿ 0 < ζ ¿ 1 è τ(0) = 0.
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Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà íà ïîòðåáëåíèå è èíâå-
ñòèöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (9),
(10), (6), (7), f̃(k) � ñëàáî âîçìóùåííî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ è τ(k) ∈ C1.
Òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

s∗ =
µk∗mult

f̃(k∗mult)
,

ãäå k∗mult � ìàêñèìàëüíîå ñðåäè íàèëó÷øèõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé
ôîíäîâîîðóæåííîñòè.

Ðàçäåë 2.6 èëëþñòðèðóåò òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû ðàçäåëîâ 2.2 è 2.5
íà ïðèìåðå ðåàëüíîé ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îäíîãî ìàøèíîñòðîè-
òåëüíîãî îáúåäèíåíèÿ, äàííûå î êîòîðîì âçÿòû èç [12].

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû àääèòèâíî ñëàáî âîçìóùåííîé ôóíêöèè f̃1(k) =
= aε

√
k + ε2 sin k

ε è ñëàáî âîçìóùåííî âîãíóòîé ôóíêöèè f̃2(k) =
= aε

√
k(1 + ε2 sin k

ε ), îïòèìàëüíàÿ äîëÿ s∗ äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâåííî
áîëüøå îïòèìàëüíîé äîëè, ñîîòâåòñòâóþùåé íåâîçìóùåííîé ôóíêöèè
f(k) = a

√
k, ãäå 0 < ε ¿ 1, a, aε > 0 � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé, ââåäåííûõ â
ðàçäåëàõ 1.3 è 1.6.

Â ðàçäåëå 3.1 ñôîðìóëèðîâàíà äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè,
áàçèðóþùàÿñÿ íà ìîäåëè (4)-(7), â êîòîðîé ρ(f) = χ1f , ãäå χ1 � ïî-
ñòîÿííàÿ ñêîðîñòü ðîñòà ñòàâêè íàëîãîîáëîæåíèÿ.

Óñëîâèÿ (1) â ýòîé ìîäåëè ïðèíèìàþò âèä

Y (t) = N(t) + C(t) + I(t), N(t) = χ1Y
2(t),

C(t) = (1− s(t))(1− χ1Y (t))Y (t), I(t) = s(t)(1− χ1Y (t))Y (t),
0 ≤ s(t) ≤ 1, 0 ≤ χ1Y (t) ≤ 1.



 (11)

Óñëîâèå (5) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k̇(t) = s(t)f(k(t)) + χ1f
2(k(t))(λ− s(t))− µk(t). (12)

Äâóõóðîâíåâîñòü ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â èíòåðåñàõ ãîñó-
äàðñòâà òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ïî χ1 ôóíêöèîíàë

∫ T

0

N(t)e−δtdt, (13)
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çàäàâàÿ èíâåñòîðó âåëè÷èíó χ1 è ïîëó÷àÿ îò èíâåñòîðà îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå s(t), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìàêñèìèçàöèè èíâå-
ñòîðîì óäåëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ

∫ T

0

(1− s(t))(f(k(t))− χ1f
2(k(t)))e−δtdt. (14)

Ðàçäåëû 3.2-3.4 ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è èíâå-
ñòîðà, ðàçäåë 3.5 � èññëåäîâàíèþ çàäà÷è ãîñóäàðñòâà ìàêñèìèçàöèè íà-
ëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé â áþäæåò ïðè íàéäåííîì îïòèìàëüíîì ïîâåäåíèè
èíâåñòîðà. Çàäà÷à èíâåñòîðà ñîñòîèò â âûáîðå ôóíêöèè s(t) = s(t, χ1),
ìàêñèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë (14) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (12), (6), (7) è
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà χ1. Çàäà÷à ãîñóäàðñòâà � ìàêñè-
ìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë (13) ïðè óñëîâèè, ÷òî äîëÿ äîõîäà s(t) â (11),
(12) îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è èíâåñòîðà.

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîé ìîäåëè ñëå-
äóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 3.1 (î ïîâåäåíèè èíâåñòîðà).Ïóñòü ïðè ïðîãðåññèâíîì
íàëîãå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ðîñòà ñòàâêè íàëîãîîáëîæåíèÿ çàäà÷à
(14), (12), (6), (7) â ôèñêàëüíî ëîÿëüíîé ñèñòåìå èìååò íåóñå÷åííóþ
îáëàñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé. Ïóñòü T > T0 è èìååò ìåñòî îãðà-
íè÷åíèå χ1λf2(k∗) < µk∗ < f(k∗)[1 − χ1f(k∗)(1 − λ)]. Òîãäà â çàäà÷å
(14), (12), (6), (7) ñóùåñòâóåò îñîáîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå s(t),
êîòîðîå â íà÷àëå ïåðèîäà (0 ≤ t ≤ T ∗) è â êîíöå ïåðèîäà (T ∗∗ ≤ t ≤ T )
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, à âñå îñòàëüíîå âðåìÿ (T ∗ ≤ t ≤ T ∗∗) �
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

s(t) = s∗ =
µk∗ − χ1λf2(k∗)
f(k∗)− χ1f2(k∗)

,

ãäå k∗ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ f ′(k)[1− 2χ1(1− λ)f(k)] = δ + µ.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ íåîêëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé âèäà f(k) = akb, ãäå
a > 0, 0 < b < 1, ïðèâåäåíû ïðèìåðû ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèé, â êîòî-
ðûõ, ïðè âûïîëíåíèè íàéäåííûõ â ðàáîòå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îñî-
áûõ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé, ôóíêöèè íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé â áþä-
æåò (êðèâàÿ Ëàôôåðà ïðè åäèíîì ïðîïîðöèîíàëüíîì è êðèâàÿ �òèïà
Ëàôôåðà� ïðè ïðîãðåññèâíîì íàëîãîîáëîæåíèè) âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì
χ è χ1, ñîîòâåòñòâåííî, äî íåêîòîðîé âåëè÷èíû χopt (χopt

1 ), à äàëåå óáû-
âàþò.
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Îòìåòèì, ÷òî äðóãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [10]) êðèâàÿ Ëàô-
ôåðà ðàññìàòðèâàëàñü êàê ôóíêöèÿ îò ñòàâêè íàëîãîîáëîæåíèÿ, à êðè-
âàÿ �òèïà Ëàôôåðà� ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ñêîðîñòè ðîñòà ñòàâêè íà-
ëîãîîáëîæåíèÿ. Ðàññìîòðåíèå êðèâûõ �òèïà Ëàôôåðà� îáîñíîâàíî òåì,
÷òî ëàôôåðîâ ýôôåêò (ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ íàëîãîîá-
ëîæåíèÿ) èìååò ìåñòî, åñëè â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ íå
ñàìà ñòàâêà, à ñêîðîñòü åå ðîñòà.

Èç ïðîâåäåííîãî â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ïðè åäèíîì ïðîïîðöèîíàëüíîì íàëîãå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ðåàëüíûå äëÿ ýêîíîìèêè ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ýôôåêò Ëàôôåðà
ðåàëèçóåòñÿ â ÿâíîì âèäå (ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì ôóíêöèè, àðãóìåíòîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòàâêà íàëîãîîáëîæåíèÿ).

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòà-
öèè.

1. Óñòàíîâëåíà íåçàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ
èåðàðõè÷åñêîé ñèñòåìîé îò ñõåìû íàëîãîîáëîæåíèÿ. Èññëåäîâàíî ïî-
âåäåíèå èíâåñòîðà ïðè ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ íàëîãîîáëîæåíèÿ è âîãíóòîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, ïîëó÷åíû íîâûå ïðàâèëà íàêîïëåíèÿ äëÿ
ðàññìîòðåííûõ ñõåì.

2. Äîêàçàíà ìàãèñòðàëüíàÿ òåîðåìà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå äîëè èíâåñòèöèé â ñëó÷àå åäèíîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî
íàëîãà.

3. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå èíâåñòîðà ïðè âîçìóùåíèè ôóíêöèè ïðî-
èçâîäñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî äàæå ñëàáûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòü
çíà÷èòåëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò íà èíâåñòèöèè äëÿ óñòîé÷èâîñòè
ïðîèçâîäñòâåííîãî ïðîöåññà.

4. Äëÿ àääèòèâíîé ìîäåëè âîçìóùåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè
ïîëó÷åíî ïðàâèëî íàêîïëåíèÿ è äîêàçàíà òåîðåìà î ìàãèñòðàëè, îïðå-
äåëÿþùàÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå äîëè èíâåñòèöèé. Òåì ñàìûì, äàæå â
ñëó÷àå êâàçèíåîêëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ïîêàçàíî ñó-
ùåñòâîâàíèå îñîáîãî îïòèìàëüíîãî ðåæèìà óïðàâëåíèÿ.

5. Äîêàçàíà ìàãèñòðàëüíàÿ òåîðåìà îá îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè äîëè
èíâåñòèöèé äëÿ íèæíåãî óðîâíÿ óïðàâëåíèÿ â äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å
ïðè ïðîãðåññèâíîì íàëîãîîáëîæåíèè.

6. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû äëÿ ïëîñêîé è ïðîãðåññèâíîé øêàë íàëîãî-
îáëîæåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, äëÿ êîòîðûõ â
äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè íàëîãîâîé ñòàâêè ñóùåñòâóåò íåòðè-
âèàëüíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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