
На правах рукописи

ЦИОВКИНА Людмила Юрьевна

ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ
ДИСТАНЦИОННО РЕГУЛЯРНЫХ ГРАФОВ

01.01.06 — математическая логика, алгебра и теория чисел

Автореферат
диссертации на соискание ученой степени
доктора физико-математических наук

Екатеринбург – 2022



Работа выполнена в отделе алгебры и топологии Федерального государ-
ственного бюджетного учреждения науки Института математики и механики
им. Н.Н. Красовского Уральского отделения Российской академии наук.

Научный консультант:

доктор физ.-мат. наук, профеcсор, чл.-корр. РАН
МАХНЕВ Александр Алексеевич

Официальные оппоненты:

КРОТОВ Денис Станиславович, доктор физ.-мат. наук, профессор РАН,
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Институт мате-
матики им. С.Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии наук,
главный научный сотрудник лаборатории алгебраической комбинаторики

ПОНОМАРЕНКО Илья Николаевич, доктор физ.-мат. наук,
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Санкт-
Петербургское отделение Математического института им. В.А. Стеклова
Российской академии наук, ведущий научный сотрудник лаборатории теории
представлений и динамических систем

СОЗУТОВ Анатолий Ильич, доктор физ.-мат. наук, профессор,
Федеральное государственное автономное образовательное учреждение высше-
го образования «Сибирский федеральный университет», Институт математики
и фундаментальной информатики, профессор кафедры алгебры и математиче-
ской логики
Ведущая организация:
Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высше-
го образования «Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидо-
ва».
Защита состоится 19 мая 2022 г. в : на заседании диссертационного совета
Д 003.015.02 при Федеральном государственном бюджетном учреждении науки
Институте математики им. С.Л. Соболева Сибирского отделения Российской
академии наук по адресу: пр. Академика Коптюга 4, г. Новосибирск, 630090.
С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Федерального государ-
ственного бюджетного учреждения науки Института математики им. С.Л. Со-
болева Сибирского отделения Российской академии наук и на сайте
http://math.nsc.ru/.
Автореферат разослан 2022 г.
Ученый секретарь
диссертационного совета
кандидат физ.-мат. наук, доцент СТУКАЧЕВ Алексей Ильич



Общая характеристика работы
Изучение групп посредством исследования ассоциированных с ними графов,

таких как граф Кэли или граф смежных классов, играет важную роль в теории
групп. В связи с этим заметное место в теории групп занимает задача описания
строения группы в зависимости от свойств симметрии ассоциированных с ней
графов. Эти свойства могут иметь различную природу (например, групповую
или комбинаторную), а с помощью их конкретного набора можно определить
класс групп со схожим строением или даже охарактеризовать группу с точ-
ностью до изоморфизма. В свою очередь, аппарат теории групп может быть
эффективно применен для описания групп автоморфизмов графов с симметри-
ями заданного вида, а также для классификации самих этих графов. Особый
интерес представляет собой исследование групп автоморфизмов графов с таки-
ми свойствами симметрии, как дистанционная транзитивность и, более общо,
дистанционная регулярность.

Пусть G — это группа подстановок на конечном множестве Ω, Γ — это
связный граф (под «графом» здесь и далее подразумевается простой неори-
ентированный граф) на Ω и ∂ — его естественная метрика. Если группа G
действует дистанционно-транзитивно на Γ, то есть G ≤ Aut(Γ) и для лю-
бых двух упорядоченных пар (x, y) и (x′, y′) его вершин c ∂(x, y) = ∂(x′, y′)
найдется элемент g ∈ G такой, что (xg, yg) = (x′, y′), то граф Γ называет-
ся дистанционно-транзитивным. Изучение групп подстановок, действующих
дистанционно-транзитивно на некотором графе, восходит к работе Д. Г. Хиг-
мана [39], в которой они были введены как «группы максимального диаметра».
Мощным импульсом для их исследования стало открытие и построение в сере-
дине 20 в. около половины спорадических простых групп как групп ранга 3, а
также знаменитая работа Ж. Титса [60], в которой он ввел обобщенные мно-
гоугольники с целью геометрической интерпретации некоторых полупростых
алгебраических групп, включая группы Шевалле и группы лиева типа. Впо-
следствии Н. Биггс [17] выделил определенный набор комбинаторных свойств,
«эффективно» аппроксимирующий дистанционную транзитивность графа, вве-
дя понятие дистанционной регулярности графа. Связный граф называется ди-
станционно регулярным (сокращенно «д.р.г.»), если для произвольной пары
его вершин x и y с ∂(x, y) = k число pki,j (число пересечений) вершин z таких,
что ∂(x, z) = i и ∂(z, y) = j, зависит только от i, j и k, и не зависит от выбора
вершин x и y. Биггс показал, что алгебра смежности (алгебра Боуза-Мейсне-
ра) дистанционно регулярного графа порождается его матрицей смежности и
обладает некоторыми свойствами полиномиальности, при этом его числа пере-
сечений pki,j суть не что иное, как структурные константы этой алгебры (в т.н.
стандартном базисе), и могут быть выражены с помощью его массива пересе-
чений, то есть последовательности параметров {b0, . . . , bd−1; c1, . . . , cd}, где d —
диаметр графа, bi = pii+1,1 и ci = pii−1,1. Практически в то же время в работе
Ф. Дельсарта [30] была установлена эквивалентность дистанционно регулярных
графов и P -полиномиальных схем отношений, а также введены двойственные к
ним, Q-полиномиальные схемы отношений. Важность исследования групп ав-
томорфизмов дистанционно регулярных графов подчеркивается тем фактом,
что каждая конечная неабелева простая группа, за возможным исключением
спорадических групп и групп лиевого типа малого ранга, является группой
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автоморфизмов Q-полиномиального дистанционно регулярного графа (т.е. (P
и Q)-полиномиальной схемы). Более того, классификация таких графов рас-
сматривалась Э. Баннаи и Т. Ито [1] как основа для альтернативного подхода к
классификации конечных простых групп при помощи схем отношений («теория
групп без групп»). Эти результаты стимулировали дальнейшие исследования
дистанционно-транзитивных графов и их групп автоморфизмов, а также изу-
чение таких вопросов, как характеризация дистанционно регулярных графов
по массиву пересечений (см. обзоры в [1, 19, 64, 14] и [24]).

Если группа автоморфизмовG графа Γ действует транзитивно на множестве
его дуг, то есть на множестве упорядоченных пар его смежных вершин, то груп-
па G является транзитивной на дугах или флаг-транзитивной, а сам граф Γ
называется реберно симметричным. Очевидно, что дистанционно-транзитив-
ный граф является реберно симметричным дистанционно регулярным графом.
Обратное, вообще говоря, неверно, как показывает пример графа Клейна (с
массивом пересечений {7, 4, 1; 1, 2, 7}), полная группа автоморфизмов которо-
го является флаг-транзитивной, но не дистанционно-транзитивной.

В настоящее время классификация дистанционно-транзитивных групп и
графов близка к завершению и внимание исследователей переходит на более
широкие классы объектов (см. [63, 9, 44] и [64]). Наряду с тем, одной из ос-
новных нерешенных задач, важных как для теории конечных групп, так и для
теории дистанционно-транзитивных графов и их обобщений, является задача
описания флаг-транзитивных групп автоморфизмов дистанционно регуляр-
ных графов. На решение этой задачи и направлена настоящая диссертационная
работа.

Ввиду результатов Г. Сабидусси [56] и Ч. Симса [55] каждый связный ре-
берно симметричный граф имеет две теоретико-групповые характеризации, со-
гласно которым он может быть построен как граф смежных классов или как
орбитальный граф любой его флаг-транзитивной группы автоморфизмов.

Приведем первую из этих конструкций. Пусть даны неинвариантная под-
группа H группы G и элемент g ∈ G−H. Обозначим через Γ(G,H,HgH) граф
смежных классов группы G по подгруппе H (относительно элемента g), то
есть граф, вершинами которого является множество R(G,H) = {Hx | x ∈ G}
правых смежных классов G по H, а ребрами — пары {Hx,Hy} такие, что
xy−1 ∈ HgH. Так, если G действует точно на R(G,H), g2 ∈ H и G = ⟨H, g⟩,
то Γ(G,H,HgH) — связный граф и G действует точно и транзитивно как на
вершинах, так и на дугах графа Γ(G,H,HgH). С другой стороны, если G —
флаг-транзитивная группа автоморфизмов связного неодновершинного графа
Γ, H — стабилизатор его вершины a в G, а g — элемент, переставляющий меж-
ду собой смежные вершины a и ag, то g2 ∈ H, G = ⟨H, g⟩ и граф Γ реализуем
посредством тройки (G,H, g), то есть Γ ≃ Γ(G,H,HgH).

Вторая конструкция — это, по существу, представление реберно симметрич-
ного графа без изолированных вершин в виде графа симметричного базисного
отношения шуровой схемы отношений (или схемы орбиталов) некоторой тран-
зитивной группы подстановок.

Таким образом, задача описания реберно симметричных дистанционно ре-
гулярных графов подразумевает определение троек-представителей (G,H, g),
реализующих классы изоморфизма графов, а поскольку схема орбиталов груп-
пы G на R(G,H) является измельчением метрической схемы графа, то его ал-
гебра смежности может быть интерпретирована как подалгебра алгебры Гекке
группы G относительно H (см., например, [1]).
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Введем некоторые определения. Связный граф Γ диаметра d называется
примитивным, если для всех i ∈ {2, 3, ..., d} граф Γi на том же множестве
вершин, что и Γ, в котором две вершины смежны тогда и только тогда, ко-
гда они находятся на расстоянии i в Γ, является связным; в противном слу-
чае, граф Γ называется импримитивным. По теореме Хигмана (см. [26, теоре-
ма 1.9]) свойство дистанционно-транзитивной группы быть примитивной (им-
примитивной) естественно приближается свойством дистанционно регулярного
графа быть примитивным (соотв., импримитивным). Д. Смит [53] доказал, что
импримитивность дистанционно регулярного графа валентности k ≥ 3 влечет
его двудольность или антиподальность (т.е. бинарное отношение «совпадать
или находиться на максимальном расстоянии» на множестве вершин является
эквивалентностью). Н. Биггс и Э. Гардинер (см. [19, предложение 4.2.2] и также
[34], [10, теорема 2.9]) показали, что каждый импримитивный дистанционно ре-
гулярный граф степени k ≥ 3 можно преобразовать в некоторый примитивный
дистанционно регулярный граф путем применения операций перехода к анти-
подальным частным или половинным графам. Восстановление импримитивно-
го графа по такому производному графу является весьма сложной проблемой
(см. [44]), которая сопряжена с проблемой классификации антиподальных ди-
станционно регулярных графов небольшого диаметра d ∈ {3, 4}, и, как отме-
чается в [1, с. 239], аналогична определению группы автоморфизмов простой
группы или построению расширения простой группы с помощью ее мульти-
пликатора Шура. Отметим, что наибольший прогресс достигнут в описании
тех антиподальных дистанционно регулярных графов, антиподальное частное
которых является известным примитивным графом диаметра не меньше 3 (см.
[21, 12, 11, 38]). Кроме того, число антиподальных д.р.г. фиксированного диа-
метра d ≥ 5, известных к настоящему времени, оказывается очень мало. С
другой стороны, антиподальные дистанционно регулярные графы небольшого
диаметра d ∈ {3, 4} образуют обширный и бесконечный класс графов, кон-
струкции которых тесно взаимосвязаны с такими важными комбинаторными
и алгебраическими объектами, как проективные плоскости, обобщенные че-
тырехугольники, делимые дизайны, коды, (обычные и обобщенные) матрицы
Адамара, конечные группы (см. [37, 29, 16, 25, 49, 28, 48, 50, 77]). Следует отме-
тить, что несмотря на то, что антиподальные дистанционно регулярные графы
небольшого диаметра интенсивно изучались за последние несколько десятиле-
тий, систематического исследования их групп автоморфизмов не проводилось.

В диссертации проводится исследование транзитивных и, в основном, флаг-
транзитивных групп автоморфизмов антиподальных д.р.г. небольшого диамет-
ра d ∈ {3, 4}. Отметим, что задача описания таких групп представляет интерес,
в том числе, для построения вышеупомянутых объектов. В целом, ее изучение
фокусируется вокруг нескольких основных вопросов:

1) определение комбинаторных свойств графа, в частности, его допустимых
массивов пересечений;

2) исследование связи локальных комбинаторных свойств графа и строения
его группы автоморфизмов (локальный подход);

3) описание группы автоморфизмов графа по ее действиям (i) на вершинах,
(ii) на дугах, (iii) на антиподальных классах (глобальный подход).

В диссертации исследования первого вопроса имеют вспомогательный харак-
тер, а основное внимание уделяется последним двум вопросам. Перейдем к
предметному обсуждению истории и результатов.
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Антиподальный дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 имеет массив
пересечений вида {k, (r − 1)µ, 1; 1, µ, k}, где k — степень графа, r — порядок
антиподального класса и µ — число общих соседей для двух вершин на рассто-
янии 2. При этом 2 ≤ r ≤ k, Γ является антиподальным r-накрытием полного
графа на k + 1 вершинах, для параметров r, µ и k справедливо тождество
k− 1− rµ = λ− µ, где λ — число общих соседей для двух смежных вершин, и
µ четно всякий раз, когда четно число k + 1. Из результатов Э. Гардинера [34]
следует, что в случае r = k граф Γ изоморфен второй окрестности вершины в
неполном графе Мура степени k + 1 ∈ {3, 7, 57}. Из результата М. Ашбахера
[13] о несуществовании группы ранга 3 степени 3250 и подстепени 57 следует,
что если граф Γ дистанционно-транзитивен с r = k, то Γ — это 6-цикл или
вторая окрестность вершины в графе Хофмана-Синглтона (см. также [35]).

Р. Мэтоном [50] была найдена первая конструкция бесконечного семей-
ства антиподальных дистанционно регулярных графов диаметра 3 и степени
k = q > 3, допускающих флаг-транзитивное действие группы L2(q). Д. Тей-
лор [59] классифицировал антиподальные дистанционно-транзитивные графы
диаметра 3 с r = 2, обнаружив в том числе несколько спорадических примеров
(для групп Co3 и HiS) и бесконечных семейств (для групп SU3(q) и 2G2(q)).

Впоследствии К. Годсил, Р. Либлер и Ш. Прэгер [36] завершили класси-
фикацию антиподальных дистанционно-транзитивных графов диаметра 3 для
оставшихся значений 2 < r < k (небольшой пробел в их доказательстве указан
и исправлен в [32]). Ключевую роль в их работе сыграло следующее наблю-
дение, позволяющее значительно ограничить строение группы автоморфизмов
такого графа. Если G — это флаг-транзитивная группа автоморфизмов графа
Γ, то (i) группа G индуцирует 2-транзитивную группу подстановок на множе-
стве антиподальных классов и если более того, G — дистанционно-транзитив-
ная группа, то (ii) глобальный стабилизатор G{F} антиподального класса F в
G индуцирует 2-транзитивную группу подстановок на F . Как известно, по тео-
реме Бернсайда каждая конечная 2-транзитивная группа подстановок являет-
ся либо аффинной (т.е. ее цоколь является регулярной элементарной абелевой
группой), либо почти простой (т.е. ее цоколь является простой неабелевой груп-
пой). Более того, на основе классификации конечных простых групп была по-
лучена классификация всех конечных 2-транзитивных групп подстановок. Она
и стала основным инструментом исследования антиподальных дистанционно-
транзитивных графов диаметра 3 в [36]. Отметим, что с тех пор и до настоя-
щего времени было открыто всего около десятка разных бесконечных семейств
антиподальных д.р.г. диаметра 3 (в том числе бесконечные семейства реберно
симметричных графов, не являющихся дистанционно-транзитивными).

В общем случае флаг-транзитивная группа автоморфизмов G антиподаль-
ного д.р.г. Γ диаметра 3 может не обладать свойством (ii) и методы, предложен-
ные в [36] для описания стабилизаторов вершин в дистанционно-транзитивных
группах, оказываются неприменимыми. Несмотря на то, что строение груп-
пы GΣ, индуцируемой флаг-транзитивной группой G на множестве антипо-
дальных классов Σ графа Γ, также значительно ограничено классификацион-
ной теоремой, вопросы восстановления группы G по GΣ, равно как и вопрос
существования графа Γ для данной группы G, потребовали специального ис-
следования для большинства допустимых групп GΣ, в том числе, разработки
новых методов, предлагаемых в диссертации, и применения таких глубоких
результатов теории групп, как классификация О‘Нэна–Скотта примитивных
групп подстановок нечетной степени, классификация примитивных групп под-
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становок ранга 3, подгрупповое строение конечных простых групп, сведения о
группах когомологий конечных групп, теория (обыкновенных и модулярных)
представлений.

До недавнего времени класс реберно симметричных антиподальных дистан-
ционно регулярных графов диаметра 3 оставался практически неисследован-
ным в общем случае. Случай r ∈ {2, k} был рассмотрен в работе А.А. Махнева,
Д.В. Падучих и автора диссертации [6]. А именно, с применением результата
А.А. Махнева и Д.В. Падучих [5] о том, что порядок группы автоморфизмов
неполного графа Мура степени k+1 = 57 не делится на k(k+1), в [6] было по-
казано, что при r ∈ {2, k} полная группа автоморфизмов G = Aut(Γ) реберно
симметричного антиподального д.р.г. Γ диаметра 3 действует дистанционно-
транзитивно. Кроме того, в [6] были найдены необходимые условия существо-
вания таких пар (Γ, G) при λ = µ, в частности, установлено, что при этом
условии группа GΣ не является аффинной. Классификация реберно симмет-
ричных антиподальных д.р.г. Γ диаметра 3 с µ = 1 была недавно получена в
работе [62], согласно которой при µ = 1 граф Γ изоморфен либо 6-циклу, либо
второй окрестности в графе Хофмана-Синглтона, либо графу Мэтона с k = 2e

и r = k − 1.
Поэтому, а также ввиду того, что условие λ ̸= µ влечет целочисленность

спектра матрицы смежности графа Γ и дает некоторые дополнительные соот-
ношения для его параметров r, µ и k, при описании групп G = Aut(Γ) можно
ограничиться случаем µ > 1 и удобно рассматривать отдельно три ситуации:

I. GΣ — почти простая группа и λ = µ;

II. GΣ — почти простая группа и λ ̸= µ;

III. GΣ — аффинная группа.

В диссертации рассмотрена каждая из них.
В случае I определены все семейства графов, удовлетворяющих необходи-

мым условиям существования из [6]. При этом найдены два новых бесконеч-
ных семейства антиподальных дистанционно регулярных графов диаметра 3
c λ = µ, допускающих флаг-транзитивные действия простых групп Sz(q) и
2G2(q).

В случае II получены необходимые и достаточные условия существования
графов Γ с λ ̸= µ и описаны их группы G, при этом обнаружено бесконечное се-
мейство антиподальных дистанционно регулярных графов диаметра 3 c k = q3

и µ = (q2 − 1)(q + 1)/r, допускающих флаг-транзитивное действие группы
SU3(q), где q — нечетная степень простого числа и порядок r антиподального
класса — это делитель числа q + 1 такой, что (q + 1)/r нечетно, пропущенное
Броувером в [20, предложение 12.5.4]. Для этого автором был разработан ори-
гинальный метод анализа паросочетаний в некоторых накрытиях полных гра-
фов, допускающих флаг-транзитивную группу автоморфизмов с (B,N)-парой
ранга 1, который основан на изучении канонической формы элементов в таких
группах.

С применением этих результатов в диссертации классифицированы антипо-
дальные дистанционно регулярные графы диаметра 3 в случае, когда полная
группа автоморфизмов графа действует транзитивно на дугах и индуцирует
почти простую 2-транзитивную группу подстановок на множестве его антипо-
дальных классов. А именно, доказано, что при r ̸∈ {2, k} и µ > 1 каждый
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такой граф допускает флаг-транзитивную группу автоморфизмов, изоморф-
ную группе L2(q), U3(q), SU3(q), Sz(q) или 2G2(q), и приведена его конструк-
ция в виде графов смежных классов соответствующей группы. При этом был
исследован и решен вопрос об изоморфизме этих графов графам из семейств,
построенных Мэтоном [50], Броувером [20, предложение 12.5.4] и Камероном
[25, предложение 5.1].

Группа всех автоморфизмов произвольного антиподального д.р.г. Φ, фик-
сирующих (как множество) каждый его антиподальный класс, обозначается
через CG(Φ) (она называется также накрывающей группой графа Φ).

В случае III в диссертации получено описание групп G графов Γ c r ̸∈ {2, k}.
Для этого был разработан способ определения допустимых флаг-транзитивных
групп G графа Γ в аффинном случае, основанный на редукции к графам, у ко-
торых порядок накрывающей группы имеет одно из экстремальных значений.
При этом было доказано, что при CG(Γ) = 1 возникает всего два различных
(с точностью до изоморфизма) графа, причем каждый из них может быть по-
лучен путем удаления спреда из геометрического или псевдогеометрического
графа для обобщенного четырехугольника GQ(5, 3) (их конструкции описаны
соответственно в [52] и [22]). В диссертации доказано, что при CG(Γ) > 1 граф
Γ является графом Кэли, допускающим регулярную группу автоморфизмов T
(полный прообраз цоколя группы GΣ в G), которая в большинстве подслуча-
ев является элементарной абелевой 2-группой при четном |Σ| и специальной
группой простой экспоненты p с Z(T ) = CG(Γ) при нечетном |Σ| = pe. При
этом было описано допустимое строение стабилизатора вершины в G и най-
дены ограничения для параметров k, r и µ графа. На основе перечисленных
результатов в диссертации было показано, что за исключением т.н. одномер-
ного случая GΣ ≤ AΓL1(|Σ|) и случая µ = 1, при r ̸∈ {2, k} и нечетном |Σ|
граф Γ изоморфен графу, получаемому с помощью конструкции Таса-Соммы
или Годсила-Хензеля (см., например, [37, конструкция 4.3] и [37, конструкция
6.4]).

Одним из следствий проведенного в диссертации исследования случаев I и II
является классификация некоторых графов на множестве инволюций простой
группы G ∈ {L2(q), Sz(q), U3(q)}. Графом Dn-инволюций конечной группы
X c непустым множеством Ω инволюций, замкнутым относительно сопряже-
ний элементами из X, и непустым множеством S подгрупп в X , изоморфных
диэдральной группе порядка n, также замкнутым относительно сопряжений
элементами из X , называется граф на множестве Ω, ребрами которого явля-
ются пары вершин {u, v} такие, что ⟨u, v⟩ ∈ S. В работе М. Джудичи и Э.
Девиллерс [31] была предложена задача описания графов S3-инволюций ко-
нечных простых групп и исследованы графы S3-инволюций групп L2(2

n). В
диссертации эта задача решена для групп U3(2

n), и, более того, классифициро-
ваны графы D2·χ(G)-инволюций каждой группы G ∈ {L2(q), Sz(q), U3(q)}, где
q = 2n > 2 и

χ(G) =

{
5, если G = Sz(q)

3, если G ∈ {L2(q), U3(q)}
.

А именно, с применением классического результата М. Судзуки [58] о том, что
G действует транзитивно на множестве своих отличимых (distinguished) пар
инволюций, установлено, что каждый такой граф, с одной стороны, является
реберно симметричным антиподальным д.р.г. диаметра 3, и с другой — совпа-
дает с графом π-локального слияния (π-local fusion graph, см. [15]) группы G,
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где π = {χ(G)} (отдельно отметим, что с применением этих результатов авто-
ром было обнаружено, что бесконечные семейства графов π-локального слия-
ния групп G, где π — множество всех нечетных порядков элементов группы
G, отличных от χ(G), принадлежат классу графов Деза, тем самым, найдено
новое бесконечное семейство графов Деза [61]). В диссертации также дока-
зано, что для каждого n ≥ 2 граф S3-инволюций группы L2(2

n) изоморфен
дистанционно регулярному графу Мэтона степени 2n с µ = 1, что уточняет
результат из [31], и, кроме того, установлено, что несколько бесконечных се-
мейств фактор-графов графов S3-инволюций групп L2(2

n) принадлежат классу
локально сильно регулярных графов.

Если Φ — антиподальный д.р.г. диаметра 3 и CG(Φ) — абелева группа, ре-
гулярная на (каждом) его антиподальном классе, то в соответствии с терми-
нологией из [37] граф Φ будет называться абелевым. В диссертации исследует-
ся задача классификации абелевых антиподальных дистанционно регулярных
графов Γ диаметра 3, обладающих следующим свойством: (∗) Γ имеет тран-
зитивную группу автоморфизмов G, которая индуцирует примитивную по-
чти простую группу подстановок GΣ на множестве Σ его антиподальных
классов. При этом, не ограничивая общности, можно считать, что G совпадает
с полным прообразом группы GΣ в Aut(Γ). Решение этой задачи для случая,
когда подстановочный ранг rk(GΣ) группы GΣ равен 2 может быть получено
из результатов диссертации, перечисленных ранее, поскольку граф Γ со свой-
ством (∗), удовлетворяющий данному условию на ранг, является реберно сим-
метричным. В диссертации исследован класс абелевых антиподальных д.р.г. Γ
диаметра 3 со свойством (∗) в следующем случае, когда rk(GΣ) = 3. При этом
условии граф Γ оказывается «почти» реберно симметричным, в том смысле,
что группа G имеет ровно две орбиты на множестве дуг графа Γ, а сам граф
Γ может быть представлен в виде объединения двух графов смежных клас-
сов группы G. Для изучения таких графов был разработан метод редукции
к т.н. минимальным частным графа Γ, который позволяет классифицировать
графы Γ в зависимости от типа такого частного. При помощи исследования
равномерных (equitable) разбиений множества вершин графа Γ, которые воз-
никают как разбиения на множество орбит некоторых подгрупп группы G, в
диссертации получен ряд существенных ограничений на группу G, спектр и па-
раметры графа Γ, а также классифицированы его минимальные частные. На
основе полученных результатов решена поставленная задача при условии, что
цоколь группы GΣ является спорадической простой группой. Решение опира-
ется на классификацию примитивных групп подстановок ранга 3 соответству-
ющего типа и отвечающих им графов ранга 3 (см. [24, гл. 11]).

Антиподальный дистанционно регулярный граф Γ диаметра d ∈ {4, 5} яв-
ляется антиподальным r-накрытием своего антиподального частного Γ̄, r =
1 + b2/cd−2 и Γ̄ — это дистанционно регулярный граф диаметра 2 с массивом
пересечений {b0, b1; 1, γµ}, где γ = r при d = 4 и γ = 1 при d = 5. При этом
если G — дистанционно-транзитивная группа автоморфизмов графа Γ, то G
индуцирует группу ранга 3 на Γ̄ и, более того, граф (ранга 3) Γ̄ известен (см.
[24, гл. 11]), в частности, граф Γ̄ импримитивен тогда и только тогда, когда Γ̄
— полный двудольный граф и Γ — двудольный граф диаметра 4.

А.А. Иванов, Р. Либлер, Т. Пенттила и Ш. Прэгер [43] классифицирова-
ли дистанционно-транзитивные антиподальные накрытия импримитивных гра-
фов ранга 3. В работах Дж. Ван Бона и А. Броувера, А. Юришича, Дж. Хэм-
метера были классифицированы дистанционно регулярные антиподальные на-
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крытия многих примитивных графов ранга 3 (см. обзор в [9]). Так, Дж. Ван
Бон и А. Броувер [21] доказали, что граф эрмитовых форм Herm(2, q2) не мо-
жет иметь дистанционно регулярных антиподальных накрытий диаметра 5,
за исключением случая q = 2, в котором таким накрытием является 5-куб.
Известны всего два дистанционно регулярных антиподальных накрытия диа-
метра 4 графов Herm(2, q2): граф Уэлса (единственный граф с массивом пере-
сечений {5, 4, 1, 1; 1, 1, 4, 5} (для q = 2)) и граф смежных классов укороченного
тернарного кода Голея (граф с массивом пересечений {20, 18, 4, 1; 1, 2, 18, 20}
(для q = 3)). В той же работе (см. [21, c. 164]) авторами был поставлен во-
прос о существовании других накрытий графов Herm(2, q2), который до сих
пор остается нерешенным. Отметим, что в работе М. Альфурайдана [9] была
предпринята попытка описания дистанционно-транзитивных антиподальных
накрытий известных на тот момент примитивных графов ранга 3 с приме-
нением компьютерных вычислений, но оказалось, что она содержит ряд неточ-
ностей. Так, случай, когда антиподальное частное является графом эрмитовых
форм Herm(2, q2), в [9] был рассмотрен некорректно. В диссертации получе-
но полное описание реберно симметричных дистанционно регулярных антипо-
дальных накрытий диаметра 4 графов эрмитовых форм Herm(2, q2), группа
автоморфизмов которых индуцирует группу ранга 3 на антиподальном част-
ном, что, в частности, восполняет указанный пробел из [9].

К настоящему времени известно существование бесконечных семейств дву-
дольных антиподальных дистанционно регулярных графов диаметра 4 и всего
лишь четырнадцать примеров недвудольных антиподальных дистанционно ре-
гулярных графов диаметра 4. Так, ряд недвудольных антиподальных д.р.г. диа-
метра 4 был неявно обнаружен в связи с исследованием расширений почти про-
стых групп, порожденных классом 3-транспозиций, в работе С.Д. Смита [54].
Среди них оказалось, например, дистанционно регулярное антиподальное 3-
накрытие графа 3-транспозиций третьей группы Фишера Fi24, допускающее
флаг-транзитивное действие квазипростой группы 3.F i′24 (3-централизатора в
монстре Фишера–Грайса), явная конструкция которого приведена С. Нортоном
[51].

Ввиду результатов Дж. Кулена, А. Юришича и П. Тервиллигера [45] па-
раметры недвудольного антиподального дистанционно регулярного графа Γ
диаметра 4 удовлетворяют фундаментальной границе

(
θ +

b0
b0 − b1

)(
η +

b0
b0 − b1

)
≥ −b0b1(b0 − b1 − 1)

(b0 − b1)2
,

где θ и η — максимальное и минимальное неглавные собственные значения
графа Γ соответственно. При этом, если в фундаментальной границе для гра-
фа Γ достигается равенство, то граф Γ локально сильно регулярен и его мас-
сив пересечений зависит от трех параметров: неглавных собственных значений
p = −1 − b1/(1 + η), −q = −1 − b1/(1 + θ) локальных подграфов и размера
r антиподального класса. В этом случае граф Γ называется антиподальным
плотным графом диаметра 4 с параметрами (p, q, r) или просто AT4(p, q, r)-
графом.

За исключением двух дистанционно-транзитивных антиподальных накры-
тий графов эрмитовых форм Herm(2, q2) с q = 2, 3, графа Фостера 3. Sym(6)
и третьего графа Сойчера, все известные недвудольные антиподальные ди-
станционно регулярные графы диаметра 4 являются плотными (дистанционно-
транзитивными) графами: граф Джонсона J(8, 4), половинный 8-куб 1

2H(8, 2),
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граф Конвея-Смита 3. Sym(7), граф 3.O−
6 (3), граф 3.O7(3), граф 3.F i24, гра-

фы Мейкснера, первый и второй графы Сойчера. Более того, кроме половин-
ного 8-куба, все известные AT4(p, q, r)-графы допускают квазипростую флаг-
транзитивную группу автоморфизмов. В общем виде проблема классификации
AT4(p, q, r)-графов была поставлена в работе Кулена иЮришича [46], где были
найдены некоторые комбинаторные характеризации таких графов и ограниче-
ния для их параметров (p, q, r). Впоследствии Юришичем [47] была выдвину-
та гипотеза о том, что, за исключением нескольких спорадических примеров,
параметры каждого AT4(p, q, r)-графа удовлетворяют одному из условий: (i)
q = p + 2; (ii) q|p. Особый интерес представляет собой исследование графов с
q = p + 2, так как в этом случае граф имеет нулевой параметр Крейна q444 и
вторая окрестность произвольной вершины в нем является недвудольным ан-
типодальным дистанционно регулярным графом диаметра 4 [47, теорема 5.5].
Примером AT4(p, p + 2, r)-графа с p = 2 является антиподальное 3-накрытие
единственного графа ранга 3 с параметрами (162, 56, 10, 24), построенное Л.
Сойчером (второй граф Сойчера) c помощью компьютера [57]. Он допускает
флаг-транзитивное действие квазипростой группы вида 32.U4(3) (в обозначе-
ниях из «Атласа конечных групп» [27]) и ввиду результата Броувера [20, тео-
рема 11.4.6] характеризуется своим массивом пересечений. Вторая окрестность
вершины в нем — (реберно симметричный, но не дистанционно-транзитивный)
третий граф Сойчера (с массивом пересечений {32, 27, 8, 1; 1, 4, 27, 32}) [57]. Су-
ществование AT4(p, p + 2, r)-графов с p > 2 неизвестно, в частности, уже на
протяжении 20 лет открытым является вопрос их существования даже для
небольших допустимых значений параметра p (см., например, [46, 47] и [48]).
Естественно возникает вопрос о том, какие группы могут действовать флаг-
транзитивно на AT4(p, p+ 2, r)-графе.

Один из подходов к решению данной задачи предполагает определение
простого спектра группы автоморфизмов графа, т.е. множества простых де-
лителей ее порядка. В диссертации установлено, что простой спектр груп-
пы автоморфизмов AT4(p, p + 2, r)-графа в большой степени ограничивает-
ся строением его локальных подграфов. Как известно, локальные подграфы
AT4(p, p + 2, r)-графа являются сильно регулярными графами с параметрами(
(p+ 2)(p2 + 4p+ 2), p(p+ 3), p− 2, p

)
[46]. В диссертации исследована группа

автоморфизмов сильно регулярного графа с такими параметрами, в частности,
найдена верхняя граница для ее простого спектра. На основе этого результа-
та получены cущественные ограничения на простой спектр и строение группы
автоморфизмов AT4(p, p + 2, r)-графа в случае, когда p — степень простого
числа. А именно, при данном условии: 1) показано, что простой спектр стаби-
лизатора дуги в полной группе автоморфизмов AT4(p, p + 2, r)-графа ограни-
чен множеством {2, 3, . . . , p}; 2) получена верхняя оценка для простого спек-
тра полной группы автоморфизмов реберно симметричного AT4(p, p + 2, r)-
графа; 3) показано, что если степень вершины — произведение двух простых
чисел, то стабилизатор вершины в полной группе автоморфизмов реберно сим-
метричного AT4(p, p + 2, r)-графа является почти простой группой. С приме-
нением этих результатов решен отрицательно вопрос существования реберно
симметричных AT4(p, p + 2, r)-графов с небольшим допустимым параметром
p ∈ {5, 7, 11, 17, 27}. Кроме того, установлено, что сильно регулярные графы
с параметрами

(
(p + 2)(p2 + 4p + 2), p(p + 3), p − 2, p

)
и p = 5, 7, вопрос су-

ществования которых открыт (см. [24, гл. 12] и [23]), не являются вершинно-
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транзитивными.
Цель и основные результаты диссертации. Цель диссертации состоит

в изучении групп автоморфизмов дистанционно регулярных графов при за-
данных ограничениях на строение графа или на действие группы на графе.
Основные результаты диссертации таковы.

1. Классифицированы антиподальные дистанционно регулярные графы
смежных классов диаметра 3 c r > 2 квазипростых групп U3(q), SU3(q), Sz(q)
и 2G2(q). Найдены новые бесконечные семейства антиподальных дистанционно
регулярных графов диаметра 3 c λ = µ, связанные с сериями простых групп
Sz(q) и 2G2(q). Результат опубликован в статьях [77, 73].

2. Для каждой группы G ∈ {U3(q), Sz(q)}, где q = 2n ≥ 4, доказано, что
граф на множестве ее инволюций, в котором две вершины смежны, если поря-
док произведения соответствующих инволюций равен ассоциированному про-
стому числу группы G в смысле Судзуки, дистанционно регулярен. Как след-
ствие, для групп U3(2

n) решена задача описания графов S3-инволюций, предло-
женная в [31]. Кроме того, для каждого n ≥ 2 доказано, что граф S3-инволюций
группы L2(2

n) изоморфен дистанционно регулярному графу Мэтона степени
2n с µ = 1. Установлено, что несколько бесконечных семейств фактор-графов
графов S3-инволюций групп L2(2

n) принадлежат классу локально сильно регу-
лярных графов. Результат опубликован в статьях [77, 73, 75]

3. Получено описание флаг-транзитивных групп G автоморфизмов антипо-
дальных дистанционно регулярных графов Γ диаметра 3 в случае, когда G
индуцирует почти простую 2-транзитивную группу подстановок на множестве
Σ антиподальных классов графа Γ. Классифицированы графы Γ в почти про-
стом случае. Результат опубликован в статьях [80, 72, 74].

4. Получено описание флаг-транзитивных групп G автоморфизмов антипо-
дальных дистанционно регулярных графов Γ диаметра 3 в случае, когда G
индуцирует аффинную 2-транзитивную группу подстановок на множестве Σ
антиподальных классов графа Γ. Показано, что за исключением одномерного
случая GΣ ≤ AΓL1(|Σ|) и случая µ = 1, при нечетном |Σ| граф Γ является
графом Таса-Соммы или графом Годсила-Хензеля. Результат опубликован в
статьях [68, 76, 79].

5. Доказано, что антиподальное дистанционно регулярное накрытие диа-
метра 4 графа эрмитовых форм Herm(2, q2), группа автоморфизмов которого
действует транзитивно на дугах и индуцирует группу ранга 3 на множестве его
антиподальных классов, изоморфно графу Уэлса или графу смежных классов
укороченного тернарного кода Голея. Результат опубликован в статье [78].

6. Получены ограничения на простой спектр и строение группы автомор-
физмов AT4(p, p + 2, r)-графа в случае, когда p — степень простого числа.
Доказано, что AT4(p, p + 2, r)-графы с p = 5, 7, 11, 17, 27 не являются реберно
симметричными. Результат опубликован в статьях [70, 71, 67].

7. Исследован класс абелевых антиподальных дистанционно регулярных
графов Γ диаметра 3 со свойством (∗): Γ обладает транзитивной группой авто-
морфизмов G, которая индуцирует примитивную почти простую группу под-
становок GΣ на множестве Σ антиподальных классов графа. Классифицирова-
ны графы со свойством (∗) при условии, что цоколь группы GΣ — спорадиче-
ская простая группа ранга 3. Результат опубликован в статье [66].

Результаты диссертации опубликованы в статьях [66]–[80] в изданиях, вхо-
дящих в перечень рецензируемых научных журналов, в которых должны быть
опубликованы основные результаты диссертации на соискание ученых степеней
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доктора и кандидата наук. Результаты в пунктах 1, 2, 6 и 7 получены автором
лично. Результаты в пунктах 3 и 4 получены в соавторстве с А.А. Махневым
и Д.В. Падучих, при этом вклад автора диссертации является решающим. Ре-
зультат из пункта 5 получен в неразделимом соавторстве с А.А. Махневым и
Д.В. Падучих.
Новизна и научная значимость работы. В диссертации изучаются (в

основном, транзитивные и флаг-транзитивные) группы автоморфизмов дистан-
ционно регулярных графов при заданных ограничениях на строение группы
или графа. Наиболее значительный результат диссертации — классификация
флаг-транзитивных групп автоморфизмов антиподальных дистанционно регу-
лярных графов диаметра 3 в аффинном и почти простом случаях, а также
открытие бесконечных семейств реберно-симметричных дистанционно регуляр-
ных графов, связанных с сериями простых групп Sz(q) и 2G2(q). Важным ин-
струментом этой работы стали разработанные автором методы локального ана-
лиза графов смежных классов простых групп с (B,N)-парой ранга 1, исполь-
зующие каноническую форму элементов и классические результаты Судзуки о
структурных уравнениях в таких группах, а также способ определения допу-
стимых групп автоморфизмов в аффинном случае, основанный на редукции к
графам, у которых порядок накрывающей группы имеет одно из экстремаль-
ных значений.

Все основные результаты диссертации являются новыми. Они могут быть
включены в спецкурсы для студентов и аспирантов, специализирующихся в
области алгебры и алгебраической комбинаторики.
Методы исследования. При исследовании дистанционно регулярных гра-

фов и их автоморфизмов в работе применяются методы теории конечных
групп, теории представлений групп, методы локального анализа и спектраль-
ной теории графов, а также оригинальные методы, разработанные автором.
Кроме того, в работе в ряде специальных случаев привлекались компьютер-
ные вычисления в GAP [33] и Magma [18] для перебора орбитальных графов
групп подстановок.
Апробация результатов. Основные результаты работы были представ-

лены на Международной конференции «Мальцевские чтения» (Новосибирск,
2013, 2014, 2016–2021), в том числе в 2017 году в виде пленарного доклада по те-
ме диссертации, Международной конференции по теории групп, посвященной
70-летию В.Д. Мазурова (Новосибирск, 2013), Международной конференции по
алгебре и комбинаторике, посвященной 60-летию А.А. Махнева (Екатеринбург,
2013), 37-й и 43-й Австралазиатских комбинаторных конференциях (Австра-
лия, 2013, 2021), 44–49 Всероссийских молодежных школах-конференциях «Со-
временные проблемы математики и ее приложений» (Екатеринбург, 2013–
2021), Международной школе-конференции «Алгоритмические вопросы тео-
рии групп и смежных областей» (Новосибирск, 2014), Международной кон-
ференции «Алгебра и приложения», посвященной 100-летию со дня рождения
Л.А. Калужнина (Нальчик, 2014), Международной школе-конференции по тео-
рии групп, посвященной 70-летию В.В. Кабанова (Нальчик, 2014), Междуна-
родной конференции «Graph Theory, Matrix Theory and Interactions» (Кингс-
тон, Канада, 2014), Международных конференциях серии G2 (Екатеринбург,
2015, 2017, Новосибирск, 2016), Международной конференции, посвященной 90-
летию кафедры высшей алгебры механико-математического факультета МГУ
(Москва, 2019), Восьмой школе-конференции «Алгебры Ли, алгебраические
группы и теория инвариантов» (Москва, 2020), Конференции молодых уче-
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ных «Ломоносов–2021» (Москва, 2021), Канадской конференции по дискретной
и алгоритмической математике «CanaDAM 2021» (Канада, 2021), 8-м Евро-
пейском математическом конгрессе (Порторож, Словения, 2021), 28-й Британ-
ской комбинаторной конференции «BCC 2021» (Дарем, Великобритания, 2021),
Международной конференции по комбинаторным дизайнам и кодам «CDC
2021» (Риека, Хорватия, 2021), Конференции международных математических
центров мирового уровня (Сочи, 2021).

Результаты работы докладывались и обсуждались на алгебраическом се-
минаре ИММ УрО РАН, на заседании Уральского математического общества,
на семинарах ИМ СО РАН и НГУ «Теория групп» и «Алгебра и логика», на
научно-исследовательском семинаре кафедры высшей алгебры МГУ, на семи-
наре лаборатории математической логики ПОМИ РАН, на семинаре «Incidence
Geometry» математического факультета Гентского университета, а также от-
мечены премией Уральского математического общества молодым математикам
за 2013 год и премией Губернатора Свердловской области для молодых ученых
за 2016 год в номинации «За лучшую работу в области математики».
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 6 глав,

заключения и списка литературы. Она изложена на 217 страницах, библиогра-
фия содержит 150 наименований. Перейдем к более подробному изложению
работы.

Основное содержание диссертации

Общая структура диссертации. Диссертация разделена на главы, кото-
рые разбиваются на параграфы, а параграфы, в свою очередь, разделены на
подпараграфы. Формулировки основных теорем продублированы во введении.
Все утверждения в нумерованных главах имеют имеют двойную нумерацию:
первое число — номер главы, второе — номер утверждения в текущей главе.
Все таблицы имеют одинарную сквозную нумерацию.
Глава 1 диссертации имеет вспомогательный характер. В ней приведены

основные используемые определения и обозначения, изложены необходимые
базовые результаты из теории групп подстановок, теории представлений, тео-
рии чисел и алгебраической теории графов (в том числе, конструкции реберно
симметричных графов и дистанционно регулярных графов).

В главе 2 получена классификация реберно симметричных антиподальных
дистанционно регулярных графов Γ диаметра 3 в случае, когда транзитивная
на дугах группа автоморфизмов G графа Γ индуцирует аффинную группу под-
становок GΣ на множестве Σ его антиподальных классов.

В § 2.1 с применением т.н. метода Хигмана исследования групп автоморфиз-
мов дистанционно регулярного графа найдены общие формулы для характе-
ров мономиального матричного представления группы автоморфизмов анти-
подального д.р.г. диаметра 3 с λ ̸= µ. С помощью этих формул далее в § 2.1
определены собственные значения и допустимые массивы пересечений антипо-
дального д.р.г. диаметра 3 на v вершинах, который обладает автоморфизмом
g одного из двух специальных типов: (i) α2(g) = v или (ii) α3(g) = v (здесь и
далее для автоморфизма h графа через αs(h) обозначается число его вершин
x таких, что ∂(x, xh) = s).

Как известно, если G — конечная 2-транзитивная группа подстановок на
множестве степени n и цоколь N группы G — абелева группа, то G подста-
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новочно изоморфна подгруппе из AΓLd(q) для некоторых d и q = pc, где p —
простое, и n = qd = |N |. В свою очередь, каждая подгруппа G ≤ AΓLd(q)
2-транзитивна на векторах соответствующего векторного пространства тогда
и только тогда, когда стабилизатор нулевого вектора G0 ≤ ΓLd(q) действует
транзитивно на ненулевых векторах. Аффинные 2-транзитивные группы под-
становок с неразрешимым стабилизатором точки были классифицированы в
работе К. Геринга [40]. Они включают три бесконечных семейства групп ли-
нейного, симплектического или G2- типа (при этом ( G0)

∞
является транзи-

тивной линейной группой), а также спорадические примеры для d = 2, 4, 6
исключительного или экстраспециального типов. Разрешимые конечные 2-
транзитивные группы подстановок были описаны Б. Хуппертом (см. [41]) и
включают бесконечное семейство групп одномерного типа и небольшое число
других примеров экстраспециального типа. Более подробное описание можно
найти в [42, гл. XII, § 7].

На основе классификации конечных 2-транзитивных групп подстановок в
§ 2.2 установлены базовые свойства группы G, в том числе, исследована си-
туация, когда G содержит нормальную подгруппу порядка |Σ| (в этом случае
оказывается, что граф Γ обладает автоморфизмом типа (ii)). В § 2.2 также
доказано, что либо K действует регулярно на антиподальном классе (в этом
случае граф Γ обладает автоморфизмом типа (i)) и для вершины a графа Γ
и подгруппы T = Op(G), где p — простой делитель числа |Σ|, группа Ga изо-
морфна стабилизатору точки в GΣ и G = T : Ga, либо K = 1 и граф Γ
изоморфен одному из двух различных графов, которые могут быть получены
путем удаления спреда из геометрического или псевдогеометрического графа
для обобщенного четырехугольника GQ(5, 3) (второй (негеометрический) граф
построен в [22]).

В § 2.3 и § 2.4 исследуются графы с K > 1 соответственно для p = 2 и для
p > 2. В этих параграфах развит метод исключения допустимых вариантов
строения группы T : Ga, основанный на результатах § 2.2 и классификации ко-
нечных 2-транзитивных групп подстановок. С его помощью для неразрешимой
группы Ga изучено ее (как правило, модулярное) представление на T/Φ(T ),
индуцированное действием на T , найдены достаточно сильные ограничения на
G и массив пересечений графа Γ, в частности, для p = 2 исключен случай
Φ(T ) > 1, а для p > 2 доказано, что T — специальная группа с центром K.
Для разрешимой группы Ga, которая, в большинстве случаев, изоморфно вкла-
дывается в ΓL1(|Σ|), также найдены дополнительные ограничения на строение
группы G и массив пересечений графа Γ.

В § 2.5 доказано, что при p > 2 в каждом случае для Ga, указанном в
качестве допустимого в § 2.4, кроме одномерного, граф Γ известен и может
быть построен с помощью конструкции Таса–Соммы или конструкции Годсила–
Хензеля.

Основные результаты главы 2 представлены в теоремах 2.1, 2.2, 2.3 и след-
ствии 2.4.
Tеорема 2.1. Предположим, что группа G действует транзитивно на ду-
гах антиподального дистанционно регулярного графа Γ диаметра 3 с масси-
вом пересечений {k, (r− 1)µ, 1; 1, µ, k}, где r /∈ {2, k, (k− 1)/µ}, и индуцирует
аффинную 2-транзитивную группу подстановок GΣ на множестве Σ анти-
подальных классов графа Γ. Пусть K — ядро действия G на Σ, F ∈ Σ, a ∈ F ,
H = G{F}, C = CGa

(K), |Σ| = pe, где p — простое число, и T — полный
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прообраз цоколя группы GΣ в G. Если p = 2, то либо K = 1 и Γ — граф с
массивом пересечений {15, 10, 1; 1, 2, 15}, либо |K| = r, rµ = k + 1 = 2e, µ > 1
и выполняется одно из следующих утверждений:

(1) R = GL1(2
e)∩Ga ⊴ Ga ≤ ΓL1(2

e), Ga содержит подгруппу B нечетного
порядка, которая содержит R и действует транзитивно на [a], и выполня-
ются следующие утверждения:

(i) если T содержит нормальную в G подгруппу порядка 2e, то K =
Er, r = µ = 2e/2, H действует 2-транзитивно на F , T — элементарная
абелева или специальная группа порядка 2e+e/2, CK(R) = 1, CR(K) = ⟨h̃⟩ > 1,
α1(h̃) = |R|2e/2+1w и 0 ≤ w ≤ (e, 2e − 1)/2, в частности, если |R| = 2e − 1, то
α1(h̃) = 0 и группа R/CR(K) действует регулярно на F − {a};

(ii) если CR(K) = 1, то Φ(K) = 1, e = 6 и r = 32;
(iii) если CR(K) > 1, то |CR(K)| > 2e/2/(e, 2e − 1), r ≤ 2e/2 ≤ µ и

CT (R) ≤ K ≤ Z(T ), а если к тому же Φ(T ) < K и B ≤ CG(K), то Φ(T ) = 1,
группа T содержит нормальную в TB подгруппу порядка 2e и Γ — граф из п.
(i) выше;

(2) e = 2dc, d ≥ 1, r делит 2c, T — элементарная абелева группа порядка
2er, не содержащая нормальных в G подгрупп порядка 2e, Sp2d(2c) ⊴ Ga или
d = 3 и G2(2

c) ⊴ Ga.
Tеорема 2.2. В предположениях и обозначениях из теоремы 2.1, а также
при условии, что p > 2 и µ > 1, имеем |K| = r, rµ = k+1 = pe и выполняется
одно из следующих утверждений:

(1) реализуется экстраспециальный случай, r = p, T — экстраспециальная
группа порядка rpe и экспоненты p и либо

(i) pe = 34, Q8 ◦D8 ≃ R0 ⊴ C, Ga/R0 ≤ S5 и 5 делит |Ga|, либо
(ii) pe = 52, SL2(3) ≤ C,Ga ≤ SL2(3).Z4, либо
(iii) pe = 72, SL2(3) ≤ C, SL2(3).Z2 ≤ Ga ≤ SL2(3).Z6, либо
(iv) pe = 112, C ≃ SL2(3), Ga ≃ Z5 × SL2(3) или Z5 ×GL2(3), либо
(v) pe = 232, Ga ≃ Z11 × (SL2(3).Z2), C ≃ SL2(3) или SL2(3).Z2;

(2) реализуется исключительный случай и Ga ⊵ S ≃ SL2(5) при k ̸= 728 и
Ga ≃ SL2(13) при k = 728, T — специальная группа порядка rpe и экспоненты
p и либо

(i) pe = 36, r = 3, C = Ga ≃ SL2(13), либо
(ii) pe = 92, r ∈ {3, 9}, Ga/S ≤ D8, S ≤ C, либо
(iii) pe = 112, r = 11, S = C, Ga ≃ SL2(5) или SL2(5) ◦ Z10, либо
(iv) pe = 192, r = 19, S ≤ C, Ga ≃ SL2(5) ◦ Z18, либо
(v) pe = 292, r = 29, S ≤ C, Ga ≃ SL2(5) ◦ Z14 или SL2(5) ◦ Z28, либо
(vi) pe = 592, r = 59, S = C, Ga ≃ SL2(5) ◦ Z58;

(3) реализуется одномерный случай, R = Ga ∩ GL1(p
e) ⊴ Ga ≤ ΓL1(p

e) и
либо

(i) e > 4, r ≥ pe/2, T — специальная группа порядка rpe и экспоненты p,
и R не нормализует подгрупп индекса p в K, либо

(ii) e = 4, r = p2 = µ, T — специальная группа порядка p6, группа R
действует полурегулярно на [a] и группа R/CR(K) действует полурегулярно
на F − {a}, либо

(iii) e = 4, p = 3, T — специальная группа порядка rp4 и R ≤ NG(K1),
где K1 — подгруппа индекса p в K, |R| = 20, Ga ≃ Z5 : Z16 и |R/CR(K)| ≤ 2,
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либо
(iv) e = 2, r = p, T — экстраспециальная группа экспоненты p и Ga ≤

GL2(p), либо
(v) e = 2, 3 < r = p — простое число Мерсенна, T — абелева группа и

CT (Ga) = 1;
(4) реализуется симплектический случай, e = 2dc, d ≥ 1, r делит pc,

Sp2d(p
c) ⊴ Ga, T — специальная группа порядка rp2dc и экспоненты p.

Tеорема 2.3. Пусть Γ — это реберно симметричный антиподальный ди-
станционно регулярный граф диаметра 3, удовлетворяющий условиям из пп.
1, 2, 4 или условию GL1(p

e) ≤ Ga ≤ ΓL1(p
e) при e = 2 из п. 3(iv) заключения

теоремы 2.2. Тогда граф Γ изоморфен дистанционно регулярному графу, по-
лучаемому с помощью конструкции Таса–Соммы или конструкции Годсила–
Хензеля.
Следствие 2.4. Если в теореме 2.2 вместо условия G ≤ Aut(Γ) предпола-
гать, что G = Aut(Γ), то графы из пп. 1 и 2, а также граф со свойством
GL1(p

e) ≤ Ga ≤ ΓL1(p
e) для e = 2 из п. 3(iv) заключения теоремы 2.2 не

существуют.
Результаты главы 2 опубликованы в статьях [79, 76, 68]. Статья [79] написа-

на в неразделимом соавторстве с А.А. Махневым и Д.В. Падучих. Отметим, что
в [79] были получены необходимые условия существования реберно симметрич-
ного антиподального д.р.г. диаметра 3 при том условии, что его полная группа
автоморфизмов индуцирует аффинную группу подстановок на множестве его
антиподальных классов. Но в доказательствах ряда локальных утверждений
из [79] были допущены некоторые неточности. В работе [68] они были устране-
ны и приведен исправленный вариант основной теоремы из [79]. Подчеркнем,
что в отличие от работы [79], где проводилось описание пар (Γ, G) при условии
G = Aut(Γ), в [68] была исследована также возможность G < Aut(Γ), при этом
применялась схема доказательства и часть вспомогательных утверждений из
[79]. Этот результат представлен в теоремах 2.1 и 2.2. В работах [68] и [76]
получены теорема 2.3 и следствие 2.4.

В главе 3 классифицируются антиподальные дистанционно регулярные
графы диаметра 3 с квазипростой флаг-транзитивной группой автоморфизмов,
изоморфной группе L2(q), U3(q), SU3(q), Sz(q) или 2G2(q). В [6] были приве-
дены необходимые условия существования трех бесконечных семейств реберно
симметричных антиподальных дистанционно регулярных графов диаметра 3 с
λ = µ, отвечающих бесконечным сериям простых групп U3(q), Sz(q) и 2G2(q).
Несмотря на то, что существование подходящих реберно симметричных пре-
тендентов обеспечивалось конструкцией графов смежных классов, вопрос, яв-
ляются ли эти графы дистанционно регулярными или нет (за исключением
некоторых примеров для малых значений q, которые были построены автора-
ми [6] с помощью компьютерной системы GAP [33]), оставался открытым.

В § 3.1 доказано, что в некоторых случаях эти реберно симметричные графы
в самом деле являются дистанционно регулярными. А именно, доказана тео-
рема 3.1, в которой представлены два бесконечных семейства антиподальных
дистанционно регулярных графов диаметра 3 с λ = µ, связанных с группами
Судзуки Sz(q) и группами Ри 2G2(q), где q = 22n+1 > 2 или q = 32n+1 > 3
соответственно. Эти семейства дистанционно регулярных графов были впер-
вые открыты автором диссертации в [77]. Предложенный в [77] метод доказа-
тельства дистанционной регулярности графов смежных классов групп Sz(q) и
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2G2(q) также оказался новым. Он основан на изучении канонической формы
элементов в данных группах, которая в свою очередь, определяет локальное
строение этих графов.
Tеорема 3.1. Пусть G ∈ {Sz(q), 2G2(q)}, где q — степень простого числа
p, S ∈ Sylp(G) и q > 3. Пусть g — это инволюция из G − NG(S), ⟨h⟩ — это
подгруппа нечетного индекса r > 1 из NG(S) ∩ NG(S)

g и H = S⟨h⟩. Тогда
Γ(G,H,HgH) — это реберно симметричный антиподальный дистанционно
регулярный граф с массивом пересечений

(1) {q2, (q2 − 1)(r − 1)/r, 1; 1, (q2 − 1)/r, q2} при G = Sz(q), или

(2) {q3, (q3 − 1)(r − 1)/r, 1; 1, (q3 − 1)/r, q3} при G = 2G2(q),

и Γ(G,H,HgH) не зависит (с точностью до изоморфизма) от выбора инво-
люции g ∈ G−NG(S).

Далее в § 3.1 для группы G и ее подгруппы H, определенных как в теоре-
ме 3.1 для r = (q − 1)2′, исследована шурова схема отношений группы G на
множестве ее правых смежных классов по H. Оказывается, что граф некоторо-
го базисного отношения этой схемы эквивалентен графу смежных классов из
заключения теоремы 3.1 для данных G и r. Там же определены ее числа пере-
сечений и получено доказательство дистанционной регулярности такого графа
как следствие найденных свойств схемы. Эти результаты опубликованы в [69].

В § 3.2 доказана теорема 3.3, в которой классифицируются антиподальные
дистанционно регулярные графы диаметра 3 с r > 2, которые допускают флаг-
транзитивное действие группы SU3(q). Этот результат получен в работе автора
диссертации [73] с применением модификации метода анализа графов смежных
классов, разработанного для доказательства теоремы 3.1 в [77].
Tеорема 3.3. Предположим, что группа G ∈ {U3(q), SU3(q)}, где q — сте-
пень простого числа p, действует флаг-транзитивно на антиподальном ди-
станционно регулярном графе Γ диаметра 3 с индексом антиподальности
r > 2. Пусть S ∈ Sylp(G) и H — это подгруппа из NG(S) индекса r. Пусть g
— это 2-элемент из G−NG(S) такой, что g2 ∈ H. Тогда имеет место одна
из следующих возможностей.

(1) r делит q + 1, Γ ≃ Γ(G,H,HgH), Γ имеет массив пересечений {q3, (r −
1)(q+1)(q2− 1)/r, 1; 1, (q+1)(q2− 1)/r, q3} и g — инволюция при четном
q или элемент порядка 4 при нечетном q.

(2) r — нечетный делитель числа q− 1, Γ ≃ Γ(G,H,HgH), Γ имеет массив
пересечений {q3, (q3 − 1)(r − 1)/r, 1; 1, (q3 − 1)/r, q3} и g — инволюция.

Также в § 3.2 были найдены все допустимые q и r, при которых дистанционно
регулярный граф смежных классов из заключения теоремы 3.3 существует для
данной группы G.

Одним из следствий теорем 3.1 и 3.3 является предложение 3.4, доказы-
ваемое в § 3.3. В нем классифицированы графы D2·χ(G)-инволюций группы
G ∈ {L2(q), Sz(q), U3(q)}, где q = 2n > 2 и

χ(G) =

{
5, если G = Sz(q)

3, если G ∈ {L2(q), U3(q)}
.
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В статье М. Джудичи и Э. Девиллерс [31] была предложена задача описа-
ния графов S3-инволюций конечных простых групп и исследованы графы
S3-инволюций групп L2(2

n) (см. [31, теоремы 3.11, 3.12]). Предложение 3.4
существенно уточняет эти результаты и решает указанную задачу в случае
G = U3(2

n).
Предложение 3.4. Пусть G ∈ {L2(q), Sz(q), U3(q)}, q = 2n > 2 и ∆ —
это орбитал группы G на множестве Ω ее инволюций, содержащий точку
(x1, x2) такую, что [x1, x2] ̸= 1. Тогда граф Γ на Ω, в котором вершины y1 и
y2 смежны тогда и только тогда, когда (y1, y2) ∈ ∆, является реберно сим-
метричным антиподальным дистанционно регулярным графом с массивом
пересечений

(1) {q3, q3 − q2 − q − 2, 1; 1, q2 + q + 1, q3} при G = U3(q),

(2) {q2, q2 − q − 2, 1; 1, q + 1, q2} при G = Sz(q), или

(3) {q, q−2, 1; 1, 1, q} при G = L2(q) (в этом случае Γ изоморфен графу Мэто-
на M(q, q − 1) (с таким же массивом пересечений)),

и не зависит (с точностью до изоморфизма) от выбора точки (x1, x2). В
частности, граф Γ изоморфен графу на Ω, в котором вершины y1 и y2 смеж-
ны тогда и только тогда, когда |y1y2| = χ(G) (что эквивалентно тому, что
⟨y1, y2⟩ ∈ S, где S — (единственный) класс сопряженных диэдральных под-
групп порядка 2 · χ(G) группы G).

Результат предложения 3.4 для групп G = L2(2
n) был ранее частично дока-

зан в [8], но изоморфизм Γ ≃ M(q, q − 1) показан именно в работе [73] автора
диссертации. Отметим, что предложение 3.4 может быть полезным при иссле-
довании других графов на классе инволюций группы G, например, ее графов
π-локального слияния (см. [15]).

Далее в § 3.3 представлены некоторые похожие конструкции графов на мно-
жестве Ω неединичных элементов из центров силовских p-подгрупп группы
G ∈ {2G2(q), U3(q)}, где q > 3 — это степень простого нечетного числа p и q ≡ 3
(mod 4), эквивалентные конструкциям дистанционно регулярных графов из
теорем 3.1 и 3.3. Для каждого элемента x ∈ Ω пару элементов {x, x−1} будем
называть инверсной и обозначать через ω(x). Пусть S,Q ∈ Sylp(G), S ̸= Q,
x ∈ S∩Ω и y ∈ Q∩Ω. Упорядоченную пару элементов (x, y) будем называть s-
отличимой, если y — это единственный элемент из Ω∩Q со свойством |xy| = s.

Предложение 3.5. Пусть G ∈ {U3(q),
2G2(q)}, q > 3, q ≡ 3 (mod 4) и ∆ —

орбитал группы G на Ω, содержащий точку (x1, x2) такую, что [x1, x2] ̸= 1.
Тогда граф Γ на множестве инверсных пар группы G, в котором вершины
ω(y1) и ω(y2) смежны тогда и только тогда, когда ∆ содержит (y1, y2) или
(y1, y

−1
2 ), является реберно симметричным антиподальным дистанционно ре-

гулярным графом с массивом пересечений

{q3, q3 − 2q2 − 2q − 3, 1; 1, 2(q2 + q + 1), q3}
и не зависит (с точностью до изоморфизма) от выбора точки (x1, x2). Кро-
ме того, если (x1, x2) — это s-отличимая пара, то вершины ω(y1) и ω(y2)
смежны в Γ тогда и только тогда, когда |y1y2| = s или |y1y−1

2 | = s.
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Там же показано, что для минимальных значений q группа G из предло-
жения 3.5 обладает s-отличимой парой в случаях, когда G = 2G2(27) и s = 9
или G = U3(7) и s ∈ {3, 4, 6, 14}. Эти результаты главы 3 опубликованы в
статьях [77, 73].

В § 3.4 исследовано локальное строение графов Мэтона четной степени (ко-
торые ввиду предложения 3.4 являются фактор-графами графов S3-инволюций
групп L2(2

n)) и выделены несколько бесконечных серий локально ∆-графов
из этого семейства графов, где ∆ — это сильно регулярный граф, являю-
щийся объединением аффинно полярных графов типа “-” (изоморфных гра-
фу VO−(4, 2t/2)), псевдогеометрический граф для pGl(s, l) или граф ранга 3,
реализуемый с помощью конструкции Ван-Линта–Шрайвера.
Теорема 3.6. Пусть q = 22t > 2, t ∈ N и r — это неединичный дели-
тель числа q − 1. Пусть M(q, r) — это граф Мэтона c массивом пересече-
ний {q, (r − 1)(q − 1)/r, 1; 1, (q − 1)/r, q} и ∆ — это локальный подграф графа
M(q, r). Тогда ∆ — это реберно симметричный граф и справедливы следующие
утверждения.

(1) Если r делит 2t + 1, то либо
(i) r = 2t + 1 и ∆ — объединение 2t изолированных 2t-клик, либо
(ii) r < 2t + 1 и ∆ — сильно регулярный граф с параметрами

(
22t, (2t+1)(2t−1)/r, ((2t+1)/r−1)((2t+1)/r−2)+2t−2, (2t+1)/r((2t+1)/r−1)

)
.

(2) Если t четно и r делит 2t/2 + 1, то либо
(i) r = 2t/2 + 1 и ∆ — сильно регулярный граф с параметрами

(
22t, (2t/2 − 1)(2t + 1), 2t/2 − 2, 2t/2(2t/2 − 1)

)
,

изоморфный аффинно полярному графу VO−(4, 2t/2), либо
(ii) r < 2t/2 + 1 и ∆ — сильно регулярный граф с параметрами

(
22t, z(2t/2−1)(2t+1), z(2t/2−1)(3+z(2t/2−1))−2t, z(2t/2−1)(1+z(2t/2−1))

)
,

являющийся объединением z = (2t/2 + 1)/r графов, изоморфных аффинно по-
лярному графу VO−(4, 2t/2).

(3) Если r — простой делитель числа q − 1, 2 — примитивный элемент
по модулю r и (r − 1) делит 2t, то ∆ — сильно регулярный граф (ранга 3) с
параметрами
(
22t, (22t− 1)/r, (22t− 3r+1+ ϵ(r− 1)(r− 2)2t)/r2, (22t− r+1− ϵ(r− 2)2t)/r2

)
,

где ϵ = (−1)2t/(r−1)+1, реализуемый с помощью конструкции Ван-Линта–
Шрайвера.

В § 3.4 также доказана характеризуемость некоторых графов Мэтона своими
массивами пересечений в классе вершинно-транзитивных графов.
Теорема 3.7. Пусть Γ — вершинно-транзитивный дистанционно регуляр-
ный граф с массивом пересечений {n− 1, (r− 1)c2, 1; 1, c2, n− 1} и n = rc2 + 2
— простое число Ферма. Если число r — простое, то граф Γ изоморфен графу
Мэтона (с тем же массивом пересечений).
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Эти результаты опубликованы в статье [75].
В § 3.5 исследуется вопрос о единственности реберно симметричного анти-

подального д.р.г. диаметра 3 с массивом пересечений {27, 24, 1; 1, 8, 27} (суще-
ствование такого графа следует из результатов § 3.2). Этот вопрос представляет
отдельный интерес для последующей классификации реберно симметричных
антиподальных д.р.г. диаметра 3, проводимой в главе 4. Так, в § 3.5 доказано
предложение 3.8, характеризующее автоморфизмы простых порядков гипоте-
тического д.р.г. с массивом пересечений {27, 24, 1; 1, 8, 27}, и с его помощью —
теорема 3.9, которая дает положительное решение указанного вопроса.
Теорема 3.9. Пусть Γ — реберно симметричный дистанционно регулярный
граф с массивом пересечений {27, 24, 1; 1, 8, 27} и G = Aut(Γ). Пусть U =
U3(3), S,Q ∈ Syl3(U), S ̸= Q, L = NU(S)∩NU(Q) и g — это элемент порядка
4 из NU(L)− L. Положим H = S⟨g2⟩. Тогда Γ ≃ Γ(U,H,HgH) и G′′ ≃ U .

Этот результат опубликован в статье [80]. Все результаты главы 3 получены
автором лично.

В главе 4 завершена классификация реберно симметричных антиподаль-
ных д.р.г. Γ диаметра 3 в почти простом случае для Aut(Γ)Σ. Для этого, с
учетом результатов главы 3 и работ [6, 62] оставалось классифицировать гра-
фы Γ с r /∈ {2, k}, λ ̸= µ и µ > 1. Соответствующий результат представлен в
теореме 4.1.
Теорема 4.1. Пусть Γ — это реберно симметричный антиподальный ди-
станционно регулярный граф с массивом пересечений {k, (r − 1)µ, 1; 1, µ, k},
где r /∈ {2, k} и λ ̸= µ. Пусть G = Aut(Γ), Σ — это множество антиподаль-
ных классов графа Γ и GΣ — это группа подстановок, индуцируемая группой G
на Σ. Предположим, что цоколь Soc(GΣ) группы GΣ является простой неабе-
левой группой. Тогда Soc(GΣ) ≃ U3(q) и G содержит нормальную подгруппу,
изоморфную группе U3(q) или SU3(q), которая действует транзитивно на
дугах графа Γ, k = q3, µ = (q + 1)(q2 − 1)/r и r делит q + 1.

В § 4.1 – § 4.3 теорема 4.1 доказывается при условии, что пара (Soc(GΣ), |Σ|)
отлична от (Ld(q),

qd−1
q−1 ), где d ≥ 3. В § 4.1 и § 4.2 с применением теоремы 3.3

и методов ее доказательства для K := CG(Γ) рассмотрены случаи K = 1 и
1 < |K| < r соответственно. В § 4.3 исследован случай |K| = r. Для доказа-
тельства теоремы 4.1 в этом случае строение группы G удается восстановить по
Soc(GΣ) в наиболее частой ситуации, когда |K| не превосходит степени мини-
мального подстановочного представления группы Soc(GΣ) и мультипликатор
Шура группы Soc(GΣ) является циклическим. При этом оказывается, что пол-
ный прообраз группы Soc(GΣ) в G является произведением подгруппы K и
нормальной компоненты L группы G, являющейся накрывающей группой для
Soc(GΣ). С учетом результатов классификации минимальных подстановочных
представлений конечных простых 2-транзитивных групп (см. [4, 3]) и класси-
фикации их мультипликаторов Шура (см. [2]), дальнейшие рассуждения уда-
ется свести к рассмотрению случая Soc(GΣ) ≃ U3(q), в котором L ≃ U3(q) или
SU3(q).

Этот результат получен совместно с Махневым А.А. и Падучих Д.В. и опуб-
ликован в статье [72], при этом вклад автора диссертации решающий.

Случай (Soc(GΣ), |Σ|) = (Ld(q),
qd−1
q−1 ), где d ≥ 3, потребовал отдельного
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рассмотрения и был исключен в § 4.4. Этот результат получен совместно с
Махневым А.А. с превалирующим вкладом автора диссертации и опубликован
в статье [74].

В итоге, комбинация результатов глав 3, 4, [62, теорема 2], [6, теорема] и
[19, предложение 12.5.3] дает теорему 4.2, представленную в [81, теорема 2.4.1].
Теорема 4.2. Пусть Γ — это реберно симметричный антиподальный ди-
станционно регулярный граф диаметра 3 с массивом пересечений {k, (r −
1)µ, 1; 1, µ, k}, где r /∈ {2, k}, G = Aut(Γ) и Σ — это множество антиподаль-
ных классов графа Γ. Предположим, что цоколь Soc(GΣ) группы подстановок
GΣ, индуцируемой группой G на Σ, является простой неабелевой группой. То-
гда G содержит нормальную подгруппу, накрывающую для Soc(GΣ), которая
действует транзитивно на дугах графа Γ, и четверка (Soc(GΣ), k, r, µ) одна
из следующих:

(1) (L2(q), q, r,
q−1
r ), где q ≥ 4, число r делит q−1

(2,q−1) (Γ — граф из конструкции
Мэтона [19, предложение 12.5.3]);

(2) (U3(q), q
3, r, q

3−1
r ), где q ≥ 4, число r нечетно и делит q − 1 (Γ — граф

из конструкции Броувера [20, предложение 12.5.4], см. также теоре-
му 3.3);

(3) (Sz(q), q2, r, q
2−1
r ), где q ≥ 8, число r делит q − 1 (см. теорему 3.1);

(4) (2G2(q), q
3, r, q

3−1
r ), где q ≥ 27, число r делит q−1

2 (см. теорему 3.1);

(5) (U3(q), q
3, r, (q+1)(q2−1)

r ), где q ≥ 3, число r делит q+1
(2,q+1) (Γ — граф из кон-

струкции Камерона [25, предложение 5.1], см. также теорему 3.3);

(6) (U3(q), q
3, r, (q+1)(q2−1)

r ), где q ≥ 3, число r делит q+1, а числа q и (q+1)/r
нечетны (см. теорему 3.3);

Для каждой фиксированной допустимой четверки (Soc(GΣ), k, r, µ) граф Γ
существует и является единственным (с точностью до изоморфизма).
Глава 5 посвящена исследованию групп автоморфизмов графов Γ со свой-

ством (∗). Мы будем говорить, что абелев недвудольный антиподальный д.р.г.
Γ диаметра 3 является минимальным и имеет тип (Tx), а также обозначать
его через Γ( G,X,K), где K := CG(Γ) ≤ X ≤ G ≤ Aut(Γ), если группа K

элементарная абелева, группа G транзитивна на вершинах и индуцирует при-
митивную почти простую группу подстановок на множестве антиподальных
классов с цоколем T такую, что T ≃ X/K и тройка ( G,X,K) удовлетворяют
условию (Tx) из следущего списка:

(T1) либо (i) X = K × X ′ и X ′ ≃ T , либо (ii) X — квазипростая группа с
центром K;

(T2) T действует точно на K.
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В § 5.1 доказывается предложение 5.1, которое позволяет свести классифика-
цию абелевых графов Γ со свойством (∗) к рассмотрению соответствующих
им минимальных графов. В § 5.2 устанавливаются некоторые общие свойства
абелевых графов Γ со свойством (∗) при условии rk(GΣ) = 3 и доказывается
теорема 5.3, которая дает ограничения на спектр и параметры графа Γ, множе-
ство вершин или ребер которого допускает некоторые равномерные разбиения
на орбиты подгрупп из G. § 5.3 посвящен описанию минимальных абелевых
графов Γ со свойством (∗) при условии, что rk(GΣ) = 3 (предложения 5.4 и
5.6). Сначала в § 5.3 доказывается, что если полный прообраз группы Soc(GΣ)
в G не является квазипростой группой, то выполнено хотя бы одно из следую-
щих утверждений: (i) Γ имеет вершинно-транзитивную группу автоморфизмов,
изоморфную группе Soc(GΣ), (ii) Γ является графом Тейлора (и его параметры
k, r и µ могут быть выражены при помощи параметров графов ранга 3, ассоци-
ированных с GΣ), (iii) rk(Soc(GΣ)) > 3, (iv) степень dmin(Soc(G

Σ)) минималь-
ного подстановочного представления группы Soc(GΣ) не превосходит числа r.
Вместе с тем приводится ряд примеров минимальных графов Γ(G,X,K) типа
(T1). Затем уточняется строение группы Soc(GΣ), а также параметры и спектр
графа Γ при условии, что группа G квазипроста. Поскольку перечисленные ре-
зультаты слишком многочисленны и требуют введения объемных технических
определений, мы ограничимся лишь изложением основных следствий из них,
полученных в диссертации. Так, с применением методов исследования абелевых
антиподальных д.р.г. диаметра 3, предложенных в § 5.1 – § 5.3, в заключитель-
ном § 5.4 классифицированы абелевы графы Γ со свойством (∗) при условии,
что rk(GΣ) = 3 и Soc(GΣ) является спорадической простой группой (теорема
5.7 и следствие 5.9). Сформулируем основные утверждения из § 5.4.

Теорема 5.7. Предположим, что Γ = Γ( G,X,K) является абелевым ми-
нимальным антиподальным дистанционно регулярным графом диаметра 3 с
массивом пересечений {k, (r−1)µ, 1; 1, µ, k}, rk( GΣ) = 3 и Soc( GΣ) — споради-
ческая простая группа. Тогда K = Z(X) и выполняется одно из следующих
утверждений:

(S1) X ′ действует интранзитивно на вершинах графа Γ, G = X, X ′ ≃ M22,
k = 175, r = 2, Γ — дистанционно-транзитивный граф Тейлора с µ ∈
{72, 102} и Aut(Γ) = HiS ×K;

(S2) X — квазипростая группа, r = 2 и либо X = Z2.M22, k = 175 и {λ, µ} =
{72, 102}, либо X = Z2.F i22, k = 3509 и {λ, µ} = {1600, 1908}.

Граф Тейлора из п. (S1) заключения теоремы 5.7 существует, известен и для
каждого фиксированного набора параметров k, r и µ является единственным
(с точностью до изоморфизма) дистанционно-транзитивным графом с таким
массивом пересечений (см., например, [36]). Существование графов Тейлора из
п. (S2) заключения теоремы 5.7, равно как и накрытий, описываемых далее в
следствии 5.9, неизвестно.
Следствие 5.9. Предположим, что Γ является абелевым недвудольным ан-
типодальным дистанционно регулярным графом диаметра 3 с массивом пе-
ресечений {k, (r− 1)µ, 1; 1, µ, k} со свойством (∗) и T := Soc(Aut(Γ)Σ) — спо-
радическая простая группа ранга 3. Тогда Γ является (r/2)-накрытием гра-

23



фа Тейлора из п. (S2) заключения теоремы 5.7 и либо T ≃ M22, k = 175 и
rµ/2 ∈ {72, 102}, либо T ≃ Fi22, k = 3509 и rµ/2 ∈ {1600, 1908}.

Результаты главы 5 получены автором лично и опубликованы в статье [66].
Глава 6 посвящена классификации реберно симметричных дистанционно

регулярных антиподальных накрытий графов эрмитовых форм Herm(2, q2), а
также исследованию групп автоморфизмов антиподальных плотных графов
диаметра 4 и их локальных подграфов.

В § 6.1 исследуются реберно симметричные антиподальные дистанционно
регулярные накрытия графов эрмитовых форм Herm(2, q2), группа автомор-
физмов которых индуцирует группу ранга 3 на антиподальном частном, и до-
казывается
Теорема 6.1. Пусть Γ — это реберно симметричный антиподальный ди-
станционно регулярный граф диаметра 4, антиподальное частное Γ̄ которо-
го изоморфно графу эрмитовых форм Herm(2, q2). Если группа G = Aut(Γ)
индуцирует группу ранга 3 на Γ̄, то Γ — один из следующих графов:

(1) граф Уэлса (2-накрытие графа Γ̄ ≃ Herm(2, 22) с параметрами
(16, 5, 0, 2));

(2) граф смежных классов укороченного тернарного кода Голея (3-накрытие
графа Γ̄ ≃ Herm(2, 32) с параметрами (81, 20, 1, 6)).

Теорема 6.1 получена в неразделимом соавторстве с Махневым А.А. и Па-
дучих Д.В. и опубликована в статье [78].

Последующие § 6.2, § 6.3 и § 6.4 посвящены исследованию групп автоморфиз-
мов AT4(p, p+2, r)-графов. В § 6.2 исследована группа автоморфизмов сильно
регулярного графа с параметрами

(
(p+2)(p2+4p+2), p(p+3), p−2, p

)
, получены

ограничения на простой спектр группы автоморфизмов AT4(p, p+2, r)-графа,
и доказаны теорема 6.2 и следствие 6.3. Далее для натурального числа n через
π(n) обозначается множество его простых делителей. Простой спектр π(|G|)
конечной группы G кратко обозначается через π(G).
Теорема 6.2. Пусть Γ — AT4(p, p+2, r)-граф, {a, b} — его ребро и G = Aut(Γ).
Тогда Ga действует точно как на Γ1(a), так и на Γ2(a), и если p — степень
простого числа, p > 2, то π(Ga,b) ⊆ {2, 3, ..., p}.
Следствие 6.3. Предположим, что Γ — это реберно симметричный
AT4(p, p + 2, r)-граф, где p — степень простого числа, p > 2, и пусть
G = Aut(Γ). Тогда π

(
(p+ 2)(p2 + 4p+ 2)(p+ 1)(p+ 4)

)
⊆ π(G) ⊆ {2, 3, ..., p} ∪

π
(
(p+2)(p2 +4p+2)(p+1)(p+4)

)
. Если к тому же числа p+2 и p2 +4p+2

— простые, то для любой вершины a графа Γ группа Ga почти проста.
Следствие 6.3 позволяет определить строение допустимых групп автомор-

физмов реберно симметричных AT4(p, p+2, r)-графов для простых чисел p+2
и p2 +4p+2, не превосходящих 1000, в случае, если p — степень простого чис-
ла. С его помощью и на основе классификации [65] конечных простых групп,
максимальный элемент простого спектра которых не превосходит 1000, в § 6.2
установлено, что справедлива
Теорема 6.4. AT4(p, p + 2, r)-графы c p ∈ {11, 17, 27} не являются реберно
симметричными.
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Эти результаты получены автором лично и опубликованы в статье [67].
В [7] получено описание наборов допустимых параметров AT4(p, p + 2, r)-

графов небольшой степени. В частности, в [7, теорема 3] показано, что r ∈
{3, 6} в случае p = 5 и r ∈ {4, 8} в случае p = 7. В § 6.3 – § 6.4 исследуются
группы автоморфизмов гипотетических AT4(p, p+2, r)-графов и их локальных
подграфов для p ∈ {5, 7}.
Теорема 6.5. Пусть Γ — это дистанционно регулярный граф с массивом
пересечений

{329, 288, (r − 1)84/r, 1; 1, 84/r, 288, 329},
r ∈ {3, 6} и G = Aut(Γ). Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 47} и группа G интранзи-
тивна на дугах графа Γ.
Теорема 6.6. Пусть Γ — это дистанционно регулярный граф с массивом
пересечений

{711, 640, (r − 1)144/r, 1; 1, 144/r, 640, 711},
r ∈ {4, 8} и G = Aut(Γ). Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 79} и группа G интран-
зитивна на дугах графа Γ.

Каждый локальный подграф AT4(p, p + 2, r)-графа сильно регулярен с па-
раметрами (329, 40, 3, 5) при p = 5 или с параметрами (711, 70, 5, 7) при p = 7.
Оба этих набора параметров входят в список Броувера [23] параметров неболь-
ших сильно регулярных графов, вопрос существования которых до сих пор
остается нерешенным. В главе 6 доказаны следующие две теоремы.
Теорема 6.7. Пусть Θ — сильно регулярный граф с параметрами
(329, 40, 3, 5). Тогда группа Aut(Θ) интранзитивна на вершинах графа Θ и
π(Aut(Θ)) ⊆ {2, 3, 5, 7, 47}.
Теорема 6.8. Пусть Θ — это сильно регулярный граф с параметрами
(711, 70, 5, 7). Тогда группа Aut(Θ) интранзитивна на вершинах графа Θ и
π(Aut(Θ)) ⊆ {2, 3, 5, 7, 79}.

Эти результаты получены автором лично и опубликованы в статьях [70, 71].
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