
На правах рукописи

Соколов Евгений Викторович

АППРОКСИМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА
СВОБОДНЫХ КОНСТРУКЦИЙ ГРУПП

1.1.5. Математическая логика, алгебра,
теория чисел и дискретная математика

АВТОРЕФЕРАТ
диссертации на соискание ученой степени
доктора физико-математических наук

Новосибирск – 2022



Работа выполнена в Федеральном государственном бюджетном образова-
тельном учреждении высшего образования «Ивановский государственный
университет»

Научный консультант:

доктор физико-математических наук, профессор
Молдаванский Давид Ионович

Официальные оппоненты:

Бардаков Валерий Георгиевич,
доктор физико-математических наук, доцент, Федеральное государствен-
ное бюджетное учреждение науки Институт математики им. С. Л. Собо-
лева Сибирского отделения Российской академии наук, главный научный
сотрудник лаборатории обратных задач математической физики

Тимошенко Евгений Иосифович,
доктор физико-математических наук, профессор

Шлепкин Алексей Анатольевич,
доктор физико-математических наук, доцент, Федеральное государствен-
ное автономное образовательное учреждение высшего образования «Си-
бирский федеральный университет», доцент кафедры прикладной мате-
матики и компьютерной безопасности Института космических и инфор-
мационных технологий

Ведущая организация:

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение
высшего образования «Московский государственный университет
имени М. В. Ломоносова»

Защита состоится 31 марта 2023 года в 14:00 на заседании диссертацион-
ного совета Д 24.1.074.02 при Федеральном государственном бюджетном
учреждении науки Институте математики им. С. Л. Соболева Сибирского
отделения Российской академии наук по адресу: пр. Академика Коптю-
га, 4, Новосибирск, 630090.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке и на сайте Федерально-
го государственного бюджетного учреждения науки Института математи-
ки им. С. Л. Соболева Сибирского отделения Российской академии наук,
http://math.nsc.ru.

Автореферат разослан « » 2023 года

Ученый секретарь
диссертационного совета
д.ф.-м.н. Ф. А. Дудкин

http://math.nsc.ru


Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Напомним, что группа X на-
зывается аппроксимируемой классом групп C относительно отношения θ,
если для любых элементов и множеств элементов данной группы, не состо-
ящих в отношении θ, найдется гомоморфизм группы X на группу из клас-
са C, при котором образы указанных элементов и множеств по-прежнему
не состоят в отношении θ. Если θ — это отношение вхождения элемента
в заданное подмножество Y , то говорят об отделимости (соответствую-
щим классом групп) подмножества Y . Аппроксимируемость классом всех
конечных групп (относительно любого отношения) принято называть фи-
нитной.

Хорошо известно, что если группа X конечно определена, то из ее
финитной аппроксимируемости относительно θ следует разрешимость ал-
горитмической проблемы, состоящей в определении того, находятся ли за-
данные элементы и подмножества группы X в отношении θ. Именно это
обстоятельство послужило причиной для начала интенсивных и системати-
ческих исследований аппроксимационных свойств групп, продолжающихся
до сих пор. Однако, в настоящее время известен и целый ряд других при-
менений указанных свойств; некоторые из них описываются ниже.

Финитная аппроксимируемость (относительно равенства элементов)
тесно связана с такими свойствами, как хопфовость, линейность, гипер-
боличность и локальная разрешимость. Из финитной аппроксимируемо-
сти конечно порожденной группы следует финитная аппроксимируемость
ее группы автоморфизмов. Известные критерии финитной аппроксимиру-
емости и описания конечных гомоморфных образов могут служить целям
классификации групп и их подгрупп.

Аппроксимируемость конечными p-группами для всех p из некоторо-
го бесконечного множества простых чисел означает упорядочиваемость
и, в некоторых случаях, нильпотентность группы. Почти аппроксимиру-
емость групп конечными p-группами (или даже конечными P-группами
для некоторого множества P простых чисел) может оказаться достаточной
для доказательства финитной аппроксимируемости свободной конструк-
ции, построенной из этих групп, в то время как из одной лишь финитной
аппроксимируемости указанных групп аппроксимируемость конструкции
вывести не удается. Известные необходимые и достаточные условия ап-
проксимируемости конечными p-группами очень сильно упрощают иссле-
дования нильпотентной аппроксимируемости конечно порожденных групп.

Аппроксимируемость нильпотентными и разрешимыми группами име-
ет приложения в теории многообразий и CW-комплексов, используется
при изучении групп кос, узлов и зацеплений. Кроме того, аппроксими-
руемость нильпотентными группами без кручения является необходимым
условием аппроксимируемости свободными группами.
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Финитная аппроксимируемость относительно сопряженности конечно
порожденной группы X в сочетании с некоторыми свойствами автомор-
физмов этой группы обеспечивает финитную аппроксимируемость (отно-
сительно равенства) группы внешних автоморфизмов OutX. Известен ча-
стичный аналог данного утверждения для случая аппроксимируемости ко-
нечными p-группами.

Отделимость объединенных или связанных подгрупп почти всегда яв-
ляется одним из необходимых и/или достаточных условий аппроксимируе-
мости (относительно равенства) свободных конструкций групп. Аналогич-
ные взаимосвязи существуют между аппроксимируемостью и отделимо-
стью относительно сопряженности (последняя обозначает аппроксимируе-
мость относительно сопряженности элемента группы с одним из элементов
заданной подгруппы).

Таким образом, свойства аппроксимируемости различными классами
группотносительноразличныхотношенийсущественновзаимосвязаныиоб-
ладают многочисленными применениями в математической логике, алгеб-
ре и геометрии.

Свободные конструкции групп (свободные, древесные и полигональ-
ные произведения, HNN-расширения, фундаментальные группы графов
групп и др.) естественным образом возникают в топологии и играют важ-
ную роль как в комбинаторной, так и в геометрической теории групп, во-
первых, выступая в качестве средства построения новых групп с желаемы-
ми свойствами и, во-вторых, обеспечивая возможность изучения заданной
группы путем ее представления в виде конструкции, составленной из более
просто устроенных или лучше изученных групп. Например, одним из клю-
чевых моментов в доказательстве почти аппроксимируемости конечными
p-группами групп 3-мерных многообразий является возможность описа-
ния структуры последних в виде фундаментальных групп графов групп.
Поэтому изучение аппроксимируемости свободных конструкций групп от-
носительно различных отношений составляет немаловажную часть иссле-
дований аппроксимационных свойств групп в целом.

Цели, задачи и методы исследования.Цель работы состояла в раз-
витии методов исследования аппроксимируемости свободных конструкций
групп различными, в первую очередь корневыми, классами групп и по-
лучении с помощью этих методов конкретных необходимых и/или доста-
точных условий аппроксимируемости. Здесь имеет смысл напомнить, что
согласно одному из равносильных определений класс групп C называет-
ся корневым, если он замкнут относительно взятия подгрупп, расширений
и декартовых произведений вида

∏
y∈Y Xy, где X,Y ∈ C и Xy — изоморф-

ная копия группы X для каждого y ∈ Y . Всюду далее будем предполагать,
что все рассматриваемые корневые классы нетривиальны, т. е. содержат
неединичные группы.
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Легко видеть, что корневыми являются классы всех конечных групп,
всех разрешимых групп, всех групп без кручения, конечных P-групп и пе-
риодических P-групп конечного периода для любого непустого множе-
ства P простых чисел. Нетрудно показать также, что пересечение любого
числа корневых классов — снова корневой класс. Таким образом, к чис-
лу корневых относятся многие аппроксимирующие классы групп, рассмат-
риваемые в литературе. Классы нильпотентных и свободных групп, то-
же нередко фигурирующие в подобном качестве, корневыми не являют-
ся. Однако, аппроксимируемость классом Fp конечных p-групп для всяко-
го простого числа p служит необходимым условием аппроксимируемости
свободными группами, а нильпотентная аппроксимируемость конечно по-
рожденной группы равносильна аппроксимируемости объединением

⋃
p Fp.

Поэтому утверждения об аппроксимируемости корневыми классами мо-
гут применяться и для доказательства аппроксимируемости свободными
и нильпотентными группами.

Основными задачами диссертации являлись
– совершенствование и применение методов изучения аппроксимируе-

мости относительно равенства корневыми классами групп свободных кон-
струкций групп;

– использование доказанных утверждений для исследования свойства
нильпотентной аппроксимируемости;

– получение базовых результатов об аппроксимируемости свободных
конструкций групп корневыми классами относительно сопряженности.

Кроме этого, ставилась задача изучения свойства отделимости под-
групп в абелевых, нильпотентных и разрешимых группах. Ее решение
необходимо как для уточнения полученных условий аппроксимируемости
свободных конструкций групп, так и в качестве задела для исследования
отделимости подгрупп указанных конструкций.

Перечисленные задачи с самого начала предполагалось решать путем
усовершенствования алгебраических методов исследования аппроксимиру-
емости свободных конструкций групп (относительно равенства и сопря-
женности) и их применения совместно с классическими методами комбина-
торной теории групп (такими как преобразования Тице, метод Рейдемей-
стера–Шрайера и др.). Помимо этого, в настоящей диссертации исполь-
зуются некоторые свойства абелевых и нильпотентных групп, описания
подгрупп свободных конструкций групп, ряд сведений о строении обоб-
щенных групп Баумслага–Солитэра и отдельные факты из элементарной
теории графов.

Степень разработанности темы исследования. Если говорить
об аппроксимационных свойствах групп в целом, то можно заметить, что
существует основной набор таких свойств, который изучается уже около
50 лет и интерес к которому пока не ослабевает. Выглядит он следующим
образом.
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1. Аппроксимируемость относительно равенства
– конечными группами;
– конечными p-группами;
– нильпотентными группами;
– разрешимыми группами;
– свободными группами.

2. Финитная аппроксимируемость относительно сопряженности.
3. Финитная отделимость подгрупп (как правило, определенного ти-

па, например, циклических, абелевых или конечно порожденных), а также
двойных смежных классов.

Количественное представление о существующем на момент написания
диссертации интересе к свойствам из данного набора можно составить,
анализируя статьи соответствующей тематики, опубликованные за пред-
шествующие 5 лет. Как и следовало ожидать, более 20% из них посвящены
изучению финитной аппроксимируемости. Второй по частоте встречаемо-
сти за тот же период оказалась финитная отделимость конечно порожден-
ных подгрупп (около 15%). Каждому из остальных свойств соответствует
примерно 5% статей. Среди групп и теоретико-групповых конструкций,
для которых исследовались аппроксимационные свойства, чаще всего фи-
гурировали свободные произведения с объединенной подгруппой и HNN-
расширения, группы многообразий, а также группы кос, узлов и зацеплений.

Приведенный набор постепенно расширяется за счет естественных ана-
логов и обобщений входящих в него свойств. Так, например, в 90-х годах
в связи с интенсивным изучением (применительно к свободным конструк-
циям групп) аппроксимируемости классом Fp конечных p-групп и финит-
ной аппроксимируемости относительно сопряженности в литературе стали
использоваться понятия Fp-отделимой и сопряженно финитно отделимой
подгруппы.

Описание известных результатов, касающихся всех перечисленных вы-
ше свойств, могло бы составить содержание отдельного исследования. По-
этому далее ограничимся рассмотрением аппроксимируемости относитель-
но равенства свободных конструкций групп: области, к которой относится
бо́льшая часть результатов настоящей диссертации.

Вопрос о том, при каких условиях заданная конструкция аппрокси-
мируется каждым из указанных выше классов групп, полностью иссле-
дован лишь для (обычного) свободного произведения групп. А именно,
для такого произведения получены критерии аппроксимируемости произ-
вольным корневым классом групп [8,39], нильпотентными группами [14,44]
и свободными группами [30]. Аппроксимационные свойства более сложно
устроенных свободных конструкций: свободного произведения групп с объ-
единенной подгруппой, древесного и полигонального произведений, HNN-
расширения, фундаментальной группы графа групп — удается исследо-
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вать, лишь накладывая различные дополнительные ограничения на вхо-
дящие в состав этих конструкций группы и объединенные или связанные
подгруппы. Для групп таким ограничением чаще всего служит принад-
лежность к классу абелевых, нильпотентных, разрешимых или свободных
групп, для подгрупп — конечность, цикличность, центральность или нор-
мальность. С учетом необычайного разнообразия формулировок уже дока-
занных утверждений логично предположить, что для перечисленных кон-
струкций никогда не будут получены критерии, столь же простые и уни-
версальные, как для свободного произведения групп. Скорее всего, их ис-
следование будет идти по пути постепенного расширения списка групп,
которые можно использовать для построения конструкции, и ослабления
накладываемых на эти группы и их подгруппы ограничений.

Среди аппроксимационных свойств свободных конструкций групп наи-
больший интерес всегда вызывала финитная аппроксимируемость. Вслед-
ствие высокой степени разработанности данной тематики темпы ее изуче-
ния постепенно снижаются. Из последних результатов, обобщающих зна-
чительное число доказанных ранее утверждений, следует отметить

– критерии финитной аппроксимируемости тубулярной (tubular) груп-
пы [41] и HNN-расширения с центральными связанными подгруппами [17];

– достаточные условия финитной аппроксимируемости нисходящих
HNN-расширений свободных и конечно порожденных линейных групп [35];

– цикл статей о финитной аппроксимируемости обобщенных свобод-
ных произведений и HNN-расширений разрешимых групп и групп конеч-
ного общего ранга [1–6].

Кроме этого, имеет смысл упомянуть результаты о финитной аппрок-
симируемости

– HNN-расширений с нормальными циклическими связанными под-
группами [56];

– автоморфно индуцированных HNN-расширений [45,46];
– полигональных произведений свободных групп [42];
– некоторых древесных произведений групп [47,57].
Вторым по частоте рассмотрения в литературе является свойство ап-

проксимируемости классом Fp конечных p-групп. В 90-х — 2000-х годах
с помощью критерия Fp-аппроксимируемости обобщенного свободного про-
изведения двух конечных групп [40] и аналога фильтрационной методи-
ки из [34] было получено достаточно много результатов об Fp-аппрокси-
мируемости обобщенных свободных и древесных произведений. Критерии
Fp-аппроксимируемости HNN-расширения конечной группы были найдены
в [16,29,51] и сформулированы в различных терминах. В [18,19] получены
также критерии Fp-аппроксимируемости HNN-расширения произвольной
группы с конечно порожденными центральными связанными подгруппами
и HNN-расширения конечно порожденной нильпотентной группы с конеч-
ными связанными подгруппами. Некоторые из описанных выше резуль-
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татов были распространены на фундаментальные группы произвольных
графов групп.

В 2010-х годах Fp-аппроксимируемость свободных конструкций групп
практически не исследовалась. Ей на смену пришла аппроксимируемость
классом FP конечных P-групп, где P — непустое множество простых чи-
сел. К настоящему времени многие из доказанных в этом направлении
утверждений распространены на случай корневого аппроксимирующего
класса, состоящего из периодических групп.

Если не учитывать результаты об аппроксимируемости конечными
p-группами и произвольными корневыми классами групп, то можно без тру-
да перечислить статьи, где изучалась аппроксимируемость свободных кон-
струкций групп разрешимыми или нильпотентными группами. В бо́льшей
части из них речь идет об обобщенном свободном произведении двух групп.
Единственным результатом об аппроксимируемости разрешимыми группа-
ми конструкции HNN-расширения является теорема 1.1 из [50], согласно
которой данным классом аппроксимируется произвольное HNN-расшире-
ние конечно порожденной абелевой группы. Критерии нильпотентной ап-
проксимируемости для HNN-расширений конечной и конечно порожденной
абелевой группы приводятся в [51]. Первый из них впоследствии был рас-
пространен на фундаментальные группы произвольных графов конечных
групп.

При исследовании аппроксимируемости свободными группами наряду
с классом RΦ групп, обладающих этим свойством, обычно рассматрива-
ется и класс FRΦ (fully residually free-групп), принадлежность которому
группы X означает, что для любого своего конечного подмножества Y она
обладает гомоморфизмом на свободную группу, действующим инъектив-
но на Y . Аппроксимируемость свободных конструкций групп свободными
группами изучалась, по-видимому, лишь в [30–33, 49, 55]. Вместе с тем,
за последние 25 лет было получено множество результатов о строении
и свойствах (включая проблему изоморфизма) конечно порожденных RΦ-
и FRΦ-групп. Вероятно, в некоторых конкретных случаях этих результа-
тов может оказаться достаточно для того, чтобы ответить на вопрос, при-
надлежит ли заданная конечно порожденная группа, представимая в виде
той или иной свободной конструкции, классу RΦ или FRΦ.

Начало систематическому исследованию аппроксимируемости свобод-
ных конструкций групп произвольными корневыми классами положила
статья [8], где установлено, в частности, что каждая свободная группа ап-
проксимируется любым корневым классом групп. После этого была в той
или иной степени изучена аппроксимируемость корневыми классами сле-
дующих свободных конструкций:

– свободного произведения двух групп с нормальными объединенны-
ми подгруппами [24,66];

– HNN-расширения с совпадающими связанными подгруппами [23,54];
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– HNN-расширения с центральными связанными подгруппами при ус-
ловии, что базовая группа принадлежит аппроксимирующему классу или
связанные подгруппы конечны [10];

– свободного произведения двух групп с объединенной подгруппой,
являющейся ретрактом хотя бы в одном из свободных множителей [21];

– древесного произведения, реберные подгруппы которого служат ре-
трактами в содержащих их вершинных группах [7, 22,26];

– автоморфно индуцированногоHNN-расширения с циклическими свя-
занными подгруппами [27].

Полученные результаты и некоторые технические приемы, наработан-
ные при их доказательстве, позволили установить критерии аппроксими-
руемости корневыми классами для

– групп Баумслага–Солитэра [25];
– групп Артина и групп Коксетера с древесной структурой [26].

Подводя итог данному обзору и оценивая место и перспективы ис-
следований аппроксимируемости свободных конструкций произвольными
корневыми классами групп, можно сделать следующие выводы.

1. К настоящему времени все наиболее естественные ограничения, ко-
торые можно было бы наложить на объединенные или связанные подгруп-
пы, по-видимому, уже рассмотрены. Поэтому, как правило, новые результа-
ты о финитной аппроксимируемости свободных конструкций групп полу-
чаются двумя путями. Первый из них состоит в рассмотрении (относитель-
но) простых конструкций (обобщенных свободных произведений и HNN-
расширений), в состав которых входят новые, более сложно устроенные
группы. Это направление исследований реализовано, например, в упомя-
нутых выше работах [1–6]. Поскольку для вновь рассматриваемых групп
условия аппроксимируемости произвольным корневым классом, скорее все-
го, неизвестны, рассматривать аппроксимируемость такими классами вме-
сто финитной в данном случае невозможно.

Второй путь — прямо противоположный: сложные конструкции стро-
ятся из простых, иногда совсем примитивных групп. Это направление тоже
является весьма перспективным, поскольку ряд известных групп получа-
ется именно таким способом. В качестве примеров можно привести обоб-
щенные группы Баумслага–Солитэра (представляющие собой фундамен-
тальные группы конечных графов групп с бесконечными циклическими
вершинными и реберными группами), тубулярные группы (отличающиеся
от обобщенных групп Баумслага–Солитэра тем, что вершинные группы яв-
ляются свободными абелевыми ранга 2), группы Артина с древесной струк-
турой (древесные произведения с циклическими реберными подгруппами,
в которых каждая вершинная группа — это либо обобщенное свободное
произведение двух бесконечных циклических групп, либо HNN-расшире-
ние бесконечной циклической группы). Для таких групп изучение аппрок-
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симируемости сразу произвольными корневыми классами групп выглядит
более реалистично и позволяет получить значительно больше результатов
ценой незначительных дополнительных усилий.

2. Исследования аппроксимируемости свободных конструкций ниль-
потентными, разрешимыми, свободными и конечными p-группами нахо-
дятся в состоянии стагнации. В первых трех случаях это связано с от-
сутствием подходящих методов, в четвертом — с большими технически-
ми трудностями, возникающими при использовании фильтрационной ме-
тодики в сочетании с критериями из [16, 40] (особенно при рассмотрении
древесных произведений и фундаментальных групп графов групп). Изуче-
ние аппроксимируемости произвольными корневыми классами уже сейчас
оживляет это направление, причем с технической точки зрения предла-
гаемый подход оказывается проще, чем упомянутые выше традиционные
исследования аппроксимируемости конечными p-группами.

Основные результаты диссертации, выносимые на защиту. Од-
ним из основных методов исследования аппроксимационных свойств сво-
бодных конструкций групп служит фильтрационный подход Г. Баумслага,
долгое время применявшийся для изучения аппроксимируемости указан-
ных конструкций классом всех конечных групп и некоторыми его подклас-
сами. Наиболее важным результатом настоящей диссертации является вы-
полненное в главе 2 обобщение данного метода на случай произвольного
корневого аппроксимирующего класса и фундаментальной группы любо-
го графа групп. Как отмечено ниже, предложенное обобщение упрощает
изучение аппроксимируемости свободных конструкций групп и позволяет
доказывать сразу несколько утверждений вместо одного. Подтверждени-
ем этому служат полученные в главах 3–5 результаты об аппроксимиру-
емости корневыми классами фундаментальных групп различных графов
групп с центральными реберными подгруппами. Для их доказательства
используются еще два вспомогательных метода, также входящие в число
основных результатов диссертации. Первый из них опирается на свойства
определяемых в главе 3 конструкций обобщенного прямого и обобщен-
ного свободного произведений, ассоциированных с графом групп, и при-
меняется для построения гомоморфизма фундаментальной группы графа
групп на группу из аппроксимирующего класса, действующего инъектив-
но на всех вершинных группах (отыскание таких гомоморфизмов является
одной из наиболее сложных задач, возникающих при использовании филь-
трационного подхода). Второй метод служит обобщением на случай про-
извольного корневого аппроксимирующего класса групп, замкнутого от-
носительно взятия фактор-групп, метода спуска и подъема совместимых
подгрупп, изначально предложенного Д. И. Молдаванским для исследо-
вания аппроксимируемости HNN-расширений с центральными связанны-
ми подгруппами классами всех конечных и конечных p-групп. В главе 4
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он применяется для сведе́ния задачи изучения аппроксимируемости рас-
сматриваемых HNN-расширений к аналогичной задаче для расщепляемых
расширений групп, являющейся в общем случае более простой.

С помощью перечисленных методов в диссертации получены
– критерий аппроксимируемости произвольным корневым классом фун-

даментальной группы графа изоморфных групп (теорема 2.4.3);
– достаточные условия аппроксимируемости корневыми классами фун-

даментальных групп графов групп с центральными реберными подгруп-
пами при условии, что указанные подгруппы в каждой вершинной груп-
пе пересекаются тривиально или граф содержит не более одного простого
цикла (теоремы 3.3.1, 3.3.2, 3.3.5, 3.3.6);

– достаточные условия аппроксимируемости корневыми классамиHNN-
расширений с центральными связанными подгруппами (теоремы 4.1.1–4.1.3);

– критерий аппроксимируемости корневым классом групп, замкнутым
относительно взятия фактор-групп, HNN-расширения с центральными цик-
лическими связанными подгруппами (теоремы 4.1.6–4.1.9);

– критерий аппроксимируемости обобщенной группы Баумслага–Со-
литэра корневым классом, состоящим из периодических групп, и доста-
точное условие аппроксимируемости той же группы корневым классом,
содержащим непериодические группы (теоремы 5.2.2, 5.2.3).

К числу основных результатов диссертации относятся также
– равносильные определения и некоторые другие свойства корневых

классов групп (§ 1.4);
– описания подгрупп, отделимых корневым классом, состоящим из пе-

риодических групп, в абелевых, нильпотентных и разрешимых группах
определенного вида, а также в группах, аппроксимируемых нильпотент-
ными и разрешимыми группами такого же вида (§§ 6.2, 6.3);

– критерии аппроксимируемости относительно сопряженности корне-
вым классом C, состоящим из конечных групп, расширения свободной груп-
пы при помощи C-группы и фундаментальной группы конечного графа
групп с конечными реберными подгруппами (теоремы 7.1.1, 7.1.3);

– критерии аппроксимируемости обобщенных групп Баумслага–Соли-
тэра классами всех нильпотентных групп, нильпотентных групп без кру-
чения и свободных групп (теоремы 8.1.3, 8.1.4).

Научная новизна, теоретическая и практическая значимость
работы. Диссертация носит теоретический характер. Существенной ее
особенностью является изучение аппроксимируемости не каким-то одним
конкретным классом групп, а сразу целым семейством классов, удовле-
творяющих определенному набору условий. Понятно, что данный подход
позволяет сэкономить усилия, доказывая «за раз» несколько утверждений
вместо одного. Более важно, однако, то, что он обладает следующими дву-
мя преимуществами.
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1. Благодаря фиксированному набору условий, предъявляемых к ап-
проксимирующим классам групп, получаемые результаты хорошо стыку-
ются друг с другом и позволяют постепенно продвигаться в направлении
усложнения рассматриваемых конструкций и ослабления ограничений, на-
кладываемых на группы, из которых они построены. Если в начале иссле-
дований аппроксимируемости произвольными корневыми классами речь
шла в основном об уточнении и обобщении известных фактов, то теперь
накопленный багаж позволяет доказывать, в том числе, и новые утверж-
дения о финитной аппроксимируемости групп.

2. Наличие для одной и той же группы сведений о ее аппроксими-
руемости классами групп из достаточно представительного семейства дает
возможность «зажать» очередной аппроксимирующий класс между двумя
другими, для которых необходимые и/или достаточные условия аппрокси-
мируемости уже известны. Это позволяет либо сразу получить результат
об аппроксимируемости новым классом, либо очень существенно сократить
число рассматриваемых случаев.

Еслисравниватьметодыисследованияаппроксимируемостипроизволь-
ными корневыми классами с доказательствами известных утверждений
об аппроксимируемости конкретными классами групп, то следует признать,
что при изучении свойства финитной аппроксимируемости они не дают за-
метного ускорения или упрощения. Гораздо лучше обстоит дело с аппрок-
симируемостью конечными p-группами. Обычно при исследовании этого
свойства применяют критерий Г. Хигмена [40] и другие аналогичные ре-
зультаты, вызывающие значительные трудности технического характера
в случае древесных произведений и более сложно устроенных фундамен-
тальных групп графов групп. Для таких конструкций использование лишь
свойств, которыми обладают все корневые классы, приводит не к уменьше-
нию, а, напротив, к увеличению числа получающихся результатов за счет
упрощения необходимых для их доказательства рассуждений. По похожим
причинам еще большего продвижения удается достигнуть при изучении ап-
проксимируемости разрешимыми группами. Как уже было отмечено вы-
ше, несмотря на наличие отдельных утверждений, достаточно универсаль-
ных методов исследования указанного свойства применительно к свобод-
ным конструкциям групп не существует. По-видимому, это связано с тем,
что наиболее известные характеристики разрешимых групп (такие, как на-
личие нормальных рядов с абелевыми факторами и т. п.) мало что дают
при подобных исследованиях. Использование вместо них свойств, прису-
щих всем корневым классам, оказывается более продуктивным и приводит
к кратному увеличению числа результатов в данной области.

Настоящая диссертация развивает описанные выше идеи, распростра-
няя методы исследования аппроксимируемости корневыми классами на
фундаментальные группы произвольных графов групп. Экономия усилий,

10



о которой шла речь выше, становится еще большей за счет использова-
ния введенного в главе 2 понятия допустимой системы совместимых под-
групп. Оно упрощает применение имеющихся результатов в случае измене-
ния ограничений, которым должна удовлетворять свободная конструкция
(подробнее об этом написано в § 2.1 диссертации).

Новыми утверждениями о финитной аппроксимируемости групп слу-
жат полученные в главе 3 достаточные условия аппроксимируемости кор-
невыми классами фундаментальных групп графов групп с тривиально пе-
ресекающимися центральными реберными подгруппами. Эти же теоремы,
а также ряд доказанных в главе 4 критериев аппроксимируемости HNN-
расширений с центральными связанными подгруппами дают неизвестные
ранее условия аппроксимируемости конечными p-группами, где p — про-
стое число. Что же касается аппроксимируемости классом всех разреши-
мых групп и различными его подклассами, то здесь новые результаты до-
ставляют практически все доказанные в диссертации утверждения об ап-
проксимируемости корневыми классами групп.

Упомянутый выше подход, состоящий в окружении аппроксимирую-
щего класса двумя другими, применяется, во-первых, в § 6.4 для снятия
с указанного класса требования замкнутости относительно взятия фак-
тор-групп и, во-вторых, в главе 8 для получения критерия нильпотентной
аппроксимируемости обобщенной группы Баумслага–Солитэра. Последний
пример особенно важен, так как показывает возможный путь исследования
нильпотентной аппроксимируемости свободных конструкций групп на ос-
нове известных утверждений об аппроксимируемости тех же конструкций
корневыми классами групп.

Таким образом, в диссертации развиваются новые, более универсаль-
ные и в ряде случаев более продуктивные методы исследования аппрокси-
мационных свойств свободных конструкций групп. Получаемые с их помо-
щью конкретные научные результаты могут найти свое применение в тео-
рии групп и связанных с ней разделах математики.

Степень достоверности и апробация результатов диссертации.
Личный вклад автора. Все основные результаты диссертации содер-
жатся в статьях [58–70], опубликованных в журналах, включенных в пе-
речень ВАК. Их достоверность подтверждается подробными доказатель-
ствами, прошедшими проверку в том числе при рецензировании указанных
работ. Статьи [58–62, 67–69] подготовлены автором лично. Из результатов
работ [63–66,70] в диссертацию включены лишь те, которые принадлежат
автору, а именно

– критерий аппроксимируемости корневым классом групп, замкнутым
относительно взятия фактор-групп, HNN-расширения с бесконечными цик-
лическими связанными подгруппами, лежащими в центре базовой груп-
пы [63, теоремы 2–5];
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– определения и свойства конструкций обобщенного прямого и обоб-
щенного свободного произведений групп, ассоциированных с графом групп;
общая идея их использования для изучения аппроксимируемости корневы-
ми классами фундаментальных групп графов групп [64,65];

– ряд свойств корневых классов групп [66, § 5] и гомоморфизмов фун-
даментальных групп графов групп на группы из таких классов, действу-
ющих инъективно на всех вершинных группах [65, § 3], [70, теоремы 2, 3];

– критерий аппроксимируемости произвольным корневым классом фун-
даментальной группы графа изоморфных групп [70, теорема 4].

Результаты проведенных исследований были представлены на следу-
ющих международных и всероссийских конференциях:

– Международной конференции «Мальцевские чтения» (Новосибирск,
2013, 2015, 2016, 2017, 2018, 2020, 2021 гг.);

– Международной конференции, посвященной 75-летию профессора
Д. И. Молдаванского (Иваново, 2015 г.);

– XIV Международной конференции «Алгебра и теория чисел: совре-
менные проблемы и приложения» (Саратов, 2016 г.);

– Всероссийской конференции «Алгебра и теория алгоритмов», посвя-
щенной 100-летию факультета математики и компьютерных наук Иванов-
ского государственного университета (Иваново, 2018 г.);

– XV Международной конференции «Алгебра, теория чисел и дис-
кретная геометрия: современные проблемы и приложения» (Тула, 2018 г.);

– XVI и XVII Международных конференциях «Алгебра, теория чисел
и дискретная геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы
истории» (Тула, май и сентябрь 2019 г.);

– Международной конференции, посвященной 90-летию кафедры выс-
шей алгебры механико-математического факультета МГУ(Москва, 2019 г.);

– Международной конференции «Алгебра и математическая логика:
теория и приложения» (Казань, 2019 г.);

– Международной конференции по алгебре, анализу и геометрии (Ка-
зань, 2021 г.);

– Международной алгебраической конференции, посвященной 90-ле-
тию со дня рождения А. И. Старостина (Екатеринбург, 2021 г.);

– Международной конференции «Алгебра и динамические системы»,
посвященной 110-летию со дня рождения С.Н.Черникова (Нальчик, 2022 г.);

– XIV Международной школе-конференции по теории групп, посвя-
щенной памяти В. А. Белоногова, В. А. Ведерникова и Л. А. Шеметкова
(Брянск, 2022 г.);

– ВторойконференцииМатематическихцентровРоссии(Москва,2022г.).

Кроме того, результаты диссертации докладывались на семинаре «Ал-
гебра и логика» (Новосибирск, 2022 г.) и на семинаре по теории групп Ива-
новского государственного университета (Иваново, 2013–2021 гг.).
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Основное содержание работы

Диссертация состоит из 8 глав, изложена на 206 страницах и включает
213 библиографических ссылок.

Глава 1 является вводной, и характер ее содержимого существен-
ным образом меняется от параграфа к параграфу. В §§ 1.1–1.3 приводятся
необходимые далее сведения об аппроксимационных свойствах и свобод-
ных конструкциях групп. Содержащиеся в этих параграфах утверждения
в основном известны, некоторые из них даны без доказательств. Свойства
корневых классов, описанные в § 1.4, относятся к основным результатам
диссертации.

Исходное определение корневого класса, данное К. Грюнбергом в [39],
носит чисто утилитарный характер и затрудняет понимание того, что пред-
ставляют собой корневые классы групп в целом. Теорема 1.4.1 дополняет
его двумя равносильными определениями. Одно из них уже было приведе-
но выше, согласно второму класс групп является корневым тогда и толь-
ко тогда, когда он замкнут относительно взятия подгрупп и декартовых
сплетений. Отсюда легко следует, что пересечение любого числа корневых
классов — снова корневой класс. Кроме этого, в § 1.4 описаны некоторые
семейства разрешимых групп, заведомо принадлежащих заданному корне-
вому классу, и установлено, что если корневой класс состоит из периоди-
ческих групп, то каждая из них имеет конечный период.

Основной целью главы 2 является распространение фильтрационного
метода Г. Баумслага [34] на случай произвольного корневого аппроксими-
рующего класса групп C и доказательство двух условий общего характе-
ра, достаточных для аппроксимируемости таким классом фундаменталь-
ной группы графа групп. Начиная с этой главы и до конца диссертации,
предполагается, что все рассматриваемые корневые классы групп нетри-
виальны (т. е. содержат неединичные группы); Γ — непустой связный ори-
ентированный граф с множеством вершин V и множеством ребер E (до-
пускаются петли и кратные ребра); G(Γ) — граф групп над Γ, в котором
каждой вершине v ∈ V сопоставлена некоторая (вершинная) группа Gv,
а каждому ребру e ∈ E — (реберная) группа He и инъективные гомомор-
физмы ϕ+e : He → Ge(1), ϕ−e : He → Ge(−1) (где e(1) и e(−1) — вершины
графа Γ, являющиеся концами ребра e). Подгруппы Heϕ+e и Heϕ−e будем
также называть реберными и обозначать для краткости через H+e и H−e.

Напомним, что фундаментальной группой графа групп G(Γ) называ-
ется группа π1(G(Γ)), образующими которой служат образующие групп Gv
(v ∈ V) и символы te (e ∈ E \ ET ), а определяющими соотношениями — со-
отношения групп Gv (v ∈ V) и всевозможные соотношения вида

heϕ+e = heϕ−e (e ∈ ET , he ∈ He),

t−1
e (heϕ+e)te = heϕ−e (e ∈ E \ ET , he ∈ He),
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где ET — множество ребер некоторого остовного дерева T в графе Γ. Из-
вестно, что все группы с представлениями описанного выше вида, соот-
ветствующими различным остовным деревьям графа Γ, изоморфны, и это
позволяет говорить о фундаментальной группе графа групп без упомина-
ния конкретного остовного дерева.

В настоящей диссертации используются два способа проверки C-ап-
проксимируемости группы π1(G(Γ)). Первый из них состоит в отыскании
гомоморфизма указанной группы на группу из класса C, действующего
инъективно на всех реберных подгруппах. Теорема 2.2.1 утверждает, что
существования такого гомоморфизма в сочетании с C-аппроксимируемо-
стью всех вершинных групп достаточно для C-аппроксимируемости груп-
пы π1(G(Γ)). Второй способ заключается в том, чтобы аппроксимировать
группу π1(G(Γ)) не непосредственно C-группами, а фундаментальными груп-
пами графов групп над тем же графом Γ, аппроксимируемость которых
доказана первым способом. Более точно, каждая из указанных фундамен-
тальных групп должна обладать свойством P, состоящим в существова-
нии гомоморфизма на C-группу, инъективного на всех вершинных группах
(а не только на реберных подгруппах). Такая двухступенчатая схема по-
строения гомоморфизмов группы π1(G(Γ)), отображающих ее на группы
из аппроксимирующего класса C и сохраняющих отношения между задан-
ными элементами и подмножествами, и составляет суть фильтрационного
метода. Более формально она описана в § 2.1, а реализующее ее доста-
точное условие (теорема 2.3.1) доказано в § 2.3. Простейшую иллюстра-
цию применения данной схемы содержит § 2.4, где найден критерий ап-
проксимируемости корневыми классами фундаментальной группы графа
изоморфных групп (теорема 2.4.2). Последняя конструкция достаточно
искусственна, но нередко применяется для построения различных контр-
примеров. В таком качестве она используется и в § 2.5, где исследуется
вопрос о необходимости условия теоремы 2.2.1.

Можно показать, что любой гомоморфизм группы π1(G(Γ)) на груп-
пу из класса C проходит через гомоморфизм на фундаментальную груп-
пу со свойством P и потому, на первый взгляд, описанная двухступен-
чатая схема построения гомоморфизмов не приводит к сужению области
применения фильтрационного подхода. На самом деле, для доказатель-
ства аппроксимируемости группы π1(G(Γ)) фундаментальными группами
со свойством P приходится требовать C-отделимости реберных подгрупп
группы π1(G(Γ)) в содержащих их вершинных группах, и это требование
служит принципиальным ограничением как исходного метода Г. Баумсла-
га, так и всех его обобщений, включая то, которое реализовано в настоящей
диссертации. Существуют примеры, показывающие, что данное ограниче-
ние не является необходимым для C-аппроксимируемости группы π1(G(Γ));
подробнее этот вопрос обсуждается в § 2.7.
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Следует отметить, что в более ранних исследованиях, использовавших
фильтрационный метод, на промежуточные конструкции, которыми ап-
проксимируется группа π1(G(Γ)), накладывали лишь требование C-аппрок-
симируемости. Теорема 2.5.1 описывает некоторые ситуации, в которых
оно равносильно свойству P. Например, это так, если класс C состоит толь-
ко из конечных групп и граф Γ конечен. В общем случае, однако, свойство P
оказывается сильнее (соответствующие примеры приводятся в § 2.6), и по-
лученные к настоящему времени результаты позволяют утверждать, что
замена им условия C-аппроксимируемости делает фильтрационный под-
ход к исследованию аппроксимационных свойств свободных конструкций
групп более продуктивным.

Понятно, что первый из описанных выше способов доказательства
C-аппроксимируемости группы π1(G(Γ)) применим лишь в случае, когда
все реберные подгруппы этой группы принадлежат классу C. Второй спо-
соб свободен от данного ограничения, но для его использования к графу
групп и вершинным группам обычно приходится предъявлять более жест-
кие требования. Иллюстрацией этому могут служить обсуждаемые ниже
теоремы 3.3.1, 3.3.2 и 3.3.5, 3.3.6, первая пара которых получена первым
способом, а вторая — вторым.

В главе 3 предшествующие результаты применяются для изучения
фундаментальной группы графа групп G(Γ), в котором для любых e ∈ E ,
ε = ±1 подгруппа Hεe лежит в центре группы Ge(ε) (приведенное условие
центральности предполагается выполненным до конца описания главы 3).
Для реализации первого из указанных выше способов доказательства ап-
проксимируемости группы π1(G(Γ)) в § 3.1 вводится в рассмотрение кон-
струкция обобщенного прямого произведения, ассоциированного с графом
групп, определяемая следующим образом.

Пусть граф Γ не имеет кратных ребер и петель. Тогда через GDP(G(Γ))
будем обозначать группу, образующими которой являются образующие
групп Gv (v ∈ V), а определяющими соотношениями — соотношения тех же
групп и всевозможные соотношения вида

heϕ+e = heϕ−e (e ∈ E , he ∈ He),

[gu, gw] = 1 (u,w ∈ V, u 6= w, gu ∈ Gu, gw ∈ Gw).

Группу GDP(G(Γ)) будем называть обобщенным прямым произведением,
ассоциированным с графом групп G(Γ), если выполняются следующие два
условия:

(i) для каждой вершины v ∈ V тождественное отображение образую-
щих группы Gv в группу GDP(G(Γ)) продолжаемо до инъективного гомо-
морфизма и потому все группы Gv (v ∈ V) можно считать подгруппами
группы GDP(G(Γ));

(ii) для каждого ребра e ∈ E в группе GDP(G(Γ)) имеют место равен-
ства H+e = Ge(1) ∩Ge(−1) = H−e.
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Отметим, что если граф Γ является полным, то обобщенное прямое
произведение, ассоциированное с графом групп G(Γ), оказывается обоб-
щенным прямым в смысле Б. и Х. Нейманн [48].

Очевидно, что группа GDP(G(Γ)) представляет собой фактор-группу
группы π1(G(Γ)) по нормальному замыканию множества элементов{

te | e ∈ E \ ET
}
∪
{

[gu, gw] | u,w ∈ V, u 6= w, gu ∈ Gu, gw ∈ Gw
}
.

Легко видеть, что если группа GDP(G(Γ)) удовлетворяет условию (i), то ес-
тественный гомоморфизм π1(G(Γ)) → GDP(G(Γ)) действует инъективно
на всех вершинных группах и потому обеспечивает выполнение свойства P
в случае, когда группа GDP(G(Γ))принадлежит аппроксимирующему клас-
су. Эта идея допускает определенное развитие, но ее использование огра-
ничивается условиями, при которых обобщенное прямое произведение су-
ществует, т. е. обладает свойствами (i) и (ii). Теоремы 3.2.1 и 3.2.2 утвер-
ждают, что последнее верно, если граф Γ является деревом или для любой
вершины v ∈ V подгруппа

Hv = sgp
{
Hεe | e ∈ E , ε = ±1, v = e(ε)

}
представляет собой прямое произведение порождающих ее подгрупп. Имен-
но эти условия определяют те требования, которым должен удовлетворять
граф групп в остальной части главы 3.

Далее будем считать, что C — корневой класс групп, замкнутый отно-
сительно взятия фактор-групп, и граф Γ может содержать кратные ребра
и петли. Будем говорить, что граф групп G(Γ) имеет тип (k) (1 6 k 6 3),
если он обладает свойством (k) из следующего списка:

(1) для каждой вершины v ∈ V подгруппа Hv представляет собой пря-
мое произведение порождающих ее подгрупп;

(2) граф Γ является деревом;
(3) граф Γ содержит в точности один простой цикл.

С помощью установленных в § 3.2 свойств обобщенных прямых произведе-
ний и теоремы 2.2.1 доказывается

Теорема 3.3.1. Пусть G(Γ) — граф групп типа (1) и для каждой вер-
шины v ∈ V группа Gv обладает гомоморфизмом σv на группу из класса C,
инъективнымнаподгруппеHv.Тогда справедливы следующиеутверждения.

1. Если прямое произведение D групп Gvσv (v ∈V)принадлежит клас-
су C, то существует гомоморфизм σ группы π1(G(Γ)) на C-группу, про-
должающий гомоморфизмы σv (v ∈ V).

2. Если все группы Gv (v ∈ V) являются C-аппроксимируемыми, то
и группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема.

3. Пусть Ctf — класс всех C-групп без кручения, для каждой верши-
ны v ∈ V группа Gvσv не имеет кручения и подгруппа Hvσv изолирована
в ней. Тогда:
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а) если D ∈ C, то гомоморфизм σ можно выбрать так, чтобы вы-
полнялось включение π1(G(Γ))σ ∈ Ctf;

б) если все группы Gv (v ∈ V) являются Ctf-аппроксимируемыми,
то и группа π1(G(Γ)) Ctf-аппроксимируема.

Очень похожее утверждение (теорема 3.3.2) имеет место для гра-
фов групп типа (2) (в любом случае) и типа (3) (если класс C содержит
непериодические группы). Отметим, что теоремы 3.3.1 и 3.3.2 обобщают
основные результаты статьи [10], полученные с использованием других ме-
тодов, а также теорему 1.1 из [50].

Будем говорить, что некоторая группа X C-регулярна по своей под-
группе Y , если для любой нормальной подгруппыM группы Y , удовлетво-
ряющей условию Y/M ∈ C, найдется нормальная подгруппа N группы X
такая, что X/N ∈ C и N ∩ Y = M . Отметим, что понятие регулярности
обобщает классическое понятие мощного элемента: если F — класс всех
конечных групп, то элемент x ∈ X является мощным тогда и только тогда,
когда группа X F-регулярна по циклической подгруппе 〈x〉. Приводимые
далее теоремы 3.3.5 и 3.3.6 получаются путем совместного использования
необходимых и достаточных условий из §§ 2.3, 2.7 и теорем 3.3.1, 3.3.2.
Предваряя формулировку второй из них, заметим, что если G(Γ) — конеч-
ный граф групп типа (1) или (2), то без потери общности для любых e ∈ E ,
ε = ±1 можно считать выполненным неравенство Hεe 6= Ge(ε).

Теорема 3.3.5. Пусть G(Γ) — граф групп типа (1) и для любой
вершины v ∈ V подгруппа Hv C-отделима в группе Gv, в то время как
группа Gv C-аппроксимируема и C-регулярна по подгруппе Hv. Тогда груп-
па π1(G(Γ)) является C-аппроксимируемой.

Теорема 3.3.6. Пусть Hεe 6= Ge(ε) для всех e ∈ E , ε = ±1 и справед-
ливо хотя бы одно из следующих условий:

1) G(Γ) — конечный граф групп типа (1) и для любой вершины v ∈ V
группа Gv C-регулярна по подгруппе Hv;

2) G(Γ) — конечный граф групп типа (2) и для любых e ∈ E , ε = ±1
группа Ge(ε) C-регулярна по подгруппе Hεe.

Группа π1(G(Γ)) C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда все
группы Gv (v ∈ V) C-аппроксимируемы и для любых e ∈ E , ε = ±1 под-
группа Hεe C-отделима в группе Ge(ε).

Почти неисследованным в главе 3 остается случай, когда граф G(Γ) со-
держит циклы и не удовлетворяет свойству (1). Фундаментальная группа
простейшего графа групп указанного вида представляет собой HNN-рас-
ширение с центральными связанными подгруппами, и изучению аппрок-
симируемости таких HNN-расширений посвящена глава 4. До конца ее
обсуждения будем считать, что C — корневой класс групп, замкнутый от-
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носительно взятия фактор-групп, G — некоторая группа, H и K — изо-
морфные центральные подгруппы группы G, H 6= G 6= K и

G =
〈
G, t; t−1Ht = K, ϕ

〉
—

HNN-расширение группы G с проходной буквой t и подгруппами H и K,
связанными при помощи некоторого изоморфизма ϕ : H → K. Положим
также K0 = G, H1 = H, K1 = K и, если подгруппы Hi и Ki уже опреде-
лены, то Hi+1 = Hi ∩Ki и Ki+1 = Hi+1ϕ (здесь и далее ограничение изо-
морфизма ϕ на любую подгруппу, содержащуюся в H, будем обозначать
просто символом ϕ). Тогда для всякого i > 0 определено HNN-расширение

Ki =
〈
Ki, t; t

−1Hi+1t = Ki+1, ϕ
〉
.

Очевидно, что если для некоторого n>1 выполнено равенствоHn=Kn,
то Hn+1 = Kn = Kn+1 и потому группа Kn представляет собой расщепля-
емое расширение группы Kn при помощи бесконечной циклической груп-
пы 〈t〉. Легко видеть также, что ограничение изоморфизма ϕ на подгруп-
пуHn служит автоморфизмом последней и подгруппа E = sgp{Hn, t} груп-
пы G оказывается расщепляемым расширением группы Hn при помощи
подгруппы 〈t〉, изоморфным Kn.

Основной целью главы 4 является обобщение предложенногоД.И.Мол-
даванским [17,18] метода спуска и подъема совместимых подгрупп на слу-
чай аппроксимируемости указанным выше классом C. Суть данного метода
состоит в доказательстве того, что при определенных условиях для каж-
дого i > 0 C-аппроксимируемость группы G равносильна C-аппроксими-
руемости группы Ki. Если Hn = Kn для некоторого n > 1, это позволяет
свести вопрос о C-аппроксимируемости группы G к, вообще говоря, более
простой задаче отыскания условий C-аппроксимируемости расщепляемого
расширения Kn. Два критерия аппроксимируемости расщепляемых расши-
рений корневыми классами групп приводятся в конце параграфа 4.3.

Отметим, что равенство Hn = Kn может не иметь места ни для ка-
кого n > 0. Чтобы добиться его выполнения, в сформулированной ниже
теореме 4.1.1 и ряде других утверждений из главы 4 на группу G накла-
дывается более слабое условие: Hn = Hn+1 для некоторого n > 1. Примеры
ситуаций, в которых последнее соотношение обязательно имеет место, опи-
сываются в параграфах 4.1 и 6.4.

Предваряя формулировку теоремы 4.1.1, напомним, что подгруппа Y
группыX называетсяP′-изолированной в этой группе для некоторого мно-
жества простых чисел P, если для любых элемента x ∈ X и простого числа
q /∈ P из включения xq ∈ Y следует, что x ∈ Y . Легко видеть, что пересе-
чение любого числа P′-изолированных подгрупп снова является P′-изоли-
рованной подгруппой и потому для каждой подгруппы Y определена наи-
меньшая содержащая ее P′-изолированная подгруппа, называемая P′-изо-
лятором подгруппы Y в группе X. Как и выше, если класс C включает
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только периодические группы, то через P(C) будем обозначать множество
всех простых делителей порядков элементов групп из класса C.

Теорема 4.1.1. Пусть класс C состоит только из периодических
групп, группа G C-аппроксимируема и для некоторого n > 1 имеет ме-
сто равенство Hn = Hn+1. Пусть также для любого i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
группа Ki C-регулярна по подгруппе Hi+1Ki+1 и P(C)′-изолятор подгруп-
пы Hi+1Ki+1 в группе Ki C-отделим в этой группе. Группа G C-аппрок-
симируема тогда и только тогда, когда

1) Hn = Kn;
2) подгруппа E = sgp{Hn, t} C-аппроксимируема;
3) подгруппы H и K P(C)′-изолированы в группе G.

Теорема 4.1.2. Пусть класс C содержит непериодические группы,
группа G C-аппроксимируема и для некоторого n > 0 существует под-
группа Q ∈ C∗(Kn), удовлетворяющая хотя бы одному из следующих ус-
ловий:

1) Hn+1 ∩Q = 1 = Kn+1 ∩Q,
2) Q 6 Hn+1 ∩Kn+1 и Qϕ = Q.

Пусть также для любого i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} группа Ki C-регулярна
по подгруппе Hi+1Ki+1 и подгруппа Hi+1Ki+1 C-отделима в группе Ki.
Тогда группа G C-аппроксимируема.

Отметим, что одно из приведенных в диссертации следствий сформу-
лированных теорем обобщает основной результат работы [28] (в части, ка-
сающейся ненисходящих HNN-расширений). Помимо метода спуска и подъ-
ема совместимых подгрупп, опирающегося в свою очередь на фильтраци-
онный подход, доказательства теорем 4.1.1 и 4.1.2 используют свойства
некоторых обобщенных прямых произведений, рассматриваемых в § 4.2,
и теорему 3.3.2.

В отдельных случаях полностью изучить аппроксимируемость HNN-
расширения удается, не применяя метод спуска и подъема совместимых
подгрупп. В настоящей диссертации такое исследование, использующее ре-
зультаты §§ 2.3, 2.7 и теорему 3.3.1, проведено при условии, что связанные
подгруппы H и K являются циклическими. В связи с формулировкой сле-
дующей теоремы заметим, что если указанные подгруппы еще и конечны,
то, поскольку в конечной циклической группе есть только одна подгруппа
заданного порядка, имеет место равенство (H ∩K)ϕ = H ∩K.

Теорема 4.1.6. Пусть группа G C-аппроксимируема, подгруппы H
и K являются конечными циклическими, L = H ∩ K и Φ — цикличе-
ская подгруппа группы AutL, порожденная ограничением изоморфизма ϕ
на подгруппу L. Группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда, ко-
гда Φ ∈ C. В частности, если класс C содержит хотя бы одну непериоди-
ческую группу, то группа G C-аппроксимируема.
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Далее будем считать, что подгруппы H и K бесконечны. Если груп-
па G обладает гомоморфизмом на C-группу, действующим инъективно на
подгруппах H и K, то класс C содержит непериодические группы и в силу
упоминавшейся выше теоремы 3.3.2 из C-аппроксимируемости группы G
следует C-аппроксимируемость HNN-расширения G. В случае, когда гомо-
морфизма группы G с указанными свойствами не существует, критерий
аппроксимируемости группы G дают

Теоремы 4.1.7 и 4.1.8. Пусть группа G C-аппроксимируема, под-
группы H и K являются бесконечными циклическими и не существует
гомоморфизма группы G на группу из класса C, инъективного на подгруп-
пах H и K. Тогда справедливы следующие утверждения.

I (теорема 4.1.7). Если H ∩K 6= 1, то группа G C-аппроксимируе-
ма тогда и только тогда, когда

1) фактор-группы H/H ∩K и K/H ∩K имеют одинаковые порядки;
2) подгруппы H и K C-отделимы в группе G;
3) класс C содержит группу порядка 2, если только подгруппа H ∩K

не лежит в центре группы G.
II (теорема 4.1.8). Если H ∩ K = 1 и Ω — семейство нормальных

подгрупп группы G такое, что N∈Ω тогда и только тогда, когда G/N∈C
и N ∩ HK = (HK)n для некоторого n > 1, то группа G C-аппроксими-
руема тогда и только тогда, когда подгруппы H и K отделимы семей-
ством Ω, т. е. ⋂

N∈Ω

HN = H,
⋂
N∈Ω

KN = K.

Описание семейства Ω и проверка отделимости им подгрупп H и K
для конкретных класса C и группы G могут оказаться непростой задачей.
Потребовав в дополнение к предположениям теоремы 4.1.8, чтобы подгруп-
паHK была C-отделимой в группе G, удается доказать критерий C-аппрок-
симируемости группы G, справедливость условий которого установить лег-
че (теорема 4.1.9). Однако, C-отделимость подгруппы HK, вообще гово-
ря, не является необходимым условием C-аппроксимируемости группы G;
соответствующий пример приводится в § 4.1. Поэтому теорема 4.1.9 не мо-
жет служить полной заменой теоремы 4.1.8.

Если потребовать, чтобы циклическими (точнее, бесконечными цикли-
ческими) были не одни лишь реберные, а и все вершинные группы, то по-
лучить законченные результаты об аппроксимируемости корневыми клас-
сами удается не только для HNN-расширений, но и для фундаментальных
групп любых конечных графов групп. Как уже было отмечено выше, такие
фундаментальные группы называют обобщенными группами Баумслага–
Солитэра или GBS-группами. Их аппроксимируемость корневыми клас-
сами изучается в главе 5. Здесь имеет смысл напомнить, что (обычная)
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группа Баумслага–Солитэра — это HNN-расширение бесконечной цикли-
ческой группы, т. е. группа с представлением вида

BS(m,n) =
〈
a, b; a−1bma = bn

〉
,

где m и n — ненулевые целые числа, которые без потери общности можно
считать удовлетворяющими неравенствам |n| > m > 0. GBS-группа назы-
вается элементарной, если она изоморфна BS(1, 1), BS(1,−1) или беско-
нечной циклической группе.

Заметим, что если все вершинные и реберные группы графа групп G(Γ)
являются бесконечными циклическими и зафиксированы их порождаю-
щие gv (v ∈ V) и he (e ∈ E), то гомоморфизм ϕεe (e ∈ E , ε = ±1) одно-
значно определяется числом λ(εe) ∈ Z \ {0} таким, что

(
ge(ε)

)
λ(εe) = heϕεe.

Поэтому вместо графа групп G(Γ) можно рассматривать граф с метка-
ми L(Γ), который получается из Γ путем сопоставления концам каждого
ребра e ∈ E ненулевых целых чисел λ(+e) и λ(−e).

С этого момента и до конца описания главы 5 будем считать, что Γ —
непустой конечный связный граф, L(Γ) — некоторый граф с метками и G—
соответствующая ему GBS-группа.

Элемент a ∈ G называется эллиптическим, если он сопряжен с эле-
ментом некоторой вершинной группы. Известно, что для любого g ∈ G
и для любого неединичного эллиптического элемента a существуют нену-
левые целые числа m и n такие, что g−1amg = an, причем отношение n/m
не зависит от выбора a, m и n. Поэтому определен так называемый моду-
лярный гомоморфизм ∆ группы G в мультипликативную группу поля Q
рациональных чисел, переводящий элемент g в n/m.

Граф L(Γ) называется редуцированным, если каждое не являющееся
петлей ребро имеет метки, отличные от ±1. Нетрудно показать, что любая
GBS-группа может быть задана редуцированным графом с метками.

Теорема 5.2.2. Пусть C — корневой класс групп, состоящий только
из периодических групп, группа G не является разрешимой и задающий
ее граф L(Γ) редуцирован. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если Im ∆ = {1}, то группа G C-аппроксимируема тогда и только
тогда, когда все метки графа L(Γ) являются P(C)-числами.

2. Если Im ∆ = {1,−1}, то группа G C-аппроксимируема тогда и толь-
ко тогда, когда все метки графа L(Γ) являются P(C)-числами и 2 ∈ P(C).

3. Если Im ∆* {1,−1}, то группа G не аппроксимируется классом C.
Известно, что GBS-группа разрешима, если она элементарна или изо-

морфна BS(1, q), где q 6= ±1. Аппроксимируемость корневыми классами
обычных групп Баумслага–Солитэра изучается в [25], и в сочетании с ре-
зультатами данной работы теорема 5.2.2 дает критерий аппроксимируемо-
сти произвольной GBS-группы корневым классом, состоящим из периоди-
ческих групп.
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Теорема 5.2.3. Пусть C — корневой класс групп, содержащий хо-
тя бы одну непериодическую группу. Тогда справедливы следующие ут-
верждения.

1. Если группа G элементарна, то она принадлежит классу Ctf всех
C-групп без кручения.

2. Пусть группа G не является элементарной и Q — подкольцо по-
ля Q, порожденное множеством Im ∆. Если аддитивная группа кольца Q
принадлежит классу C, то группа G Ctf-аппроксимируема. В частности,
если Im ∆ ⊆ {1,−1} или класс C замкнут относительно взятия фактор-
групп, то группа G Ctf-аппроксимируема.

Отметим, что сформулированные теоремы усиливают и обобщают тео-
рему 1 из [36], следствие 7.7 из [43] и следствие 3 из [52]. Ввиду специфи-
ки рассматриваемых фундаментальных групп доказательства теорем 5.2.2
и 5.2.3 не опираются на результаты предыдущих трех глав (за исключени-
ем теоремы 2.7.1), а используют вместо них известные факты о строении
GBS-групп, бо́льшая часть которых описана в параграфах 5.1 и 5.3.

В условиях ряда теорем из глав 2–4 фигурируют свойства отделимости
подгруппы и регулярности группы по подгруппе. Глава 6 описывает неко-
торые случаи, в которых указанные свойства выполняются автоматически
или могут быть относительно легко проверены. До конца ее обсуждения
будем считать, что C — произвольный корневой класс групп, состоящий
из периодических групп.

Нетрудно проверить, что любая C-отделимая подгруппа должна быть
P(C)′-изолированной. Известно много примеров ситуаций, когда верно и об-
ратное. Например, это так для циклических подгрупп свободных групп,
но данный результат, вообще говоря, нельзя распространить на произволь-
ные конечно порожденные подгруппы [9]. В главе 6 изучается вопрос о том,
какие условия достаточно наложить на абелеву, нильпотентную или раз-
решимую группу для того, чтобы она обладала свойством C-Sep, озна-
чающим равносильность C-отделимости и P(C)′-изолированности для всех
подгрупп. Основой для этих исследований послужила статья А.И.Мальце-
ва [15], в которой аналогичный вопрос рассматривается для случая, когда
C — класс всех конечных групп.

Будем говорить, что абелева группа
а) слабо C-ограничена,
б) C-ограничена,
в) сильно C-ограничена,

если в произвольной ее фактор-группе каждая примарная компонента пе-
риодической части, соответствующая некоторому числу из множестваP(C),

а) имеет конечный период,
б) имеет конечный период и мощность, не превосходящую мощности

некоторой группы из класса C,
в) конечна.
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Нильпотентную (разрешимую) группу назовем (слабо, сильно) C-огра-
ниченной, если она обладает хотя бы одним конечным центральным (со-
ответственно субнормальным) рядом со (слабо, сильно) C-ограниченными
абелевыми факторами. В § 6.1 установлено, что в действительности фак-
торы любого субнормального ряда (слабо, сильно) C-ограниченной разре-
шимой группы оказываются (слабо, сильно) C-ограниченными абелевыми
группами. Классы C-ограниченных, слабо C-ограниченных и сильно C-ог-
раниченных нильпотентных и разрешимых групп будем обозначать че-
рез C-BN , C-wBN , C-sBN и C-BS, C-wBS, C-sBS соответственно.

Отметим, что всякая конечно порожденная абелева группа сильно
C-ограничена и потому классы C-sBS и C-sBN включают соответственно
все полициклические и все конечно порожденные нильпотентные группы.
Заметим также, что если множество P(C) содержит все простые числа,
то классы сильно C-ограниченных абелевых и разрешимых групп совпада-
ют с классами ограниченных абелевых и ограниченных разрешимых групп
в смысле А. И. Мальцева [15].

Перейдем теперь к описанию абелевых, нильпотентных и разреши-
мых групп со свойством C-Sep. Наиболее законченный вид такое описание
имеет в случае абелевых групп: теорема 6.2.1 утверждает, что для них
указанное свойство равносильно слабой C-ограниченности. C-wBN -группа
может уже не располагать свойством C-Sep: соответствующий пример при-
водится в § 6.2. Однако, согласно теореме 6.3.1 и следствию 6.3.2 вся-
кая C-BN -группа обладает данным свойством, а для нильпотентных групп
без кручения верно и обратное: из условия C-Sep вытекает C-ограничен-
ность.

Для разрешимой группы свойство C-Sep может не выполняться и в слу-
чае, когда она принадлежит классу C-BS; иллюстрирующий это пример
строится в § 6.2. Более того, C-sBS-группа также не обязана обладать дан-
ным свойством, если множество P(C) содержит не все простые числа. На-
пример, не имеющая кручения сверхразрешимая группа BS(1,−1) C-ап-
проксимируема, только если 2 ∈ P(C), в то время как ее единичная под-
группа всегда является P(C)′-изолированной. Оставшийся случай, когда
P(C) совпадает с множеством всех простых чисел и разрешимая группа
сильно C-ограничена, описывается приводимым далее утверждением, обоб-
щающим теорему 6 из [15].

Теорема 6.2.3. Пусть множество P(C) содержит все простые чис-
ла. Тогда для любой разрешимой группы X справедливы следующие ут-
верждения.

1. Если X ∈ C-sBS, то все подгруппы группы X C-отделимы.
2. Если группа X не имеет кручения и все ее подгруппы C-отделимы,

то X ∈ C-sBS.
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Утверждение 1 теоремы 6.2.3 в свою очередь обобщает

Теорема 6.2.4. Пусть множество P(C) содержит все простые чис-
ла, X — некоторая C-sBS-аппроксимируемая группа, Y — ее подгруппа
и существует гомоморфизм группы X на C-sBS-группу, действующий
инъективно на подгруппе Y . Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Подгруппа Y отделима в группе X классом SC разрешимых C-групп.
2. Если подгруппа Y лежит в центре группы X, то последняя C-

и SC-регулярна по подгруппе Y .

Чтобы сформулировать аналог теоремы 6.2.4 для нильпотентно ап-
проксимируемых групп, обозначим через C-BNP(C) класс всех C-BN -групп
без P(C)′-кручения. Введение данного класса вполне естественно, посколь-
ку согласно теореме 6.3.1 только такие C-BN -группы аппроксимируются
классом C. Если ограничиться рассмотрением лишь C-аппроксимируемых
C-BN -групп, то приводимое далее утверждение становится обобщением
теоремы 6.3.1. Отметим, что здесь оно дано в несколько более слабой фор-
мулировке, нежели в диссертации.

Теорема 6.3.3. Пусть X — некоторая C-BNP(C)-аппроксимируемая
группа, Y — ее подгруппа, I — P(C)′-изолятор подгруппы Y в группе X
и существует гомоморфизм σ группы X на C-BNP(C)-группу, действую-
щий инъективно на подгруппе Y . Тогда справедливы следующие утверж-
дения.

1. Подгруппа I отделима в группе X классом NC нильпотентных
C-групп, совпадает с множеством P(C)′-корней, извлекающихся в груп-
пе X из элементов подгруппы Y и имеет ту же ступень нильпотент-
ности, что и Y .

2. Гомоморфизм σ действует инъективно на подгруппе I и потому
I ∈ C-BNP(C).

3. Если подгруппа Y центральна в группе X, то последняя C- и NC-ре-
гулярна по подгруппе Y .

В § 6.4 с помощью сформулированных выше утверждений доказывает-
ся ряд следствий из теорем 3.3.5, 3.3.6, 4.1.1, 4.1.7 и 4.1.9. Наиболее содер-
жательными из них являются приведенные здесь для простоты в несколько
ослабленном виде

Теоремы 6.4.4 и 6.4.5. Пусть G — HNN-расширение группы G с цен-
тральными связанными подгруппами H и K, H 6= G 6= K, подгруппы Hi

и Ki (i > 1) определены так же, как в главе 4, и при некотором m > 1
подгруппы Hm и Km конечно порождены. Тогда справедливы следующие
утверждения.

I (теорема 6.4.4). Если множество P(C) содержит все простые
числа, группа G аппроксимируется C-sBS-группами и обладает гомомор-
физмом на такую группу, действующим инъективно на подгруппе HK,
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то группа G C-аппроксимируема тогда и только тогда, когда Hn = Kn

для некоторого n > m+ 1.
II (теорема 6.4.5). Если группа G аппроксимируется C-BNP(C)-груп-

пами и обладает гомоморфизмом на такую группу, действующим инъек-
тивно на подгруппе HK, то группа G C-аппроксимируема тогда и только
тогда, когда

1) Hn = Kn для некоторого n > m+ 1;
2) подгруппы H и K P(C)′-изолированы в группе G;
3)
⋂
N∈ΩN = 1, где Ω — семейство подгрупп группы Hn, определен-

ное следующим образом: N ∈ Ω тогда и только тогда, когда Hn/N —
конечная P(C)-группа, Nϕ = N и порядок автоморфизма группы Hn/N ,
индуцированного автоморфизмом ϕ, является P(C)-числом.

Отметим, что условие II.3 выше — это не что иное, как критерий C-ап-
проксимируемости расщепляемого расширения E = sgp{Hn, t}.

В главах 1–6 речь идет исключительно об аппроксимируемости сво-
бодных конструкций групп корневыми классами относительно равенства.
Последние две главы намечают два других возможных направления иссле-
дований.

Пусть C — корневой класс групп, состоящий только из конечных групп.
Основным результатом главы 7 является

Теорема 7.1.1. Произвольное расширение свободной группы при помо-
щи C-группы аппроксимируется классом C относительно сопряженности.

В случае, когда C представляет собой класс всех конечных групп,
сформулированная теорема была доказана в [37] с использованием резуль-
татов работы [53]. Аналогичное утверждение об аппроксимируемости от-
носительно сопряженности конечными p-группами получено в [11]. Теоре-
ма 7.1.1 открывает дорогу к изучению C-аппроксимируемости относитель-
но сопряженности свободных конструкций групп, и в качестве примера ее
применения доказана

Теорема 7.1.3. Пусть G(Γ) — конечный граф групп, в котором все
вершинные группы C-аппроксимируемы относительно сопряженности
и все реберные подгруппы конечны. Если группа π1(G(Γ)) C-аппроксими-
руема, то она C-аппроксимируема относительно сопряженности.

Из теоремы 7.1.3 вытекает следствие 7.1.4, согласно которому (обыч-
ное) свободное произведение произвольного семейства групп, C-аппрокси-
мируемых относительно сопряженности, в свою очередь аппроксимируется
классом C относительно сопряженности. Отметим, что теорема 7.1.3 и след-
ствие 7.1.4 обобщают теорему 1 из [38], теорему 1 из [12], теорему 3 из [53]
и теорему 10 из [11], в которых речь идет об аппроксимируемости относи-
тельно сопряженности классами всех конечных групп и конечных p-групп.
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Цель главы 8 состоит в том, чтобы показать (на примере обобщен-
ных групп Баумслага–Солитэра), как имеющиеся результаты об аппрок-
симируемости корневыми классами групп можно использовать для изу-
чения аппроксимируемости той же свободной конструкции нильпотентны-
ми группами. Общая идея заключается в том, чтобы исключить из рас-
смотрения как можно больше случаев, используя для этого необходимые
и достаточные условия аппроксимируемости корневыми классами, а так-
же необходимое условие локальной аппроксимируемости нильпотентными
группами, полученное в [13]. Как правило, в результате такого исключе-
ния конструкция приобретает новые свойства, позволяющие исследовать
ее нильпотентную аппроксимируемость в оставшемся случае.

Далее, как и при описании главы 5, будем предполагать, что Γ — непу-
стой конечный связный граф, L(Γ) — некоторый граф с метками и G —
соответствующая ему GBS-группа. Критерий нильпотентной аппроксими-
руемости обычной группы Баумслага–Солитэра получен в [20]. В сочета-
нии с ним критерий аппроксимируемости нильпотентными группами про-
извольной GBS-группы дает

Теорема 8.1.3. Пусть группа G не является разрешимой и задаю-
щий ее граф L(Γ) редуцирован.

1. Если Im ∆ = {1}, то группа G аппроксимируется нильпотентны-
ми группами тогда и только тогда, когда она аппроксимируется конеч-
ными p-группами для некоторого простого числа p.

2. Если Im ∆ = {1,−1}, то следующие утверждения равносильны:
а) группа G аппроксимируется нильпотентными группами;
б) группа G аппроксимируется конечными нильпотентными {2, p}-

группами для некоторого простого p (возможно, равного 2);
в) все метки графа L(Γ) являются p-числами для некоторого про-

стого p и, если p 6= 2, то каждый сопряженный со своим обрат-
ным эллиптический элемент принадлежит циклическому ради-
калу группы G.

3. Если Im ∆ * {1,−1}, то группа G не аппроксимируется нильпо-
тентными группами.

В связи с формулировкой приведенной теоремы необходимо напом-
нить, что циклическим радикалом группы G называется наибольшая цик-
лическая нормальная подгруппа этой группы. Известно, что циклический
радикал существует, если группа G не изоморфна BS(1, 1) или BS(1,−1).

Отметим, что если граф L(Γ) редуцирован, все его метки являются
p-числами для некоторого простого p 6= 2 и Im ∆ = {1,−1}, то имеется
алгоритм, проверяющий, что каждый сопряженный со своим обратным
эллиптический элемент принадлежит циклическому радикалу группы G;
он приводится в § 8.3.
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Доказательство теоремы 8.1.3 существенным образом опирается на не-
которые утверждения из главы 5. С их же помощью доказана

Теорема 8.1.4. Следующие утверждения равносильны.
1. Группа G аппроксимируется нильпотентными группами без кру-

чения.
2. Группа G аппроксимируется свободными группами.
3. Группа G изоморфна прямому произведению свободной и бесконеч-

ной циклической групп.

В связи с последним утверждением имеет смысл отметить, что прямое
произведение свободной и бесконечной циклической групп принадлежит
классу FRΦ (fully residually free-групп) тогда и только тогда, когда оба
его сомножителя являются циклическими группами.
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